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Introducao

Vocé acredita num Deus que joga dados,
e eu em lei e ordem absolutas.

Albert Einstein, carta a Max Born.

Desde o inicio de meus estudos em Matematica no Instituto de Matemética da
UFRJ, encantei-me com o Calculo Diferencial, com a Geometria, com a Teoria das
Equacdes Diferenciais e com suas diversas aplicagcdes nos diferentes ramos da
Matematica. Na Especializacdo feita na mesma instituicdo, pude aprofundar meus
conhecimentos das mesmas disciplinas e estudar suas relacbes com as novas
tecnologias. Comecei a ler mais artigos sobre os temas e tive 0 primeiro contato com
artigos especificos de historiadores da ciéncia. Decidi, entdo seguir meus estudos na
area de Histéria da Mateméatica e Histéria da Ciéncia na tentativa de entender e
resgatar a evolugdo de conceitos importantes. No Mestrado do programa de HCTE,
fui formalmente apresentado a conceitos como determinismo, previsibilidade, sistemas
dindmicos e Teoria do Caos. Foi entdo que meu interesse aumentou e minhas leituras
tornaram-se diarias, pois tais conceitos ndo eram de meu conhecimento e ou dominio.
Conclui algumas leituras e fui apresentado, de maneira apaixonante, a figura de Henri
Poincaré e a alguns de seus trabalhos. Quis entdo, desenvolver um trabalho que
pudesse reunir a Historia do Calculo, a Histéria da Geometria e o0s Sistemas
Dinamicos. Percebi que é uma linha de pesquisa vasta e com muitos especialistas que
trabalham n&o s6 em Histéria da Matemética e da Fisica, mas em Filosofia da Ciéncia
e Epistemologia. Notei, além disso, que respostas a questdes variadas da Matematica
poderiam ser encontradas em diversos outros ramos do conhecimento, além da

prépria Matemética.

Apesar das dificuldades para continuar a pesquisa que ja foi feita sobre a
influéncia de Poincaré no advento da Teoria dos Sistemas Dinamicos, devido a falta

de embasamento tedrico sobre o tema, decidi estudar o artigo “Les surfaces a



courbures opposées et leurs lignes géodesiques”, publicado por Jacques Hadamard
em 1898, fazendo a sua conexdo com as questfes da Fisica, da Filosofia da Ciéncia,

da Epistemologia e obviamente da Matematica.

Este trabalho procurou apresentar, com base na historia da mateméatica, uma
biografia comentada de Jacques Hadamard a fim de que os leitores pudessem
conhecer um pouco da vida, da obra e da personalidade deste matematico que esteve
presente em todos os niveis do ensino da Matematica na Franc¢a, que nunca deixou a
pesquisa académica e que participou efetivamente de questbes politico-sociais de seu
pais. Trata também, como objeto principal, de um dos resultados mais importantes
que une a geometria diferencial e a teoria dos sistemas dinamicos, que é apresentado
por ele em 1898, através do artigo “Les surfaces a courbures opposées et leurs lignes
géodesiques”. O proprio titulo trds uma curiosidade para quem o |é pela primeira vez,
nos dias de hoje. O que Hadamard chama de “surface a courbure opposée” é hoje

conhecido por superficie de curvatura negativa.

Varios matematicos ja vinham pesquisando e publicando resultados envolvendo
as geodeésicas ao longo do século XIX. Tais pesquisas marcaram a passagem da
analise local para a analise global, e a topologia passa a ter um papel fundamental na
construcao de conceitos e na obtencéo de teoremas em outras areas da matematica.
Os métodos da chamada “Analysis Situs” constituiam as principais ferramentas destes
matematicos, incluindo Hadamard. Estes estudos fizeram com que dedicassemos um

paragrafo inteiro a evolugédo histérica do conceito de geodésicas.

Hadamard j& vinha trabalhando com a questdo das equacbes das
geodésicas ha cerca de dois anos, quando da publicacao de “Les surfaces a courbure
opposées...”. Publicou varios outros artigos envolvendo geodésicas fechadas,
geodésicas de superficies de segunda ordem e até mesmo a forma das linhas
geodésicas que tendem ao infinito. O resultado obtido no artigo que apresentamos
neste texto j4 estava proximo de ser obtido devido & direcdo que os seus estudos
tomava, e também, devido ao grande desenvolvimento da geometria hiperbdlica, em

especial a de Lobachevsky.



O primeiro passo de nosso trabalho foi, como ja dissemos, conhecer um pouco
sobre a vida do autor do artigo, quais eram suas producdes em matematica e que
caminhos ele desvendava com suas pesquisas. Dai o fato de o Capitulo 1 desta tese,
apresentar uma biografia comentada e contextualizada de Hadamard. Como o artigo
proposto trata especificamente das geodésicas sobre superficies de curvatura
negativa, procurei descrever, ainda neste capitulo, o objeto do estudo desta geometria
e sua importancia nos estudos matematicos. A seguir, abrimos uma sec¢éo especifica
sobre 0 estudo das geodésicas e a evolucdo dos resultados sobre o tema nos
periodos que antecedem e sucedem a publicacdo do artigo, comentando em especial,
a ligacdo entre as geodésicas e a mecanica, pois contextualiza o artigo a ser

apresentado.

A partir dai, houve uma necessidade natural de buscar uma definicdo para
sistemas dindmicos sensiveis as condic¢des iniciais. O conceito de que um sistema
dindmico é um conjunto de equacdes em que se tem uma evolugcdo temporal
determinista bem definida aparece gradualmente desde a leitura da idéia geral do
artigo e, € facil constatar que o trabalho de Hadamard se enquadra na definicdo de
sistema dinamico e ressalta o conceito de imprevisibilidade. O exemplo de sistema
dindmico sensivel as condi¢des iniciais, no artigo de Hadamard, aparece a partir da
analise do percurso de um ponto material sobre uma superficie de curvatura negativa.
Supondo a modificacdo da condicéo inicial do movimento da bola, isto é, substituindo
a posicdo e a velocidade real da bola por posicdo e velocidade imaginarias
ligeiramente diferentes (entendamos ligeiramente como “tdo pequeno o quanto se
gueira”), o autor comenta que as trajetérias, que estavam muito proximas no inicio do
movimento, comecam a se separar cada vez mais até que sejam completamente
distintas. Para este sistema proposto, a pequena incerteza inicial leva a
imprevisibilidade, a longo prazo, do futuro do sistema. Em uma tentativa de resgatar
na historia dos sistemas sensiveis as condic¢des iniciais, propomos a importancia do
artigo de Hadamard no Capitulo 2. A demonstracdo feita por Hadamard, no final do
século XIX, mostra a importancia da compreensao do assunto e os desdobramentos

desta questdo nas ciéncias fisicas.

O fato de Henri Poincaré analisar o problema da imprevisibilidade de sistemas
dindmicos sensiveis as condic¢des iniciais em seu livro A Ciéncia e o Método de1908,

sem citar o artigo de Hadamard que apresentamos, chamou a minha atencdo. O que



guarda este resultado? Qual o seu valor histérico? Que tipos de questionamentos um
resultado como este lega a Matematica, a Fisica, as ciéncias em geral? Esta duavida
me motivou a pesquisar uma conexao do artigo com a Filosofia da Fisica e a
compreender melhor o resultado de Hadamard, o seu método e a descobrir se ha
ligagbes entre o seu trabalho e os trabalhos de Poincaré. Se ha semelhangas ou
diferencas substanciais. Nasce dai a necessidade de inserir neste texto uma visdo da
Fisica para este resultado. O capitulo 3 desta tese mostra a importancia dos
resultados de Hadamard para os fisicos segundo a visdo de Pierre Duhem, que
prop8e os conceitos de uma deducao util e de uma deducao indtil & Fisica. O texto de
Hadamard ndo possuiu um impacto puramente matematico, no entanto traz definicbes
e resultados fortes que usam como ferramentas os conceitos do Célculo e,
principalmente, da Topologia, para abordar a uma discussdo maior: a limitacdo de um

modelo matematico e a imprevisibilidade de um sistema determinista.

Esta tese divide-se, entdo, em quatro momentos, todos interligados e apresenta
ainda, um apéndice com as principais definicdes e resultados que me serviram de
base para a compreenséo do artigo de Hadamard. Este apéndice aparece devido a
minha falta de dominio em assuntos especificos da geometria diferencial contidos no
artigo. E um compéndio organizado didaticamente para facilitar o entendimento de um

vocabulario muito especifico da geometria, com definicdes e exemplos.

Esperamos, com este trabalho, expor um exemplo de sistema dindmico que
obedece a leis relativamente simples, mas que nem por isso é previsivel. Segundo lan
Stewart, em seu livro “Does God Play Dice? The New Mathematics of Chaos",
publicado em 1990, “(...) € a ciéncia do caos que tem for¢cado cientistas a repensar
idéias fundamentais em diversos dominios, como a Matematica, a Fisica, a Quimica e
a Biologia. E a revelacdo de um estranho universo em que nada é o que parece(...).
Trata-se de um mundo novo de possibilidades que se abrem diante de nossos olhos.
Talvez Deus possa realmente jogar dados e criar, nO mesmo gesto, um universo de

completa lei e ordem.”



Capitulo 1

Antecedentes historicos

Na maior parte das ciéncias uma geracgédo pde abaixo o que a
outra construiu, e 0 que uma estabeleceu a outra desfaz.
Somente na matematica é que cada geracao constréi um

novo andar sobre a antiga estrutura.

Hermann Hankel

1.1 - Sobre Hadamard

Jacques Salomon Hadamard (1865-1963), filho de Amédée Hadamard e de
Claire Marie Jeanne Picard, viveu a Histéria da Franca, desde o periodo de Napoledo
Il até o governo do presidente Charles de Gaulle. Enquanto jovem, cresceu em Paris e
dedicou-se ao estudo do latim e do grego, antes de tornar-se um mateméatico
eminente. Sua infancia foi marcada pela guerra Franco-Alema que teve inicio em 19
de Julho de 1870, culminando com a tomada de Paris pelos alemdes em 19 de
Setembro do mesmo ano. Foi um momento desesperador para 0s parisienses e para a
Franca em geral, no qual cées, gatos e cavalos foram utilizados como alimento. A
capital francesa rende-se em 28 de Janeiro de 1871 e a humilhac&o histérica para o
pais é ratificada com a assinatura do Tratado de Frankfurt em 10 de maio de 1871.
Muitas insurreicbes ocorrem nas cidades no periodo entre a rendicdo de Paris e a
assinatura do Tratado de Frankfurt. Paris, por exemplo, vive uma verdadeira guerra
civil. Muitas casas foram incendiadas, inclusive a de Hadamard. A guerra marcou a
sua familia com perdas materiais e com as mortes de duas irmas: a mais nova

Jeanne, em 1870 e Suzanne em 1874, com apenas quatro anos de idade.

Sua relagdo com a Matemética, nem sempre foi brilhante. Nos primeiros anos
de escolaridade, aluno do Lycée Charlemagne, era muito fraco na disciplina sobre a
qual debrugou-se. Segundo Rossat-Mignod e Rossat-Mignod (1969), no ano de 1936,

num discurso para pais de alunos, Hadamard o0s orientou para que hao se



desesperarem com 0s baixos rendimentos iniciais de seus filhos, afirmando que em
aritmética, até a quinta série, era o pior aluno de sua turma, ou quase isso. Apesar de
ter sido um aluno fraco em aritmética ao longo da quinta série, era o segundo aluno do

colégio e tal fato ndo o impediu de torna-se um matematico.

No ano de 1875 recebeu prémios em diversos assuntos do Concurs Géneral,
uma competicdo nacional francesa entre escolas que testava, através de trabalhos e
pesquisas, as competéncias académicas dos alunos. Desde entdo, um professor de
Mateméatica o incentiva aos estudos desta disciplina e de Ciéncias. Em 1876 foi
transferido para o Lycée Louis-le-Grand, onde em 1882 graduou-se em Bachelier en
Lettres et en Sciences e em 1883 completou 0 Baccalauréat en Sciences. No mesmo
ano recebeu prémios em Algebra e em Mecanica no Concours Géneral. Hadamard foi
aprovado em primeiro lugar nos concursos da Ecole Normale Supérieure e da Ecole
Polytechnique, optando pela primeira, onde seus mestres foram Jules Tannery,
Hermite, Darboux, Appell, Goursat e Emile Picard. Duhem e Painlevé foram seus
contemporaneos. Seu primeiro estdgio em pesquisa foi investigando e estimando
determinantes gerados por coeficientes de série de poténcias. Graduou-se pela Ecole
Normale Supérieure em 30 de outubro de 1888. Enquanto estudava para obter o seu
doutoramento, dava aulas no ensino médio. Lecionou no Lycée de Caen, no Lycée
Saint-Louis e no Lycée Buffon. Embora seus resultados de pesquisa em Matematica
fossem excelentes, suas aulas ndo eram apreciadas por seus alunos, provavelmente
pelo rigor matematico que exigia. Fréchet, um de seus alunos, foi uma excecédo a
regra. Passou a ser orientado por Hadamard e os dois trocaram correspondéncias

durante nove anos.

Poincaré era onze anos mais velho do que Hadamard, enquanto Emile Borel,
Remi Baire e Henri Lebesgue eram mais novos do que ele, mas todos viriam
influencia-lo ou contribuir para muitos de seus trabalhos. Na Alemanha, David Hilbert
foi seu contemporaneo. Hadamard foi um dos primeiros a compreender, na Franca, a
Teoria dos Conjuntos criada por Georg Cantor entre 1870 e 1880. Sua obra é marcada
pela Teoria das Fungdes, por sua contribuicdo & Analise Funcional e por uma releitura

das Equacdes a Derivadas Parciais.

Aos 33 anos, Hadamard possuia uma grande quantidade de resultados

fundamentais sobre fungbes de varidveis complexas. Dois anos antes, os resultados



obtidos de suas pesquisas em teoria das fungdes Ihe permitiram receber, da Academia
de Ciéncias de Paris, o Grande Prémio de Ciéncias Matematicas pelo Teorema dos

Numeros Primos cujo titulo é “Determinacdo de um numero de primos menores do que

um dado nimero”.

TEOREMA:

“O numero de numeros primos inferiores a x € igual a guando o valor

de x tende ao infinito”.

Segundo Reichard (1960), este teorema foi conjeturado no século XVIII por
Gauss que, de acordo com relatos da historiografia moderna, o teria encontrado no
verso de uma tabela de logaritmos que conseguira quando possuia apenas quatorze

anos de idade.

“Legendre chegara perto de antecipar este
teorema, (...), mas o curioso é que, se Gauss escreveu
isso (...) ele conservou para si este belo resultado. N&o
sabemos se ele tinha ou ndo a prova desse teorema, ou
mesmo quando a afirmacdo foi escrita. (...) Em 1845,
quando Gauss era velho, um professor parisiense, Joseph
L. F. Bertrand (1822-1900) teve a idéia que se n > 3, existe
sempre um primo a0 menos entre n e 2n (ou mais, mais
precisamente, 2n — 2) inclusive. Esta conjectura, chamada
postulado de Bertrand, foi provada em 1850 por Pafnuti
Tchebycheff (...) na universidade de S&o Petersburgo. (...)
Tchebycheff, evidentemente sem conhecer o trabalho de
Gauss sobre primos, conseguiu mostrar que se
z(n)(In(n))/n tende a algum limite quando n cresce

indefinidamente, esse limite tem que ser um, mas nao
conseguiu mostrar a existéncia de limite. Somente dois
anos depois da morte de Tchebycheff veio a ser conhecida
uma prova (...)".(BOYER, 1993, p.372).

O teorema nao havia sido provado até 1896, quando Hadamard e o
matematico belga Charles de la Vallée Poussin (1866-1962), de forma independente,
usam analise complexa para obter a prova matematica do resultado. Esta prova ja

havia sido rascunhada por Riemann em 1851, mas as ferramentas matematicas



existentes até entdo eram insuficientes para o éxito da demonstracdo. Este problema
foi um dos maiores motivadores para o desenvolvimento da analise complexa entre
1851 e 1896.

Trabalhos em dindmica e em geometria diferencial (mais especificamente sobre
as propriedades das geodésicas) também séo desenvolvidos por Hadamard, valendo-
lhe o prémio Bordin da Academia de Ciéncias devido a sua grande contribuicdo a

geometria e a fisica.

De acordo com V Mas’ya e Shaposhinikova (1998), Hadamard concluiu seu
doutorado em 1892 com uma tese sobre funcdes definidas por séries de Taylor. Este
trabalho versa sobre as funcdes de variaveis complexas e foi o primeiro tratado geral
sobre a Teoria das Fun¢bBes Analiticas, em particular, sua tese contém o primeiro
estudo geral sobre singularidades. Hadamard introduz na Matematica, a partir deste
texto, a palavra funcional. Maurice Fréchet (1878-1973), discipulo direto de Hadamard,
mostra em sua tese de doutoramento de 1906 que a teoria das fungfes analiticas ja
ndo podia passar sem uma visdo de teoria dos conjuntos, fundando o célculo
funcional. Em 1893, morando em Bordeaux, publica um importante resultado
conhecido como desigualdade de Hadamard em matrizes. Este resultado contribui

imensamente para a teoria das equacdes integrais e para a teoria dos cédigos.

O primeiro envolvimento politico de Hadamard ocorre enquanto ainda morava
em Bordeaux. Alfred Dreyfus, um parente de sua esposa, vem da Alsacia e engaja-se
na carreira militar. Em 1894, entdo ministro da guerra, Dreyfus é acusado de vender
segredos do Estado francés aos alemaes e foi julgado e condenado a prisédo perpétua.
Seu julgamento fora conduzido de forma irregular e a sentenca classificada como anti-
semita por muitas pessoas devido a origem judaica de Dreyfus. ApGs a descoberta de
que os documentos produzidos pelos militares para incriminar Dreyfus foram forjados,
a sentencga imputada a ele foi questionada e foi concluido que o julgamento tinha sido
tendencioso. Assim sendo, muitos que acreditavam na culpa de Dreyfus se articularam
para corrigir a injustica cometida. Hadamard é uma destas pessoas. O carater, 0
espirito de luta e o espirito de justica de Hadamard sdo reconhecidos por muitos

intelectuais da época, como descreve Painlevé em uma conversagéo datada de 1897:



“Durante quase uma hora, Hadamard tentou
convencer-me da inocéncia de Dreyfus, e no
final, diante minha descrenca, ele deu o melhor
de si mesmo para fazer-me entender o valor
intrinseco de seus argumentos e seu completo
desprendimento de paixdo ou sentimentalismo...
ele baseou a inocéncia de Dreyfus em fatos”.
(PAINLEVE, apud Y MAZ YA E
SHAPOSHINIKOVA, 1998,).

A posicdo de Hadamard como intelectual engajado no caso Dreyfus,
independente da relacdo familiar deste como parente de sua esposa, chama a atencao

de muitos. Assim como Painlevé, Laurent Shwartz escreveu:

“(...) a partr do momento em que ele
[Hadamard] entende a enorme injustica
impetrada contra um homem em nome da
razdo do Estado, e as consequéncias que o
anti-semitismo poderiam trazer, ele dedicou-se
passionalmente a revisao do julgamento. Este
caso marcou a sua vida".(SCHWARTZ, apud
ROSSAT-MIGNOD E ROSSAT-MIGNOD,
1998)

No ano de 1898, o manifesto “J’accuse” de autoria do escritor francés Emile
Zola (uma carta aberta acusando o exército de falsificacdo das provas) € estampado
nos jornais e o Affair Dreyfus estoura por toda a Franca. Dreyfus passa de culpado a
inocente e como conseqiiéncia, Dreyfus € aposentado compulsoriamente. Emile Zola
€ condenado a um ano de prisdo e a pagar uma multa ao governo, de trés mil francos
franceses. Ao mesmo tempo, no Journal de Mathématiques Pures et Appliquées,
aparece um artigo que, para muitos, parecia ter um titulo um tanto esotérico “Les
surfaces a courbures opposées et leurs lignes géodesiques”, cujo autor, Jacques
Hadamard, é visto como um dos mateméaticos mais brilhantes de sua geracdo. Ainda
no mesmo ano, ao apresentar um trabalho na Academia de Ciéncias de Paris,
Hadamard é surpreendido por Charles Hermite, um matematico eminente de uma
geracdo mais antiga, de direita, com a frase: “-Hadamard, vocé é um traidor!”. Antes

que Hadamard pudesse reagir negativamente, pois pensara ter sido um comentario



relacionado a politica, Hermite completou: “-Vocé trocou a Andlise pela geometria!™.
Esta brincadeira enfatizou o novo ramo da matematica que Hadamard estava se
dedicando, a Geometria Hiperbdlica. Na verdade, Charles Hermite dedicava-se
somente a Teoria das Fungles e desprezava a Geometria e Hadamard, analista de
longa data, passa a trabalhar em seu artigo sobre superficies de curvatura negativa,
utilizando os métodos qualitativos e as intuicdbes geométricas de Poincaré. O
comentério de Charles Hermite néo foi totalmente verdadeiro, uma vez que importa da
Andlise Matematica e da Teoria dos Conjuntos, muitas das ferramentas para os

resultados em geometria.

Hadamard foi professor do Collége de France em 1909, onde foi nomeado chefe
da cadeira de Mecanica; e membro da Academie des Sciences em 1912, substituindo
a cadeira de Poincaré, tarefa de muita responsabilidade para ele, devido a figura de
seu antecessor no cenario académico da instituicdo e da Franca. No ano seguinte,
publica “Legons sur le calcul des variations” que serviu de base para os fundamentos
da andlise funcional. Foi também professor de Analise da Ecole Polytechnique
sucedendo Jordan em 1912. Seus seminarios no College de France servem até hoje

de modelo aos seminéarios de Matematica na Franca e no mundo.

Sua vida pessoal foi recheada de tragédias familiares, tendo como as principais,
as perdas de dois de seus trés filhos na primeira grande Guerra Mundial. Estas
tragédias incentivam-no a dedicar-se ainda mais a Mateméatica como forma de aliviar
sua dor. Visitou, a trabalho, os Estados Unidos, a Espanha, a Tchecoslovaquia, a
Itdlia, a Suica, o Brasil, a Argentina e o Egito. Hadamard produziu livros e artigos de
altissima qualidade, publicando o famoso “Lectures on Cauchy’s problem in linear
partial differential equations” em 1922, baseado em uma disciplina ministrada na
Universidade de Yale, nos Estados Unidos. Escreve também artigos em teoria das

probabilidades, em especial sobre as cadeias de Markov.

No periodo do Entre Guerras, torna-se um ativista politico de esquerda, em
resposta ao crescimento da forca nazista a partir de 1933. Antes da Segunda Guerra
Mundial, consegue escapar para os Estados Unidos para ndo cair nas maos dos

nazistas e recebe em Nova lorque, onde morava e trabalhava como professor visitante

! Esta anedota foi contada por Szolem Mandelbrojt: “Souvenirs & batons rompus”, in. Cahiers
du Séminaire d Histoire des Mathématiques, Institut Henri Poincaré, t.6, 1985, p.46.
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na Universidade de Colimbia, a noticia da morte de mais um de seus filhos no front.
N&o conseguindo estabelecer-se nos Estados Unidos, vai para a Inglaterra e, depois
da guerra, retorna a Paris. Neste momento, Hadamard torna-se pacifista, mas nao
deixa de produzir Mateméatica. D4 um suporte impar a mateméatica norte-americana e,
em 1950, organiza o International Congress em Cambridge, Massachusetts, onde foi o
presidente de honra. Escreve uma série de livros de Matematica para o Ensino Médio
assim como artigos em Educacdo Matematica e em Educacdo de uma forma geral.
Hadamard deixa um legado de mais de 300 artigos cientificos para a comunidade
académica. O seu livro The psycology of invention in the mathematical field de 1945,
mostra um excelente trabalho assim como deixa claro o seu estilo de ensinar esta

disciplina.

Quatro anos ap6s a morte de Hadamard, um seminario é organizado para a
comemoragdo do centenario de seu nascimento. Segundo (V Maz'ya e
Shaposhinikova, 1998), entre muitos discursos proferidos no seminario, um de seus
ex-alunos o descreveu como um professor ativo, vivo e cujo pensamento combinava
exatiddo e dinamismo. Este aluno ressaltou que suas aulas eram instigantes, uma
verdadeira aventura. Neste mesmo semindrio, Laurent Schwartz disse que Hadamard
moldou direta ou indiretamente todos os analistas daquela época, assim como

influenciaria positivamente tantos outros que ainda apareceriam.
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PROF. JACQUE
HADAMARD

A GREAT FRENCH
MATHEMATICIAN

Professor Jacques Hadamard, who
bad been one of the greatest of French
mathematiciang, died at his Paris home
on Thursday, He wag 97.

Hadamard was the doven not only of
the Academy of Scences. to which he was

el in December, 1912, in the seat loft
vacant the death of i Poincard,
but of entire Institut de France., In

December Tast . he foremal -
sentod wath & gold medal socoially Stock

in their tim=, standard ks Yalrious
Inlsﬂhn : : -
was given highest French
ﬁ‘:ﬁiﬂh -:r.maﬂmdmaﬁr:ﬂ sciences, and he
. bonorary degrecs from dorens of
foreign universities, His last public appear-
ance was as president of homour at the
at

Fig 1. Obituario de Hadamard. The New York Times, 1963.
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1.2— Sobre a geometria diferencial

A Geometria Diferencial utiliza os métodos do Calculo Diferencial para estudar as
propriedades locais de curvas e superficies, a partir do estudo de propriedades na
vizinhanca de um ponto. No artigo de Hadamard encontramos conceitos desta
geometria cujos precursores sao Euler (Recherches sur la courbures des Surfaces, de
1760), Monge (Application de I"analyse a la géometrie, de 1807), Lagrange, Gauss e

Riemann.

Segundo Mlodinow (2004), entre 1816 e 1826, Gauss passou grande parte de
seu tempo fazendo o levantamento topoldgico de algumas regifes da Alemanha,
numa tentativa de compor as suas linhas geodésicas. O objetivo principal da pesquisa
era medir distancias entre cidades e outros pontos de referéncia, e reunir estes dados
em um mapa. Muitas dificuldades tinham que ser vencidas, para o éxito do trabalho,
como por exemplo: o alcance limitado dos instrumentos de prospeccdo e a
propagacao constante dos erros aleatorios nas medidas ao tracar segmentos de reta
muito pequenos na tentativa de construir uma curva. Esta tarefa gerou um outro
estudo no qual Gauss conclui que “erros aleatdrios se distribuem numa curva em
forma de sino em torno de uma média”, conhecida por curva de Gauss. Outro grande
desafio era produzir um mapa em duas dimensfes a partir de dados tridimensionais
que advinham das diferentes altitudes dos terrenos assim como pela curvatura da
Terra. Tais dificuldades sé@o perfeitamente compreensiveis uma vez que a geometria
do plano euclidiano ndo é a mesma geometria do globo terrestre. E a versdo do
matematico da perplexidade enfrentada por qualquer pessoa que tenha tentado
embrulhar uma bola com uma folha de papel retangular. Vencer a dificuldade de tal
feito recortando o papel em quadradinhos e depois colando-os na bola, significa
resolver o problema da mesma maneira de Gauss, a menos de “detalhes técnicos”.
Em 1827, Gauss reuniu tais “detalhes técnicos” na publicagdo do trabalho

“Disquisitiones generales circa superficies curvus”.
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“O novo ramo da geometria que Gauss iniciou
€ conhecido como geometria diferencial, e
pertence, talvez mais a andlise que ao campo
tradicional da geometria. Desde os dias de Newton
e Leibniz os matematicos tinham aplicado o calculo
ao estudo de curvas em duas dimensfes, e num
certo sentido isso constitui um prototipo da
geometria diferencial. Euler e Monge tinham
estendido isso de modo a incluir o estudo analitico
de superficies; por isso sdo as vezes considerados
0s pais da geometria diferencial. Porém sé depois
do aparecimento do tratado de Gauss (...) € que se
teve um volume importante inteiramente ligado ao
assunto. De modo informal, a geometria ordinaria se
interessa pela totalidade de um dado diagrama ou
figura, enquanto que a geometria diferencial se
concentra primeiro nas propriedades de uma curva
ou superficie nas vizinhancas de um ponto sobre a
curva ou a superficie”.(BOYER,1993, p.383, grifo
Nosso)

Gauss concluiu em seus estudos que se num ponto P de uma superficie bem
comportada S tomamos a normal N a S, o feixe de planos por N cortard S numa
familia de curvas planas e cada uma destas tera um raio de curvatura. As diregdes das
curvas com raios de curvatura maximo e minimo, R e r, sdo atualmente conhecidas
por dire¢des principais sobre S em P, sendo sempre perpendiculares uma a outra. R e

r sdo denominados raios de curvatura principais de S em P, e a curvatura de Gauss de
- 1
S em P, definida por K =——. De acordo com Boyer (1993), no mesmo trabalho de
r

Gauss, encontramos formulas para K em termos das derivadas parciais da superficie
com relacao a varios sistemas de coordenadas curvilineas, bem como em termos de
coordenadas cartesianas. O autor denomina por “teoremas notaveis” um conjunto de
propriedades de familias de curvas, tais como as geodésicas tracadas sobre a

superficie.

A Geometria Diferencial apresenta uma nova forma de analisar curvas e
superficies. A principal no¢do contida nos estudos relativos a este ramo da geometria
€ a de vizinhanca de um ponto, 0 que nos leva a conceber a idéia de uma geometria
local. Muitas vezes, o conhecimento de propriedades locais de uma superficie nos
permite ter uma idéia do comportamento global da mesma. Se uma figura geométrica
continua € conhecida por admitir certa propriedade na vizinhanca de todos 0s seus

pontos, é possivel inferir a validade desta propriedade para toda a superficie. Por
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exemplo, dado uma superficie S onde se é possivel determinar um plano tangente a
ela em todos os seus pontos, entdo se pode provar que esta superficie € diferenciavel

em todos 0s seus pontos, ou seja, que esta superficie € regular.

O estudo sobre a vizinhanga de um ponto, permitindo explorar as caracteristicas
de uma superficie, foi apresentado por Riemann, em uma conferéncia no dia 10 de
junho de 1854, intitulada Uber die Hypothesen ver geometrie zu grande liegen (Sobre
as hipdteses em que a geometria se baseia), na Universidade de Goéttingen. Nela, o
autor descreve as propriedades das regides infinitamente pequenas de uma superficie,
ao invés de destacar suas caracteristicas geométricas em grande escala. Riemann
explicou como uma superficie, como a esfera, podia ser interpretada como um espaco
eliptico bidimensional fornecendo uma nova definicdo para ponto, reta e plano. Plano
era a propria superficie esférica, o ponto era formado por coordenadas (a latitude e a
longitude) segundo o modelo proposto por Descartes e as retas eram circulos
maximos sobre a esfera, as geodésicas. Esta palestra sé foi publicada dois anos
depois de sua morte e um ano depois que o livro de Richard Baltzer (Theorie und
Anwendung der Determinanten) publicado em 1881, popularizou as obras de Bolyai e

Lobachevsky.

Gauss e Riemann aprimoraram os estudos da Geometria Diferencial baseados
em conceitos do Calculo (principalmente o de derivadas parciais) e em axiomas que
permitiram desenvolver ainda mais o conceito de vizinhanca. Da Topologia destacam-
se 0s conceitos de métrica, conjunto aberto e fechado, fronteira, funcdo continua,
espaco topoldgico e a nocdo de interior e exterior. Da Geometria Analitica, utiliza-se a
representacdo de formas geométricas em um espaco orientado. Um aspecto central
da geometria proposta por Gauss e Riemann é o estudo da curvatura e sua relacao
com a topologia. Desta relacdo entre geometria e topologia, Gauss chega a dois
resultados importantes: (1) afirma que uma superficie pode ser considerada um
espaco e que (2) a curvatura pode ser estudada na propria superficie, isto é, a
geometria de uma superficie curva pode ser estudada sem referéncia a um espago
euclidiano de dimensao superior onde a superficie estd imersa. O conceito de que o
espaco podia “se curvar’, embora ndo se curvando dentro de algo, foi um conceito

gue, mais tarde, se mostraria necessario na fisica.
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Sabe-se que a geometria esta relacionada a problemas relativos a medidas:
distancias, longitudes, angulos, areas, volumes, etc. Para se obter éxito nos calculos
relativos a tais medidas, em geometria diferencial, e para torna-la ferramenta de
grande uso na resolucdo de problemas da fisica, variedades diferenciaveis que
possuem produto interno em seus espacos foram introduzidas. Segundo Rio (1999),
dado que a forma do produto interno considerado pode variar de um ponto a outro, €
esperado que 0 mesmo aconteca com as magnitudes citadas que queremos medir.
Assim, um mesmo segmento pode ter diferentes comprimentos dependendo de sua
posicdo na variedade considerada ou um pedaco de uma superficie podera ter area
diferente, dependendo do lugar em que o situemos. Um experimento simples que
ilustra tais afirmativas pode ser feito: imagine uma rosquinha em que um pedaco de
sua regido exterior convexa seja retirado. Ao amassa-lo sobre uma mesa, o pedaco se
estreita, se afunila, e abre fendas a medida que o comprimimos. Esta simpldria
experiéncia permite visualizar que a regido da rosquinha possui uma area menor do
que a correspondente regido do plano que a por¢do amassada ocupara. A fim de
entender estas variagcdes, a geometria diferencial passa a estudar a curvatura de um
espaco. Em geral existem dois tipos de curvaturas: a extrinseca e a intrinseca. A
curvatura extrinseca de uma curva em R* foi a primeira a ser estudada e deu margem
aos estudos de Frénet, que descreveu uma curva em fungéo de sua curvatura, de sua
tor¢do, de um ponto inicial e de sua diregdo. Em termos de estudos das superficies, as
mais importantes sdo a curvatura média e a curvatura de Gauss, que descreveremos

mais adiante.
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1.3 — Sobre a historia das geodeésicas

Dada superficie  X(u(t),v(t)) parametrizada regular, uma curva
a(t) = X (u(t),v(t)) é uma geodésica da superficie se para todo t, « ") € um vetor

normal & X em (u,v).

Geometricamente, podemos definir uma geodésica de uma superficie como

sendo a curva de menor comprimento que liga dois pontos sobre esta superficie.

Pensemos na Terra. O caminho mais curto para sair do pélo norte e chegar ao
polo sul é seguir sobre um meridiano. Generalizando, todo grande circulo (interseccao
da esfera com um plano que passa pelo centro) define uma geodésica da esfera e
reciprocamente toda geodésica da esfera € um arco de um grande circulo. Notemos

que todo circulo maximo parametrizado pelo comprimento de arco tem o vetor o (t),

apontando para o centro da esfera, portanto normal a esfera. As geodésicas da esfera
sdo curvas fechadas, mas ha muitas outras superficies convexas cujas geodésicas
séo fechadas. As geodésicas fechadas sédo aquelas que ao serem percorridas, sempre
€ possivel voltar ao ponto inicial do movimento; ndo possuem “bicos” e nem auto-

interseccao. Os exemplos mais 6bvios séo as superficies de revolucéo.

Fig 2. As geodésicas da esfera
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As equagbes que determinam uma geodésica de uma superficie séo definidas
por equagdes diferenciais parciais cujos coeficientes sdo conhecidos por simbolos de
Christoffel e estes simbolos sdo expressos em fungéo da primeira forma quadratica e
suas derivadas. Este fato nos mostra que se duas superficies sdo isométricas, entédo
as geodésicas de uma superficie sdo levadas em geodésicas da outra superficie por
isometria. O teorema de existéncia para geodésicas afirma que por cada ponto de uma
superficie passa uma Unica geodésica tangente a qualquer vetor dado para um

intervalo ]— g.g[. Considerando o plano do espaco R® suas retas sdo suas geodésicas.

No cilindro, os meridianos e os paralelos sdo suas geodésicas, mas fixado um (up ,Vo)

as hélices sdo geodésicas de X, passando por X(u,v).

Geodésicas do cone e do cilindro

Geodésicas do cone

Espiral

Circulo

Fig 3. As geodésicas do cilindro e do cone
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De fato, entre as trés linhas de uma superficie (linhas de curvatura, linhas
assintéticas e geodésicas), as geodésicas sdo as mais importantes. Além de ser o
menor caminho entre dois pontos de uma superficie que une pontos suficientemente
proximos; dados dois pontos p; e p, de uma superficie S, se existe uma curva da
superficie que liga p; a p2 e cujo comprimento € menor ou igual que qualquer outra

curva da superficie que liga tais pontos, entéo esta curva € uma geodésica.

As geodésicas possuem um significado fundamental para a interpretacdo das
propriedades intrinsecas de uma superficie.Todas as propriedades intrinsecas de uma
superficie, como a curvatura de Gauss, podem ser determinadas através das

geodésicas e das medidas de seus comprimentos de arcos.

Uma outra caracteristica das geodésicas é que o movimento infinitesimal sobre
ela é feito sobre um “segmento de reta”. Assim sendo, a geodésica é a curva sobre a
superficie que possui a menor curvatura entre todas as curvas que ligam dois pontos

desta superficie e que possuem o mesmo ponto de tangéncia que o da geodésica.

Vejamos algumas outras definicbes de geodésicas, todas elas sdo equivalentes:

(a) Na mecéanica, uma geodésica € a trajetoria de um ponto material sobre uma
superficie, submetida a uma Unica reacdo normal, podemos representa-la a partir de
pequenas bilhas deslizando pela superficie a velocidade constante;

(b) Sao curvas tracadas sobre a superficie de tal modo que em cada ponto, a
normal principal a curva (se ela existir) coincide com a normal a superficie (isto é, o
plano osculador a curva contém a normal a superficie, ou ainda; que o plano retificador
da curva é o plano tangente a superficie);

(c) Séo curvas tracadas sobre a superficie de curvatura geodésica nula;

(d) S&o curvas tracadas sobre a superficie tal que em todo ponto a torgéo

geodésica da superficie é igual a tor¢édo da curva.
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Segundo Nabonnand (1995) a teoria das geodésicas € uma interseccao entre
varios assuntos que transformam profundamente a teoria das superficies, o calculo
das variacbes e a mecénica, assuntos estes que ja vinham sendo repensados e
reestruturados desde a revolugdo analitica do século XVII. A palavra geodésica,
acompanhada de sua definicdo, aparece pela primeira vez no Traité de Mécanique
Céleste de Laplace?. Falaremos brevemente, a seguir, da evolucdo histérica deste

conceito.

Em 1697, Jean Bernoulli propde o problema de determinar o caminho mais
curto entre os que ligam dois pontos de uma superficie. Em uma carta a L"Hospital, ele
diz ter determinado as equacdes diferenciais destes caminhos. Em 1698, seu irmé&o
Jacques Bernoulli, mostra que as geodésicas de um cilindro ou de um cone
planificados s&o retas. Euler retoma esta questdo e descobre a equacao diferencial
desta geodésica. No artigo, “Mechanica sive motus scientia analytice”, Euler mostra
gue, na auséncia de forcas, o caminho de um ponto material sobre uma superficie é

uma geodésica desta superficie.

Gauss estuda a teoria dos caminhos mais curtos sobre superficies em seu artigo
“Disquisitiones generales circa superficies curvas”, de 1828. Ele se interessa pelas
propriedades locais e globais da curvatura de uma superficie munida de uma métrica
geral definida pela expressao da primeira forma quadratica e da uma interpretacao
geométrica para os coeficientes que conhecemos hoje como E, F e G, da primeira
forma quadratica. Assim sendo, considera dois sistemas de curvas definidas por u e v
constantes. Cada ponto da superficie € denotado como a intersec¢do de duas linhas
particulares deste sistema. A distdncia entre os pontos de coordenadas (u,v) e
(u+du,v) € igual a du e a distancia entre os pontos de coordenadas (u, v+dv) € igual a

dv, deste modo, sendo @ 0 éangulo entre as linhas do sistema podemos escrever

cos(w) =

F
JEG

2 “Ainsi les lignes tracées par les mesures géodésiques ont la propriété d"étre les plus courtes
que l'ont puisse mener sur la surface du sphéroide, entre deux de leurs points quelconques;
[...] elles seraient décrites par un mobile m( uniformément dans cette surface. [...] nous
désignerons cette ligne sous le nom de ligne géodésique” Traité de Mécanique Céleste, 1.2,
Paris,1799; Oeuvres compleétes, t.2, Paris: Gauthier-Villars, 1878.
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Sob tais condi¢des, Gauss pbde estudar certas propriedades das geodésicas
propondo o problema de descobrir o caminho mais curto entre dois pontos de uma
superficie em termos de variacionais e estabelece que x, y e z sdo pontos de uma
geodésica desde que dx, dy e dz representem a diferenca infinitesimal entre as
coordenadas sobre a curva contida na superficie; e 0x, oy e 0za diferenga das
coordenadas em relacdo as variagfes. Gauss interpreta as férmulas geométricas
encontradas considerando sobre uma esfera, os pontos Ae L, respectivamente
definidos pela dire¢do tangente a curva e pela direcdo da normal principal & curva.

Desta maneira, se &,n7e ¢ sdo as coordenadas de Ae X, Y e Z as de L, temos uma
caracterizacao das geodésicas em funcéo do raio de curvatura o da curva, definida
por pd& = X.dr, pdn=Y.dr e pd =Z.dr, sendo dr o elemento de comprimento da

curva. Destas formulas, Gauss destaca duas propriedades fundamentais que servem

de base para definir as coordenadas geodésicas de uma superficie:

(1) A curva formada pelas extremidades de geodésicas de mesmo comprimento a

partir de um mesmo ponto é normal as geodésicas.

(2) A curva formada pelas extremidades de geodésicas de mesmo comprimento e

normais a uma curva dada € normal a estas geodésicas.

Considerando a superficie munida da métrica geral ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv?,
Gauss estabelece equacdes das geodésicas, mas estas tratam-se de equac¢des muito
complicadas. Caso o sistema definido possua as curvas coordenadas u e v ortogonais,
as férmulas simplificam-se muito, assemelhando-se as coordenadas polares onde um

ponto € definido por uma distancia & um ponto fixo e por um angulo ¢ que forma uma

geodésica dada com a geodésica minimizante entre este ponto e o ponto fixo. Neste

: ~ : -1 dd+vG
caso temos E=1, F=0 e a equagdo das geodésicas sdo escritas por k :—.d—z,
m r

sendo k a curvatura da superficie. A partir desta formula, Gauss demonstra que a
soma dos angulos internos de um tridngulo geodésico é maior do que 180° para uma

superficie de curvatura positiva e respectivamente menor do que 180° para o caso de
superficies de curvatura negativa. Gauss generaliza este resultado para poligonos
definidos por n segmentos geodésicos. Este teorema € de suma importancia para a

passagem para uma visao global do comportamento das geodésicas.
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O problema de determinar sob que condi¢cdes a minimizacéo global de geodésicas
€ ou ndo possivel de ser feita € um exemplo, entre outros, que marcam a tentativa da
passagem da analise local para a analise global. Ha dois aspectos do problema de
minimizag@o que devem ser explicitados: o primeiro é analitico, e consiste em estudar
a propriedade de minimizacdo de uma geodésica entre todos o0s caminhos
infinitamente vizinhos; e o segundo, puramente geométrico, consiste em analisar a
propriedade global da minimizacdo de uma geodésica no conjunto de todos os

caminhos.

Uma das questdes mais importantes nos estudos que passam de uma analise
local para uma analise global das superficies desenvolvidos pelos matematicos do
século XIX, é a de determinar as consequiéncias geométricas, métricas ou topologicas
de uma hipétese global sobre um objeto infinitesimal. Um dos primeiros artigos que
evocam esta passagem € o de Sturm sobre a andlise qualitativa das equagbes
diferenciais lineares do segundo grau. Nele, Sturm® afirma que a dificuldade em
integrar tais equacdes, ou mesmo em determinar a primeira integral em certos casos
particulares ou obter a expresséo da solucdo da equacdo por uma forma finita (seja
ela por séries, integrais definidas ou indefinidas), faz com que as caracteristicas
globais das equacdes diferenciais lineares do segundo grau sejam dificeis de serem
analisadas. As exigéncias internas do problema também sao fatores importantes que
contribuem para a dificuldade de sua analise global, uma vez que, em muitos casos,
somente a analise quantitativa ndo é a mais suficiente e sera necessario desenvolver

uma analise qualitativa.

Sturm estuda a dependéncia de certos aspectos qualitativos do comportamento
das solucbes em relacdo aos coeficientes da equacdo e as suas condi¢cdes iniciais.
Dedica-se também ao numero e a posigao relativa das raizes das solucdes, assim
como a comparagdo quando seus coeficientes variam em funcdo de um parametro.
Estes resultados mostram que uma hip6tese global sobre os coeficientes das
equacdes diferenciais demonstra uma propriedade qualitativa. E a partir do confronto
da definicdo das solucdes que se anulam para X = a, obtidas por técnicas locais, com

a hipétese global, que se deduz as propriedades qualitativas das solugdes.

3 “Mémoires sur les équations différentielles linéaires du second ordre”, Journal des

Mathémathiques Pures et Appliquées, (1836), pp. 106-186.
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Hadamard, na introducéo do artigo “Sur certaines propriétés des trajectoires en

dynamique”, enfatiza os dois conceitos:

“O estudo das equacdes diferenciais segue em
duas direcdes diferentes. Pode-se ter uma visédo
sobre a natureza das funcbes procuradas, e
considera-las em todo o campo dos reais ou dos
complexos em relagdo a variavel independente.
Mas pode-se também, situar-se somente no
campo dos nameros reais e seguir a linha dos
trabalhos de Sturm, Poincaré e Picard, que
propdem somente a discussao sobre a variacdo
dos incomuns, e onde as relacdes de
desigualdade atuam de formam preponderante”.
(Hadamard, 1897).

Jacobi € um dos primeiros a estudar o comportamento global das geodésicas de
uma superficie. A importancia da existéncia de pontos conjugados (pontos de
interseccao entre geodésicas infinitamente proximas) € posto em evidéncia a partir de
seus estudos baseados no calculo das variagbes. Em seu tratado de dinamica,
“Vorlesungen Uber Dynamik” de 1843, mostra que as dificuldades em estudar o tema
ja aparecem desde a resolucdo de questdes que envolvem maximos e minimos. Na
sétima parte descreve o0 caso particular do movimento de um ponto material sobre
uma superficie sem estar sujeito a nenhuma for¢ca, produzindo como caminho uma

geodésica sobre esta superficie. Jacobi enuncia dois resultados:

(1) duas geodésicas infinitamente proximas descritas a partir de um mesmo ponto
jamais possuem um ponto em comum estando sempre uma ao lado da outra, pois a
geodésica é sempre um caminho minimo. Este é o caso do estudo das geodésicas no
plano ou em superficies classificadas como concava-convexas. As superficies
cbncavo-convexas sdo aquelas que possuem ao longo de suas dire¢des principais de
curvaturas, sinais opostos, possuindo curvatura de Gauss negativa como 0S

hiperboldides

(2) duas geodésicas infinitamente proximas a partir de um mesmo ponto podem ter um

ponto de intersec¢do sobre o conjunto da familia de geodésicas seguidas pelo mesmo
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ponto, pois a geodésica € o caminho minimo somente até o ponto de contato com tal

conjunto, como é o caso dos elipsoides de revolucéo.

O conjunto de geodésicas descrito por Jacobi (I'enveloppe de courbes

géodesiques), a envoltodria de curvas geodésicas, € 0 conjunto de pontos conjugados.

Ossian Bonnet da continuidade aos estudos de Jacobi a partir da andlise das
condicbes sobre as quais uma geodésica para de minimizar a distancia. Ele aborda a

questdo utilizando os resultados qualitativos de Sturm ao estudar as equacles

‘PP
+ =0, onde p é a funcdo que
ds> RR P e d

exprime a distancia variavel MM™ entre duas linhas geodésicas infinitamente vizinhas

diferenciais de segunda ordem do tipo:

AM e AM’; e R e R” sdo os raios de curvatura principais da superficie. Limitando o
coeficiente e aplicando os resultados de Sturm, Bonnet encontra o resultado
enunciado, e ndo provado por Jacobi, que diz que em uma superficie de curvatura

negativa, uma linha geodésica é minima em todo o seu comprimento. Bonnet faz uma
- p 1 . .
analise para 0 caso em que 0<_RR' (—-, concluindo que neste caso uma linha
a

geodésica ndo pode ser geralmente um linha minima numa extensdo superior a z.a.
Em estudos futuros, Bonnet demonstra o teorema de Jacobi, cujo resultado obtém
informac6es sobre o comportamento das geodésicas numa vizinhanca de uma dada

geodésica y. Atualmente, este mesmo teorema € provado através de técnicas do

célculo variacional. A relacdo entre o local e o global em questdo neste resultado é
semelhante ao trabalho de Sturm e é caracteristico de enunciados que unem
resultados geométricos e propriedades métricas, fazendo aparecer uma propriedade

métrica global da superficie.

Christoffel dedica o artigo “Allgemaine Theorie der geodastichen Dreieck” a
teoria das geodésicas e dos triangulos geodésicos. Na primeira parte, escreve a
equacao geral das geodésicas de maneira formal e introduz os “coeficientes de
Christoffel”, que s&@o as derivadas dos coeficientes da métrica na direcdo das
coordenadas, assim como introduz a nocdo de comprimento reduzido de uma
geodésica, a fim de exprimir e interpretar geometricamente a expressao da métrica em
coordenadas polares geodésicas. O comprimento reduzido m é definido como a

derivada angular do comprimento de arco de um circulo geodésico e a equacdo
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ds’> = dr? + mdg?, onde r define o comprimento do arco geodésico e ¢ o angulo que

caracteriza a geodésica dada, exprime a métrica em coordenadas polares geodésicas.

Na terceira parte de seu artigo, Christoffel demonstra novamente o teorema de
Jacobi da mesma maneira que Bonnet e mostra que a distadncia do ponto conjugado

até a origem satisfaz a uma equacao diferencial de terceira ordem.

Os problemas apresentados por Christoffel em seu artigo sdo diferentes e
conduzem a questdo de determinar o lugar onde as geodésicas deixam de ser o
caminho mais curto entre todos os caminhos préximos e aqueles onde as geodésicas
deixam de ser minimizantes entre todos os caminhos. Porém, os dois problemas
descrevem o0 comportamento global das geodésicas. O problema dos pontos
conjugados é abordado a partir da equacao diferencial das geodésicas de acordo com
as técnicas e os resultados de Sturm. O segundo problema, que relaciona a distancia
do ponto conjugado com uma equacéao diferencial, esta ligado a geometria global da
superficie, ndo podendo ser abordado somente com as técnicas das equacgles

diferenciais.

O tratado de mecénica de Jacobi impulsiona significativamente os estudos sobre
a teoria das geodésicas. J. Bertrand, apds estuda-lo, mostra a distingdo entre os
pontos onde as geodésicas descritas por um mesmo ponto deixam de ser
minimizantes entre caminhos infinitamente préximos e o0s pontos que séao
extremidades de dois ou mais caminhos minimizantes a partir de um mesmo ponto,

completando o estudo.

A discussdo acerca da teoria se alarga com Mangoldt, que direciona seus
estudos as superficies de curvatura negativa. Mostra que somente duas geodésicas
gue partem de um mesmo ponto e que sdo infinitamente vizinhas ndo se cruzam
jamais, mas a questdo fica em aberto em relacdo a duas linhas geodésicas que se
cortam uma vez com um angulo de grandeza finita posto que estas podem se cortar
novamente. Mangoldt afirma que a curvatura total de uma regido da superficie fechada
e limitada por n segmentos geodésicos é igual ao excesso ou a falta da soma dos
angulos interiores. Se a superficie possui curvatura negativa e é simplesmente
conexa, como o paraboloide hiperbodlico, duas geodésicas descritas por um mesmo

ponto ndo podem se cortar e em particular, ndo ha geodésicas fechadas sobre uma
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superficie conexa de curvatura negativa. Caso contrario, duas geodésicas descritas
por um mesmo ponto podem se cortar limitando duas partes ndo fechadas da
superficie e ndo entra em contradicdo com o Teorema de Gauss porque diz respeito

somente a parte fechada da superficie.

O primeiro teorema que remonta a figura de Mangoldt diz respeito a geodésicas
infinitamente préximas sobre uma superficie de curvatura negativa e ndo faz
intervencBes sobre as condi¢cbes topoldgicas da superficie. Mangoldt o demonstra da
mesma maneira que Bonnet e Christoffel, analisando qualitativamente as solu¢des da
equacdo diferencial. A seguir, utiliza o Teorema de Gauss sobre triangulos geodésicos
para descrever o conjunto de geodésicas de uma superficie de curvatura negativa. O
primeiro teorema é um resultado de minimo local e usa os resultados qualitativos
sobre as trajetérias de uma equacdo diferencial e o segundo, resultado de
minimalizacdo global, utiliza o teorema de Gauss, que pode ser traduzido por uma

expressao global da equacéo diferencial.

Mangoldt aborda também o problema de pontos conjugados de superficies de
curvatura positiva sob uma outra Optica, dividindo os pontos de uma superficie em
duas categorias: (1) as geodésicas descritas por pontos de primeira categoria sdo
minimizantes sobre todos 0s seus comprimentos e (2) os pontos de segunda categoria
sdo aqueles por onde duas geodésicas infinitamente préximas se cortam. Assim,
mostra que sobre uma superficie regular de curvatura positiva todos os pontos nao
podem ser de primeira categoria e seu lugar é uma parte fechada da superficie. Os
pontos de primeira categoria sdo encontrados sobre superficies de segundo grau.
Desta forma, sobre o hiperboléide de revolucdo este lugar € um dominio que contém o
topo da superficie cujo bordo é um circulo paralelo a ele. Quando um hiperboléide de
revolucdo é deformado em um hiperbol6ide de trés eixos, este lugar se deforma ao
redor do topo e pode se dividir em duas partes contendo pontos onde todas as
direcdes sdo principais e a curvatura normal é constante, isto é, contendo os pontos
umbilicos da superficie. Sobre o paraboldide, o lugar dos pontos de primeira categoria
se reduz a um conjunto discreto. Nos parabol6ides de revolugdo, o Unico ponto de
primeira categoria é o topo e sobre os paraboléides elipticos os Unicos pontos desta

categoria sdo 0s seus pontos umbilicos.
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Gaston Darboux dedica o capitulo 5 do livro VI de sua obra intitulada “Legons sur
la théorie générale des surfaces” ao estudo das propriedades das geodésicas.
Destaca que ao redor de um ponto A ha duas curvas distintas: uma sera o lugar do
primeiro ponto onde cada linha geodésica € encontrada por uma outra geodésica de
comprimentos iguais e outra serd o "enveloppe" (ou a envoltdria) das linhas
geodésicas. O primeiro caso considera a determinacdo de uma geodésica como uma
questdo global e o segundo o restringe a um problema local de natureza diferencial

relacionando somente caminhos infinitamente vizinhos.

Entre 1879 e 1882, Braunmihl estuda o comportamento global das geodésicas
de uma superficie de segundo grau escrevendo dois artigos. O primeiro, “Ueber
Enveloppen geodétischer Linien” é dedicado as superficies de revolugéo e o segundo,
“Geodastiche Linien und ihre Enveloppen auf dreiaxigen Flachen zweiten Grades”
enfoca o elipséide de trés eixos diferentes, reencontrando as equacdes de Jacobi e
Liouville, interpretando-as geometricamente e enfatizando que o que nela aparece € o
parametro da linha de curvatura a qual a geodésica € tangente. Em seguida, ele
mostra que por cada ponto passam duas geodésicas tangentes a uma linha de
curvatura dada. Ao tratar numericamente a equacao das geodésicas, obtém resultados
qualitativos sobre seus comportamentos. Um ponto alto de seu trabalho esta no
estudo e na discussdo da equacdo do “enveloppe” de linhas geodésicas que partem
de um mesmo ponto, mostrando que este se divide em quatro caminhos e que duas
geodésicas seguidas de um mesmo ponto, tangentes a uma mesma linha de
curvatura, se cortam antes do ponto de contato com o “enveloppe”. Uma curiosidade
no texto de Braunmihl é o fato de ndo fazer mencdo as questbes que envolvem
minimos e maximos locais, exceto quando destaca as trés geodésicas que pertencem

aos planos principais.

Um outro exemplo para ilustrar a passagem do local para o global é o estudo das
linhas geodésicas fechadas sobre superficies convexas. Poincaré insere o artigo “Sur
les lignes géodesiques des surfaces convexes”, de 1905, em uma problematica de
pesquisa da mecanica celeste. O estudo das geodésicas de superficies convexas
pode modelar de forma mais simples o problema dos trés corpos e o problema das
linhas geodésicas é um problema de dindmica. Ha, portanto, uma certa dificuldade em
resolvé-lo. Mesmo assim, trata-se de um dos problemas mais simples em dinamica,

porque ha somente dois graus de liberdade nas equac¢des que o modelam e, se
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considerarmos uma superficie sem pontos de singularidade, pode-se compara-lo a
problemas de dindmica nos quais a velocidade é nula. Na primeira parte de seu artigo,
Poincaré mostra a diferenca de natureza entre o problema do ponto de interseccéo de
geodeésicas infinitamente préximas e o ponto de intersecdo de geodésicas que partem
de um mesmo ponto. O primeiro € um problema puramente local onde se aplicam as
ferramentas do calculo diferencial a geometria a partir de métodos analiticos. O
segundo é de natureza global devido as consideracdes gerais que envolvem o
conceito de caminho mais curto, obtendo uma descri¢éo topolégica do que chamou de
“lignes de partage” (focos). Poincaré utiliza, assim como Christoffel e Mangoldt, as

coordenadas geodésicas polares. A métrica desta superficie é dada por

ds? =du? + A%dv?, onde 1 é uma funcéo descrita por coordenadas polares. Poincaré
descobre os pontos conjugados de Mangoldt; prova as propriedades de regularidade
dos pontos conjugados utilizando resultados demonstrados em “Les Méthodes
Nouvelles de Mécanique Céleste” sobre a dependéncia das solu¢cdes de uma equacao
diferencial em relacdo a um parametro; descreve a natureza dos pontos singulares
(que chamou de caustiques), estuda as formas das lignes de partage e as classifica
em foyers ordinaires, foyer en pointe, foyers en talon e foyers singuliers. As
expressoes “en pointe” e “en talon” sdo analogias com a arte de construir ferrovias.
Mostra sua estrutura em forma de arvore e por fim, suas interligacdes. Em particular,
demonstra que, fora dos pontos conjugados, nas equacdes dos “caustiques”, as
coordenadas sdo funcbes holomorfas das coordenadas X, y, z escolhidas sobre a
superficie. Por fim termina seu artigo mostrando que as extremidades dos ramos séo
pontos conjugados de primeira ordem, isto é, um ponto de geodésicas de mesmo

comprimento que se confrontam.

Neste mesmo artigo, Poincaré demonstra a existéncia de uma geodésica fechada
sem ponto de interseccdo sobre toda a superficie de um esferéide, uma superficie um
pouco diferente da esfera. O interessante € que Poincaré desenvolve seu trabalho
usando uma métrica variavel, uma maneira totalmente diferente daquela desenvolvida
nos trabalhos relativos ao mesmo assunto, na primeira metade do século XIX: o uso
de uma métrica fixa. Ap6s uma analise local do comportamento das geodésicas
fechadas na vizinhanca da esfera, Poincaré estuda as linhas geodésicas fechadas que
mantém suas propriedades topoldgicas ao longo de uma deformacdo continua para
todas as superficies convexas. Estuda o problema linearizado, sobre um parametro

real u, de modo que obtém a esfera quando tal parametro é igual a zero. Desta forma
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pbéde aplicar o teorema da funcao implicita, mas deixa ao leitor o encargo de terminar
a demonstracdo aplicando rigorosamente o teorema. Poincaré anuncia que esta
estudando as geodésicas de uma superficie muito pouco diferente de uma esfera, o
esferdide, e que vai aplicar o método de variacdo das constantes de Lagrange
presente em “Les Méthodes Nouvelles de Mécanique Céleste". Dedica-se também ao
estudo da estabilidade das geodésicas sobre o esferdide, usando o mesmo método e
conclui que o problema proposto sobre superficies do tipo do esferéide é uma
perturbacdo do mesmo problema sobre a esfera. Segundo (Devaney, 1989), esta
passagem para uma analise global sobre toda a superficie convexa, elaborada a partir
dos estudos da mecéanica celeste, marca também um dos primeiros esbocos da teoria

das bifurcacoes.

Segundo Nabonnand (1995), os resultados obtidos por Poincaré descritos no
artigo “Sur les lignes géodésiques des surfaces convexes”, sobre geodésicas fechadas
em superficies convexas sdo de extrema importancia para a geometria, pois retratam
0 comportamento das geodésicas sobre tais superficies utilizando os métodos
qualitativos elaborados em “Les Méthodes Nouvelles de Mécanique Céleste”. Neste
artigo, Poincaré admite um principio heuristico que justifica a pesquisa das solugfes
periddicas de um sistema de equacdes diferenciais e estabelece que as solucbes
periddicas desaparecem aos pares. Este Ultimo resultado sera estendido para as
geodésicas fechadas sobre superficies de curvatura positiva. Seus estudos neste
artigo tratam o problema das geodésicas sobre um esferéide como uma perturbacao

do mesmo problema sobre uma esfera. O hamiltoniano T é escrito da forma

T =T,+ uT,, onde T, corresponde ao caso da esfera , x4 é um pardmetro muito

pequeno e T; um hamiltoniano quadratico qualquer. As equacfes de Hamilton sao
escritas por Poincaré negligenciando sistematicamente os termos de ordem igual ou

superior a dois em u e exprime estas equacdes em funcdo das derivadas da fungéo

S, :—12, onde @ é a velocidade angular do movimento. O significado geométrico
w

desta funcédo é dado por Poincaré, como sendo a expressdo da diferenca entre as
métricas da esfera e do esferbide. Cabe ressaltar que tal equacao intervém nas
equacbes do movimento (descricdo local do problema) e, para fazer uma analise
global da questao, Poincaré se guia pelas propriedades geométricas que ele mesmo
descobriu; lanca méo das diversas propriedades de periodicidade destas equacdes do

movimento e estabelece que as geodésicas fechadas possuirdo um maximo e um
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minimo de uma fun¢do R definida como o valor médio de S;. Esta funcao significa
geometricamente a diferenca de comprimento entre um grande circulo da esfera e a
curva C correspondente sobre o esferéide. A funcdo S; possui uma interpretacéo

geométrica local e sua média R possuiu uma interpretacdo geomeétrica global.

Os trabalhos de Poincaré sdo baseados no principio geral da continuidade
analitica definido em seu tratado sobre mecéanica celeste. Um dos resultados mais
expressivos, no tocante ao estudo das geodésicas fechadas, é o fato de que, dadas
duas superficies regulares S e S° de curvaturas positivas, tais que seja possivel
passar de uma a outra por transformacdes continuas, € possivel estudar a evolucao
das geodésicas fechadas na passagem de uma superficie a outra. Sobre cada

superficie (para um tempo t e [O,l] fixo), sabemos que cada geodésica é construida a

partir de uma posicéo e de seu vetor velocidade saindo da origem. Fixando um dado
inicial para diferenciar a geodésica em questdo de todas as outras geodésicas da
superficie, pode-se obter relacSes analiticas entre os parametros iniciais. Estas
relacbes analiticas definem uma curva C e cada caminho que compde a curva C
representa a evolugcdo de uma geodésica fechada fazendo parte de uma mesma série
continua. O numero de geodésicas fechadas que fazem parte de uma, duas ou mais
séries continuas determinadas € constantemente par ou constantemente impar. O
estudo qualitativo desta curva C nos permite encontrar as propriedades globais das
geodésicas. Assim, Poincaré obtém as propriedades topoldgicas das geodésicas
fechadas utilizando as propriedades de regularidade da curva C. Conclui que, sobre
uma superficie convexa qualquer, ha pelo menos uma geodésica fechada sem pontos
duplos e sempre em nimero impar. Termina o seu artigo estudando as propriedades

de estabilidade das geodésicas periddicas.

O estudo das geodésicas sobre as superficies de segundo grau mostra a
evolugcdo matematica do conceito de geodésicas, assim como mostra uma visdo mais
geral da teoria. As solucdes de suas equacdes sobre tais superficies, embasados nos
conceitos de integrais abelianas, renascem em 1880 apés alguns trabalhos de
Weierstrass cujos resultados ndo foram muito além dos ja conhecidos até entdo. Nesta
fase do desenvolvimento da teoria das geodésicas surgem interesses novos para uma
problematica global e passa-se a levar em conta as propriedades geométricas e

topoldgicas das superficies com o conceito de variedades riemanianas.
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Com o desenvolvimento do calculo das variagdes, no inicio do século XIX,
numerosos resultados sobre pontos conjugados foram obtidos ao longo do século
subsequente. Como exemplos podemos citar os artigos “Zur Variationsrechnung”,
publicado em 1906 por David Hilbert e o artigo “Lecons sur le calcul des variations”,

publicado em 1910 por Jacques Hadamard.

A ligacdo entre a nocdo de geodésica e o determinismo, em Fisica, € traduzida
pela extensdo da lei da inércia em mecéanica sob a qual o corpo se move em
movimento retilineo uniforme. Partindo para o conceito einsteiniano desta lei de
inércia, podemos dizer que um ponto material livre, isto é, livre de qualquer forca que
atue sobre ele, descreve uma reta do universo, universo este que o contém. Admite-se
neste caso 0 universo como sendo curvo, munido de uma métrica riemaniana que
compbem as forcas de gravitacdo. Tais retas sdo curvas geodésicas que descrevem o

caminho mais curto entre dois pontos relativos a esta métrica definida.

No artigo de Hadamard, este ultimo conceito ndo esta associado, uma vez que
sua publicacdo € anterior ao conceito de curvatura do universo proposto por Einstein.
No artigo, um corpo material desliza sobre a superficie de curvatura negativa, a Unica

for¢ca que age sobre ele é a for¢ca que o mantém preso a superficie e a métrica desta

superficie mergulhada no espaco tridimensional R® usual é a métrica euclidiana

classica.

Desde a sua origem, os problemas que descrevem o0 caminho mais curto entre
dois pontos de uma superficie e outros problemas que envolvem o0 conceito de

geodésicas estdo estreitamente ligados a mecanica classica.

Além de Hadamard, Jacobi e Liouville desenvolveram trabalhos associando a

teoria das geodésicas e a mecanica newtoniana. Liouville escreveu em 1844*:

* “De la ligne géodésique sur un éllipsoide quelconque”, Journal des Mathématiques Pures et
Appliquées., vol. 9 (1844), pp.401-408.
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“La ligne géodésique pour une surface est celle
gue décrirait, a la suite d'une impulsién
guelconque, un mobile assujetti a demeurer sur
la surface et dont le mouvement ne serait altéré
par aucune force accéleratrice.” (LIOUVILLE,
apud NABONNAND, 1995)

Historicamente, mesmo quando tais problemas néo se relacionavam diretamente
com a mecénica, as deducbes das equacles das geodésicas eram pincadas das
equacgles de Lagrange, de Hamilton ou do principio da menor acdo. Um exemplo
desta afirmativa é a solugdo do problema que determina a familia de curvas cujas
trajetérias s@o perpendiculares as linhas geodésicas proposto por Darboux no artigo
“Analogie entre la dynamique des mouvements dans le plan et la théorie des lignes
géodésiques”, no qual métodos de equacBes a derivadas parciais e técnicas de

célculo das variacdes foram muito utilizados.

Como ja dissemos, a justificativa para o desenvolvimento dos trabalhos de
Poincaré relativos ao estudo das geodésicas de superficies convexas esta na sua
aplicacdo ao problema dos trés corpos. Ele afirma em seu artigo “Sur les lignes
géodesiques des surfaces convexes”, que as dificuldades encontradas aparecem na
tentativa de encontrar as equacgdes das linhas geodésicas sobre tais superficies e por
isso se faz necessario um estudo mais detalhado das propriedades geométricas
destas superficies. Mesmo sendo um problema dificil do ponto de vista da matemética,

0 problema ainda continuava sendo um dos problemas mais simples da dinamica.

Até entdo, na primeira metade do século XIX, os estudos das propriedades
geométricas de uma superficie eram essencialmente locais. Somente com o
desenvolvimento dos métodos qualitativos das equacgbes diferenciais, com o
aparecimento da topologia e com a solu¢éo da questdo da minimizacéo de funcionais
€ que emerge o questionamento sobre o comportamento global das linhas geodésicas

sobre superficies em funcéo de hip6teses topoldgicas e geométricas.

Para descrever 0s movimentos sobre a superficie da Terra e,
conseglentemente, desenvolver mais os estudos fisicos e as geociéncias, houve uma
necessidade de definir precisamente mapas que permitissem encontrar uma

correspondéncia entre superficies. O problema da construgdo de mapas geograficos
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consistiu em encontrar uma maneira de representar uma superficie sobre outra, isto €,
de determinar uma forma de fazer correspondéncias, ponto a ponto entre duas
superficies de modo que cada linha geodésica de uma superficie fosse levada sobre a
linha geodésica da outra superficie (no caso, o plano). Tal problema também
exemplificou de forma marcante a passagem do estudo local para o global, e nesta

nova geometria, passou a ser possivel descrever as formas das trajetérias dos corpos
em movimento.
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Capitulo 2

O artigo de Hadamard

Quanto maior a multidédo e maior a anarquia aparente, mais
perfeita é a sua variacdo. E a lei suprema da desrazdo. Em
qualquer lugar onde uma grande amostra de elementos
cagéticos seja colhida e escalonada segundo a sua magnitude,
uma forma de irregularidade insuspeitada e das mais belas,
prova ter estado latente todo o tempo. Os pontos mais altos
da fileira escalonada forma uma curva harmoniosa de
propor¢des invariaveis; e cada elemento, ao ser posicionado,
encontra como um nicho predeterminado, cuidadosamente

adaptado para conté-lo.

Francis Galton, Heranc¢a Cultural.

O artigo que apresentaremos neste capitulo descreve e constroi uma superficie
S, uma superficie S” finita obtida a partir de S, e seus ramos infinitos évasées.
Hadamard descreve, de uma maneira completa, as geodésicas sobre tais superficies
como trajetérias de um ponto material em movimento sob certas condi¢es iniciais.
Adotando o ponto de vista qualitativo de Poincaré e utilizando alguns conceitos
propostos por Jordan, destaca trés tipos de categorias de geodésicas sobre a
superficie construida: (1) as geodésicas fechadas e as geodésicas que lhes sdo
assintéticas, ou seja, que se aproximam infinitamente das geodésicas fechadas, (2) as
geodésicas que tendem ao infinito e (3) as geodésicas de um novo tipo, que justificam

0 artigo em questéao.
Antes de iniciarmos a apresentacgdo do artigo, que € o objeto principal de nosso

trabalho, achamos necessario apresentar o tipo de superficie que o autor aborda.

Assim, na secéo 2.1, faremos algumas definicdes e daremos alguns exemplos, usando
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a linguagem atual da geometria diferencial. Esta linguagem néo difere em nada da
linguagem utilizada por Hadamard em seu texto. A justificativa da presenca deste item
no corpo desta tese é a de responder a uma simples pergunta “o que é uma superficie
de curvatura negativa?”. Cremos entdo que esta secdo tem um caréater elucidativo até

mesmo para o titulo do artigo que apresentamos.

Procuramos a seguir, localizar o problema que este artigo coloca, no contexto da
teoria dos sistemas dindmicos, como é atualmente conhecida. Mostraremos também a
relacdo entre determinismo e imprevisibilidade presentes no trabalho. A partir deste
item, conservamos o0s titulos originais de cada secdo do artigo, desde as

consideragdes pertencentes a Introducgédo feitas por Hadamard até a ultima secao.

Nas secbes seguintes, a forma geral da superficie estudada é descrita: uma
superficie de curvatura negativa com ramos em espécie de tubos que vao se
alargando. As definicdes de nappes évasées, nappes ndo évasées e de ordem de
conexdo serdo destacadas e a apresentacdo de uma nova categoria de geodésicas
encontradas por Hadamard sera exposta. Esta categoria de geodésicas faz a ligagédo

do trabalho com a mecéanica e com a teoria dos sistemas dinamicos.
Mostraremos que os conceitos contidos no artigo e o resultado final do trabalho

de Hadamard sdo embasados na Analysis Situs, 0 que conhecemos atualmente por

topologia.
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2.1 - Uma visao geral do artigo de Hadamard e os

sistemas dinamicos

O artigo intitulado “Les surfaces a courbures opposées et leurs lignes
géodesiques” trata de uma geometria conhecida hoje por geometria hiperbdlica.
Publicado em 1898 no “Journal des Mathématiques Pures et Appliquées”, o artigo
aborda superficies que parecem localmente com a sela de cavalo. Tais superficies
admitem somente uma maneira de repousar sobre elas um fio estendido entre dois

pontos dados, como no plano, e diferente da esfera ou do cilindro.

Denotando por k(g) a curvatura de Gauss de uma superficie em um ponto (,

podemos estudar o comportamento desta superficie em pontos suficientemente

proximos de (. Assumindo a curvatura de Gauss de uma superficie como sendo a

medida escalar da taxa de variacdo da direcdo de um vetor normal unitario em torno

da superficie, a superficie estudada por Hadamard apresenta pontos com k(q) ( O.
Sabemos que um ponto (de uma dada superficie parametrizada regular X é dito
hiperbodlico, se k(q) ( 0. Assim sendo, a presenca de pontos hiperbélicos é o que

caracteriza a superficie estudada no artigo que apresentamos. Sobre tais superficies,
chamadas por Hadamard de superficies de curvaturas “opposées” e conhecidas
atualmente por superficies de curvatura negativa, que Hadamard propde o seguinte

problema:

“A partir de um ponto dado da superficie, langa-se um ponto material em uma
direcdo dada, qual sera a forma de sua trajetdria, que sabemos ser uma

geodésica desta superficie?”.

Segundo Kahane (1998) Hadamard mostra que a resposta para o problema sera
obtida dependendo da dire¢cdo dada D, e de maneira completamente surpreendente:
se a geodésica correspondente a dire¢cdo D permanece a distancia finita, existem duas

outras direcdes D e D tdo proximas de D quanto queiramos, tais que a geodésica
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correspondente a D tende ao infinito, enquanto aquela correspondente a D~
permanece a uma distancia finita. Como conseqiiéncia, perturbando® D, ndo se pode
responder a questdo, ou seja, ndo se pode prever a forma da trajetoria que o ponto
material percorrera: se uma trajetoria fechada ou uma trajetéria que tendera ao infinito.
Hadamard classifica este problema como um problema “mal-posé”. Esta expressao
nao quer dizer que o problema seja mal proposto no sentido de sua formulacéo, mas
um problema tal que a minima variacdo destas condicfes iniciais muda radicalmente
sua solucao. Assim sendo, a imprecisdo no conhecimento das condi¢@es iniciais, torna

a solucéao é imprevisivel.

Fazendo uma comparacdo com a definicho de Hadamard, Kahane (1998)
levanta a seguinte questdo: “O problema matematico da estabilidade do sistema solar,
reduzido ao modelo newtoniano de n corpos sujeitos a atragéo gravitacional, ndo seria
um problema mal-posé?”. Este problema ocupou as mentes de grandes matematicos
desde o século XVII e Henri Poincaré, através de seus métodos de topologia, a
“Analysis Situs”, como era chamada na época trouxe uma nova abordagem. O estudo
de Hadamard é relativo a um modelo mais simples, mas a questdo que coloca sobre o
sistema solar, mais precisamente, sobre a imprevisibilidade fundamental de seu

comportamento a Iongo prazo, € extremamente pertinente.

A partir do resultado obtido por Hadamard estuda-se um modelo simplificado da
mecanica celeste: o movimento de um ponto material deslizando com velocidade
constante sobre uma superficie do espaco, sem atuacdo de forca exterior. Sobre
superficies de curvatura negativa, a questdo pode ser descrita da seguinte maneira:
“Dado uma posicao e uma velocidade inicial cuja direcdo é pré-determinada, a
trajetdria correspondente estad contida em uma parte limitada da superficie?”.
Hadamard possibilita, com seu artigo, a discussdo do conceito de sensibilidade de

sistemas dinamicos sujeitos as condi¢des iniciais para um sistema dinamico.

Em verdade, um sistema se identifica como a colecdo de todos os seus estados
concebiveis. Um sistema dinamico € um tipo de sistema que se modifica com o tempo.
Assim, podemos dizer que o sistema capitalista, segundo Marx, pode ser classificado

como um sistema dindmico, o que ja ndo ocorre com o0 sistema métrico-decimal. No

® Entende-se “perturbar” no vocabulario matemaético, por alterar as condicdes iniciais de forma
tdo pequena o quanto se queira.
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sentido matematico, um sistema dinamico, vem descrito por sua regra dinamica. Esta
regra dindmica € que permite determinar o estado de um tempo futuro, partindo do
estado do tempo presente. Desde as mais antigas civilizacbes até a Teoria da
Relatividade Geral, o sistema dindmico mais importante tem sido o Universo e o

principal problema € encontrar a sua dinamica.

Em Fisica e em Matematica, os sistemas podem ser classificados em sistemas
lineares e sistemas nao-lineares. Tais sistemas podem ser modelados por equacdes
diferenciais ordinarias, por equacdes a derivadas parciais, por equacdes a diferencas
finitas, por equacbes integrais ou por sistemas de equacfBes combinando as
anteriores. Em ambos os casos, se conhecemos uma equacédo que o modela e seu
estado inicial, se pode conhecer o estado futuro do sistema. Tanto para sistemas
lineares quanto para sistemas ndo lineares, se esta modelado por uma equacao
diferencial ou por uma equacao de diferencas finitas, este sistema sera classificado
como um sistema determinista. Isto €, é possivel determinar as suas condi¢fes futuras

conhecendo as suas condig¢@es iniciais.

O que posteriormente se chamou de comportamento irregular ou caético é
precisamente aquele cujos pontos proximos do instante atual podem ter

comportamentos muitos dispares em instantes futuros.

Em 1963, Lorentz encontrou um sistema de trés equacfes diferenciais néo
lineares, extremamente sensiveis e cujas trajetérias se verificam a imprevisibilidade
futura. Na Fisica, o fenbmeno da imprevisibilidade foi batizado com o0 nome sugestivo
de caos determinista. A ndo linearidade é uma condicdo necessaria, mas ndo
suficiente para a presenca do caos determinista. Ele esta presente na equacdo do
péndulo forcado, nos fluidos em problemas de turbuléncia, nos problemas de Optica
ndo linear, nas equagfes de muitas reagcdes quimicas, no problema classico dos n
corpos, nos aceleradores de particulas, nos modelos biolégicos que destacam as

dindmicas das populac¢des entre outros tantos exemplos.

Em linguagem Matemética moderna, um sistema dindmico é um terno ordenado

(X, G, ¢) que consiste em um espaco de fases X ( que pode ser descrito como um

espaco topolégico, um espaco métrico ou uma variedade com alguma estrutura

diferencial), um semigrupo de escalares G ou um conjunto de tempos (geralmente um
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subgrupo aditivo de R) e um fluxo do sistema ¢ que € uma fungdo de GxX em X

verificando as seguintes propriedades:

(1) ¢ é uma funcao continua;
(2) ¢(0,x) = x paratodo X € X;
(3) o(t,4(s,%X)) =p(t+5s,x) paratodo t,s € Getodo x € X.

A funcé@o ¢ nos da para cada valor de t 0 estado ou a fase do sistema para todas

as condicdes iniciais. Por outro lado, se para um certo valor de x ndés variamos t,
obtemos toda a evolugéo de x pela dinamica. Quando a funcéo é aplicada a todas as
condic@es iniciais nos € fornecido um quadro global do conjunto das trajetérias. O

espaco onde estas trajetdrias habitam é denominado espaco de fases.

Se G=INuv {0} ou G =Z (respectivamente para G=IR" U{O} ou G=1IR)
temos um sistema dinamico discreto (ou um sistema dinamico continuo). Em qualquer

um dos casos citados, a fungdo ¢(t, x) ou a fungéo g, (t) com t € G é uma solucéo do

sistema dindmico e a sua imagem € denominada érbita associada a tal solucao.

De acordo com Roque (2001), o artigo “Quelques théorémes sur le mouvement
des systémes dinamiques”, publicado em 1912 por Birkhoff é o primeiro documento
em que se fala explicitamente de sistemas dinamicos. Nele encontramos a seguinte

definicéo:

“Um sistema dindmico, em uma concepcao
ampla, pode ser considerado como definido por
um sistema qualquer de equacfes diferenciais
ordinarias de primeira ordem
dx, _ dx,
Xl Xn
funcbes dadas, reais e uniformes de

X;, X0, X, analiticas em relagdo a estas

variaveis, e onde t é a variavel independente. As

variaveis X;,X,,...,X, séo as coordenadas do

movimento, e t indica o tempo”. (BIRKHOFF,
apud ROQUE, 2001, p.35, grifo nosso).

=dt, onde X,,X,,...,X, s@o
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Se representarmos as coordenadas do movimento como um ponto no espago n-
dimensional, as curvas que sdo solucbes do sistema de equacdes diferenciais serdo
também curvas do mesmo espaco. De acordo com Roque (2001), “a consideracao
de que cada solucdo varia com um parametro gque é tomado pelo tempo é uma
das caracteristicas do ponto de vista que ira fundar a teoria dos sistemas

dindmicos, como o préprio nome indica”.

A partir da definicdo de Birkhoff para sistemas dindmicos, ou seja, um sistema
definido pelas solu¢cdes de uma equacdo diferencial através do tempo, nos
guestionamos se o sistema estudado por Hadamard em seu artigo € um exemplo de
sistemas dinAmicos. A resposta é positiva, pois S é uma superficie mergulhada em IR®
munida de uma métrica induzida e as geodésicas de S sao as solu¢des de um sistema
de equacdes diferenciais de segunda ordem sobre a superficie S. Mas, todo sistema
de equacgOes diferenciais de segunda ordem sobre S se traduz por um sistema de

equacdes diferenciais de primeira ordem sobre o0 seu espago tangente.

. ~ - ., dv
O sistema dado pelas solu¢des da equacao diferencial %+¢(V,v)n =0 ondev

€ a velocidade do ponto material sobre a superficie S que relaciona o espaco

percorrido pelo ponto material num dado intervalo de tempo , tendo dn como a
aplicagdo linear tangente da aplicacdo de Gauss X—n e ¢:(V,W)|—><dn(v),w> a

segunda forma quadréatica da superficie S € um sistema dindmico. As equacdes que
acabamos de descrever sdo chamadas de equacdes geodésicas de uma superficie.
Resolver estas equacgdes significa encontrar as curvas de menor comprimento que
unem dois pontos dados sobre a superficie S. Uma vez descrevendo as trajetorias que
a solucao do sistema nos oferece, Hadamard estuda, sobre a superficie S, os tipos de
caminhos que o ponto material podera percorrer sob certas condigbes, para um tempo

t grande®.

® Para uma leitura completa e a construcdo matematica do conceito de equacdes das
geodésicas sugerimos a leitura do artigo “A propos de géodésiques”, de Patrick Iglesias,
publicado no Journal des Mathématiques des éléves da Universidade de Lyon, em 1994, 1%
Edicao, volume 1.
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A formulacdo natural é calcular o comprimento (este é um “fendbmeno natural

observavel”) segundo um tensor métrico (g;) de um caminho de um ponto a outro e

buscar a minimizacéo do funcional obtido. Veja:

“Seja x a linha que passa por dois pontos A e B, e que pertence a uma superficie
para a qual deseja-se conhecer o0s caminhos de menor comprimento
x(t) = (x*(t), x(t)),a<t<b ¢
(1) = 0c(0), x(1) ”. Seu comprimento é dado por S :J. L—.—dt”.
x(a) = A, x(b) = B : at
Minimizando o funcional S em funcdo de x obtém-se a(s) linha(s) de menor
comprimento que ligam os pontos A e B. Esta solucdo pode ser obtida via Teorema de

Euler-Lagrange usado no céalculo variacional, conjugado a manipulagao tensorial.

Resolver este problema significa encontrar a solugdo de um sistema de

equacgles diferenciais de segunda ordem ndo lineares acopladas que podem ser

N . d?x’)  _dx! dx* . .
reduzidas a equacao g;. e +1I. & d =0, onde I é o simbolo de Christoffel de
S S das

primeira ordem escrito somente em funcao do tensor métrico.
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2.2 — A Introducéo do artigo de Hadamard

O sinal da curvatura de uma superficie determina de forma muito particular a sua

geometria, permitindo abordar o problema da analise qualitativa das geodésicas.

Em um artigo publicado em 1897, “Sur certaines trajectoires en dynamique”,
Hadamard estuda as geodésicas sobre uma superficie de curvatura positiva
concluindo que, em tais superficies, toda geodésica fechada é interceptada infinitas
vezes por outra geodésica, isto €, que duas geodésicas fechadas sobre uma superficie
de curvatura positiva se interceptam necessariamente. Neste artigo o autor aplica as
consideracfes elementares sobre maximos e minimos no dominio dos nimeros reais

ao estudo das geodésicas.

Na introducdo do artigo que nos propomos a apresentar, publicado no ano
seguinte, Hadamard enfatiza que continua a trabalhar no dominio dos ndameros reais
com superficies que estdo mergulhadas no espaco usual IR®. A analiticidade das
fungbes que determinam as superficies de curvaturas negativas € descartada e
destaca-se que, neste caso, € possivel chegar a resultados muito mais completos do
que em seu artigo anterior a uma discussdo mais geral sobre o tema. Estudando as
superficies de curvatura negativa, Hadamard desvenda as principais propriedades de
suas geodésicas e descobre uma nova categoria, até entdo desconhecida. Os
principios matematicos em questdo sao os mesmos daqueles aplicados as superficies
de curvatura positiva, embora reconhecendo que o Teorema de Gauss sobre os
poligonos geodésicos substitui na maioria de suas demonstracdes, os resultados do

Calculo Diferencial usados no artigo anterior.

O conhecimento e a aplicacdo do que hoje é denominado por Topologia®, a

Analysis situs, foi de extrema importancia para a fundamentacao teérica do trabalho e

10 A topologia também é conhecida por geometria de situacéo. Estuda as propriedades das
formas: de contiglidade, de conexdes, isto €, propriedades conservadas por transformacdes
continuas. Poincaré diz que o fato de pensar a geometria como a arte de raciocinar de maneira
correta, sobre o desenho de uma forma, mal feito, possui uma condi¢cdo: embora as proporcdes
das formas possam ser grosseiramente alteradas, seus elementos ndo devem ser
transpassados e devem conservar suas situacdes relativas. O conhecimento da topologia de
uma superficie é que garante a passagem do local para o global. Os estudos de Poincaré em
espacos de dimensao maiores do que trés servem de base para o que se conhece atualmente
por topologia algébrica.
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Hadamard agradece a Brunel pelo auxilio na demonstracdo do resultado alcancado,
segundo o rigor que a topologia exige. Cita também a influéncia das leituras dos textos

de Poincaré ao longo do artigo que passamos a analisar.

Hadamard observa, desde ja, que embora os métodos do Calculo Diferencial e
da Geometria Diferencial aplicados no artigo sejam relativamente simples, os
resultados alcancados sdo muito complexos e muito diferentes do que se estava
habituado a encontrar até entéo. A partir destes resultados, Hadamard alerta ao leitor
que as complicacbes matematicas que encontrou nao foram enfadonhas, pelo
contrario, elas foram instrutivas e chama atencado para o fato de que em Matematica,
discussbes simples ddo uma falsa idéia do que se passa quando é feita uma analise

global de uma situacao-problema apresentada.

“C’est cette complication méme qui est
instructive, en mettant en evidence ce qu'a
d’exceptionel la simplicite des discussions
obtenues par I'intégration directe, dans les cas
ou elle est possible, et en montrant combien
ces discussions simples donnent une idée
fausse de ce qui se passé dans le cas general”.
(HADAMARD, 1889, p. 730)
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2.3 - Forma geral da superficie. “Nappes infinitas

évasées” e “nappes infinitas non évaseéees”.

Hadamard constroi uma superficie com o que ele chama de “nappes” infinitos
gue possuem uma forma évasée. A escolha de tal superficie, 0 permitiu encontrar uma

categoria de geodésica que tende ao infinito.

A superficie S do espagco tridimensional considerada por Hadamard é desprovida
de singularidade a distancia finita. Uma superficie como esta é divisivel em regibes
gque se sobrep8em de maneira que todo ponto da superficie seja interior a pelo menos
uma destas regifes. Estas superficies possuem suas coordenadas cartesianas
expressas por parametros « e f , isto é, por fungdes continuas e derivaveis até uma
D(y.2) D(zX) , D(x.y)
D(e, 8) D(a,p) Dl(a,p)

ordem determinada e com o0s determinantes funcionais

diferentes de zero.

Hadamard assinala que o fato dos determinantes funcionais citados serem
diferentes de zero implica no elemento diferencial de area em funcdo da primeira
forma quadratica, a quantidade EG — F?, ser também diferente de zero. Os pontos de
curvatura nula, caso existam, sdo isolados e se apresentam em numero finito, de
modo que dado um numero positivo & tdo pequeno gquanto se queira e uma regiao
limitada da superficie, a curvatura serd sempre menor do que —¢&. Nao € necessario
saber se a superficie € algébrica ou analitica. De toda forma, as hip6teses simples
feitas pelo autor para a superficie em questdo sdo verificadas sobre superficies
algébricas. O paraboléide hiperbdlico e o hiperboléide de uma folha sdo os exemplos

mais classicos de tais superficies.

Ao analisar a forma da superficie considerada por Hadamard, observa-se que
sobre os exemplos classicos de superficies de curvatura negativa, como os citados
acima, ha a presenca de ramos que tendem ao infinito. Decidimos, provisoriamente,
traduzir “nappes” por ramos para sermos o mais fiéis possiveis a imagem escolhida

por Hadamard.
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A presenca de ramos é um fendmeno geral: a superficie S estudada por Hadamard

possui, necessariamente, ramos que tendem ao infinito.

Para que Hadamard obtivesse éxito em seus resultados, superficies diferentes
das superficies classicas tiveram que ser consideradas, mas todas elas com ramos
que se estendem ao infinito, o que é conseguido com o fato de a curvatura ser

negativa.

Hadamard precisa que o numero de ramos que tendem ao infinito pode ser
grande. A existéncia de ramos infinitos na superficie considerada pelo autor pode ser

estabelecida a partir da relacdo de Gauss-Bonnet, que estd escrita na forma

Idco —IE = ”d—g Este fato € discutido e demonstrado no item 6 da primeira parte
29 RR

do artigo e utiliza como ferramenta matematica o método do triedro de Darboux que
consiste em um sistema composto por trés vetores unitarios T (S) =a'(s), N(s) =vetor
normal a superficie S em p=a(s) e V(s)=N(s)AT(s), onde S é uma superficie
regular orientada e «:l — Suma curva parametrizada por comprimento de arco.
Estas formulas que compdem o triedro de Darboux sdo analogas as formulas que
compdem o triedro mével de Frénet T, V e N.*' O teorema de Gauss-Bonnet relaciona
a curvatura de uma superficie com sua topologia, possibilitando a determinacédo de
sua curvatura. E um teorema de caréater global da Geometria Diferencial e atualmente

pode ser enunciado por:

TEOREMA:

“Seja S uma superficie compacta orientada com uma métrica de Riemann, entéo

.f K.dA=27.X(s)onde X(s) é a caracteristica de Euler da superficie”.
S

1 HA relagbes mateméticas entre os sistemas de Darboux e Frénet, definindo o que
conhecemos por tor¢do geodésica, curvatura geodésica e a curvatura normal. Veja em DO
CARMO, Manfredo P. - Differential Geometry of Curves and Surfaces, Prentice Hall, Englewood
Cilffs, N. Jersey, 1976. P. 261- ex.14.
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Este resultado, que serviu de ferramenta para Hadamard, diz em linguagem atual
que a integral da curvatura de Gauss de uma superficie compacta € um invariante
topoldgico da superficie. Ha outras formas de enunciar 0 mesmo resultado e muitos
outros teoremas surgiram da generalizagdo do teorema de Gauss-Bonnet, como o
teorema de Cartan-Hadamard e o teorema de Chern-Gauss-Bonnet, provado por S. S.
Chern em 1944.

Hadamard passa entdo a construir uma superficie com ramos que tendem ao
infinito, sugerindo os seguintes passos: Sejam P e P"dois pontos situados sobre o eixo
Oy, simétricos em relacdo a origem do sistema cartesiano tridimensional. A todo ponto
M, associa a sua projecdo M, sobre o plano horizontal xOy. Denota poro e por ¢~ as

distanciasde MpaPeaP’.

X Mo

Fig.4. Construcéo de superficies com ramos infinitos

- x o ) -
A superficie de equagdo z = k.Iog(EJ onde k € uma constante, constitui uma

superficie de curvatura negativa que possui trés ramos que se estendem ao infinito,
um a partir dos valores estritamente positivos de z, outro a partir de valores
estritamente negativos de z e o terceiro, estendendo-se sobre o plano horizontal. O
traco desta superficie possui um plano de simetria, o plano vertical gerado por PP”, um

eixo de simetria (a perpendicular ao meio de PP") e um centro de simetria. Sobre a
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esfera, este Ultimo ponto descrito, corresponde a um ponto O (ndo singular) que é uma

ramificac@o riemanniana da representacao esférica.

Para aumentar o nimero de ramos que tendem ao infinito, € necessario

aumentar o nimero de pontos P e P". Sejam Py, P,, ..., Pm e Py, P, ..., P, pontos

quaisquer do plano horizontal xOy e 6,,9,..0,,, ¢,,0,,.0, as distancias

m? n

m

- - . 0,..0
respectivas de M, a estes pontos. A superficie de equacédo z = k.log] —"-
1@

, onde

k € uma constante, € uma superficie de curvatura negativa. Esta superficie possui
também m+n+1 ramos que se estendem ao infinito, sendo m nas direcdes dos

Z positivos, n dos z negativos e uma se estendendo no sentido horizontal.

Fig. 5 Superficie estudada por Hadamard. Retirada de seu artigo.

Hadamard formula uma hip6tese bastante geral sobre as superficies de
curvatura negativa que permitiu reduzir o estudo da superficies infinitas ao estudo das

superficies finitas e a conceituar ordem de conexao.
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Tomemos a superficie S da figura 5. E possivel, por cada um de seus trés ramos
infinitos N;, tracar sobre S uma curva C; de tal maneira que o ramo infinito N; , limitado
pela curva C;, possa ser construida a superficie, por C; , quando C; se distancia ao
infinito sobre o ramo. Além disso, exige-se que, apoés retirar da superficie S os ramos
infinitos, a superficie restante S limitada por C;, seja finita. Veja a figura 6 abaixo

para i =3.

\/\
D

C1 C2
S \—/—\

Fig.6 Curvas sobre a superficie S

Hadamard diz que, sendo as curvas C; escolhidas de maneira conveniente, ha
uma parte finita S da superficie S, que € limitada por essas curvas, fazendo-as variar
continuamente, de maneira que se distanciem ao infinito. Leva-se S” em S sem que,
nesta variacdo, a superficie S° percam as propriedades que importam do ponto de
vista da geometria do artigo. Fica claro que, nestas condi¢fes, o que resta de S apos a
retirada de S” se compfe de partes infinitas, as chamadas nappes, ja traduzidas por

ramos.

Ha, porém, superficies de curvatura negativa para as quais a hipétese de
Hadamard para tornar a superficie finita ndo pode ser verificada, como o caso da
superficie minima de Neovius, citada como exemplo, no paragrafo 8 da primeira parte
do artigo. Esta superficie apresenta uma infinidade de buracos equidistantes uns dos
outros em trés direcdes retangulares. No artigo, estas superficies sdo descartadas por

Hadamard momentaneamente, ndo havendo necessidade de um estudo particular
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para elas, uma vez que a conclusao final que se obtém em sua pesquisa pode ser
generalizada, segundo ele, “sem muita dificuldade” para quaisquer superficies de

curvatura negativa.

De acordo com Brakke (2004), superficies como a Superficie de Neovius sao
hoje conhecidas por superficies minimas triplamente peridédicas e foram descobertas
pela primeira vez por Schwarz em 1856. Schwarz foi professor de Neovius e o
influenciou em seus estudos. Noevius escreveu o artigo Bestimmung zweier speciellen

Minimalflachen em 1883, descrevendo as propriedades de tais superficies.

Fig. 7 A superficie de Neovius gerada computacionalmente

O que é importante para Hadamard, em linguagem atual, é que as propriedades
topologicas da superficie S sdo as mesmas de S’. Estas propriedades séo
caracterizadas por dois nimeros. O primeiro é denotado por n e representa o numero
de bordos C; , equivalente ao nimero de ramos infinitos N; da superficie S. O segundo
namero, denotado por g, é definido deformando-se continuamente S” de maneira que,
cada bordo C; seja reduzido a um ponto. Desta forma, obtém-se uma nova superficie
S, finita como S’, que por sua vez ndo possui bordo. As propriedades topoldgicas de

S’ séo caracterizadas pelo numero de buracos g , denominado genus da superficie.
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Sabemos, ap0ds os estudos de Riemann, que o genus da superficie é igual a 2g ,
se for exatamente igual ao nimero maximal de seccdes que podemos tracar na
superficie S”°, sem que ela seja cortada em duas partes. Hadamard utiliza a
terminologia de Riemann e define a ordem de conexdo de uma superficie S pela
expressao 2g + n. Isto €, o nimero, aumentado em uma unidade, de sec¢des que €
necessario efetuar sobre a superficie S para transforma-la em uma superficie

simplesmente conexa, composta por uma Unica parte, e sem buracos.

Hadamard analisa em seguida, os tipos de ramos que uma superficie pode ter.
Podemos destacar dois tipos: os ramos infinitos évasées e os ramos infinitos ndo
évasées®. Hadamard define formalmente os ramos infinitos évasées no paragrafo 12

da primeira parte de seu artigo da maneira a seguir.
DEFINICAO 1:
“Consideremos um determinado ramo como sendo originado pelo deslocamento de

uma curva moével C. O ramo é dito évasé se o comprimento desta curva aumenta

indefinidamente a medida que ela se desloca”.

O paraboldide hiperbdlico e o hiperboldide de uma folha sdo exemplos de superficies

que possuem ramos infinitos évasés, segundo a definicdo contida no artigo.

R

\\\\\{\\““ ’
AWitwanves g
s

Fig..8 O paraboldide hiperbdlico e o hiperboldide de uma folha

¥ Segundo o dicionario Le Nouveau Petit Robert, Ed. Hachette, 2000, a definicéo de évasée é
“objet cylindrique tubulaire qui va s”enlargissant”, isto é “objeto cilindrico e tubular que vai se

alargando”.
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DEFINICAO 2:

“As folhas infinitas non évasées sdo aquelas em que uma curva movel C possui um
perimetro inferior a um limite determinado e esta série de posicbes ndo é

necessariamente continua”.

Um exemplo de superficie que possui folhas non évasées é a superficie de revolucéo

cujo meridiano possui uma assintota paralela ao eixo®.

Hadamard afirma que as superficies que possuem ramos infinitos non évasés
sdo um caso singular e, para evitar as dificuldades que elas podem trazer, assume a
hip6tese de que a superficie S estudada em seu artigo possui somente ramos infinitos

évaseés.

E possivel modificar ligeiramente a definicdo da superficie de equacéo

7= k.Iog(gj, cuja ordem de conexdo é 3+2.0=3, a fim de que os ramos infinitos

tornem-se évasés. Basta, por exemplo, aumentar o raio de cada secc¢édo horizontal de

, . k.x ,
uma quantidade proporcional a z=——— que equivale a parte real de z= — .
X“+y X+1y

Assim, torna-se possivel criar superficies de curvatura negativa possuindo um nimero

gualguer de ramos infinitos évasés.

Em seguida, Hadamard, ir4 transformar os ramos infinitos évasés descritos

anteriormente em buracos.

¥ Hadamard conclui a presenca de uma direc&o assintética e remetendo-se ao paragrafo 5 da
primeira parte do artigo, mostra que ocorre um fato geral nas superficies por ele estudadas: a
existéncia de um cilindro vertical convexo I cujas folhas infinitas estdo contidas em seu
interior.
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“Nous venons d’obtenir des surfaces a
courbure négative présentant un nombre
quelconque de nappes infinies; le procédé
suivant va nous fournir, au contraire, des
surfaces offrant un nombre plus ou moins grand
de trous.”(HADAMARD, 1898, p.743).

Para obter superficies com buracos, Hadamard sugere, no paragrafo 18 da

primeira parte do artigo, a construcdo seguinte. Considere dois hiperboldides de

PRY 2
equacdes: U E%+y——z—1=0 eVEM+___:0

A parte da superficie UV =¢, com & >0 representa uma superficie composta
por duas superficies parciais, uma situada na regido U >0e V >0 e outra na regido
U<0 e V<0. O caso da segunda regido sera descartado, pois o artigo aborda
somente as superficies conexas. Assim sendo, para U >0e ,V >0 temos uma
superficie que possui curvatura negativa, com dois ramos infinitos, com ordem de

conexdao iguala 2 + 2.1 = 4 e um buraco.

Obteremos duas folhas infinitas e um nimero qualquer de buracos, considerando
um nuamero qualquer de hiperboléides iguais, que possuem um eixo transverso

seguindo uma mesma reta.

Um resultado andlogo é conseguido associando a  superficie

z =k.log(5,0,...0,) com a sua superficie simétrica em relagdo a um plano paralelo ao

plano xOy e z positivo, obtendo-se uma superficie com duas folhas infinitas e com

m — 1 buracos. Analogamente podemos obter um numero maior de folhas infinitas

k.lo
seguidas por buracos, combinando a superficie z= g(5§2 On) com suas

superficies simétricas sucessivas em relacdo a um certo nimero de planos paralelos.
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Fig.9 Hiperboléide com um buraco. Retirado do artigo de Hadamard

Hadamard termina a primeira parte de seu artigo obtendo uma superficie de
curvatura negativa com mais de dois ramos infinitos a partir de um hiperbol6ide de
revolugéo de uma folha'?, cortando esta superficie por diferentes planos que passam
por um diametro determinado Oy do maior circulo e fazendo girar cada secgéo ao
redor de Oy, de um angulo igual a metade do angulo ¢ . Este é o &ngulo que o plano
da primeira seccao faz com o plano equatorial. Mais genericamente, ao invés de
diminuir o angulo que faz uma seccdo qualquer com o plano equatorial entre 1 e 2,

pode-se diminuir este mesmo angulo entre 1 e p, com peZ. A nova superficie

assim obtida é representada parametricamente em fungéo de ¢ e de um vetor-raio de

2 No paragrafo 9 de seu artigo, Hadamard afirma que o método usado para construir uma
superficie de curvatura negativa, a partir do hiperboldide de revolugdo de uma folha foi
desenvolvido depois de assistir a uma conferéncia proferida por Brunel, em 4 de margo de
1897, na Société des Sciences Physiques et Naturelles de Bordeaux
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valor p, através das féormulas: x= p.singd, y’>=a’+ p>.cos(2pp) e z=p.Ccose.

A equacdo do plano tangente a esta superficie serd definida por

(dx.sing + dz.cos¢).cos(2pe + p.(dz.sing — dx.cos ¢).sin(2 pgo)—y'—dy =0 e a curvatura
yo,

2
definida por D.D"-D’ = —%[pz.sinz(Z pp)+(2p* —1).cos’(2 pgo)].

Esta superficie possui curvatura negativa. Ela admite como Unicos pontos

singulares a distancia finita: os pontos x=z=0, y==a. Segundo Hadamard estes

pontos de singularidade ndo interferem no resultado obtido. Esta superficie possui,

além da curvatura negativa, 2p ramos infinitos.
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2.4 - Consideracdes da Analysis Situs.

Hadamard utiliza diversas nocGes da Analysis situs em seu artigo. Por

exemplo,ele afirma em sua terminologia que:

(1) duas curvas fechadas tracadas sobre uma mesma superficie sdo de “mesma
espécie” se sdo redutiveis uma a outra por uma deformacédo continua efetuada
sobre esta superficie;

(2) duas curvas C e C" que unem dois pontos a e b sdo do “mesmo tipo” se é
possivel passar de uma a outra por deformacdo continua de maneira que 0s
pontos a e b permanecam fixos;

(3) duas curvas C e C" que unem um ponto a & uma curva L sdo do “mesmo tipo”
se é possivel passar de uma a outra por deformacao continua de tal modo que
a extremidade a permanecga fixa, enquanto a outra extremidade descreve a
linha L e que

(4) as diferentes espécies de curvas fechadas constituem as curvas elementares.

Hadamard chama a atencéo para o fato de que muitas vezes, a escolha dos
contornos elementares possui um certo grau de arbitrariedade, mas que um contorno
de um tipo pode se reduzir a um contorno de um outro tipo por transformacdes
continuas. Cada contorno € equivalente a um bordo determinado da superficie,

correspondendo a um ramo infinito da superficie.

Os contornos elementares nao sao todos independentes, ha entre eles uma
relacdo que permite observar um contorno elementar como uma combinacdo de
outros. Um contorno qualquer ABCD... é redutivel a uma série de contornos
elementares C™ C;™C+™ ... O valor de m indica o sentido pelo qual se percorre a

curva.

Em alguns casos ndo se considera essencialmente distintos de um contorno
determinado os seus diferentes multiplos. Sob este ponto de vista, uma superficie de
ordem de conexdo igual a dois tera somente uma espécie de contornos ndo redutiveis.
Se a ordem de conexdo for maior do que dois, os contornos diferentes uns dos outros

sdo infinitos. Por outro lado, h4 um numero finito de espécies de contornos cujo
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comprimento é inferior a um comprimento qualquer. Esta observacédo é fundamental

para a definicdo de geodésica como o caminho mais curto

Um arco de geodésica unindo dois pontos a e b é o mais curto de todos os
caminhos com as mesmas extremidades e do mesmo tipo. Pensemos num cilindro.
Sobre um cilindro, um arco de geodésica que liga dois pontos a € b € um arco de
hélice. H4 uma infinidade de maneiras de se obter arcos de hélices unindo dois pontos
de um cilindro. Todos séo arcos de geodésicas e seus comprimentos séo diferentes.
Na verdade eles ndo séo redutiveis uns aos outro por uma transformacao continua.
Para verificar tal fato basta marcar sobre um retangulo que representa a planificacdo

de um cilindro (obtido segundo o corte por uma de suas geratrizes) dois pontosaeb e

tracar o segmento AB. Ao recompor o cilindro, obtemos uma hélice. Se o retangulo é
duplicado, podemos tracar um segmento que une 0S pontos a e b com um
comprimento mais longo. Ao recompor este cilindro, a partir do retangulo duplicado,
obtemos um novo arco de hélice, de comprimento mais longo, que é também um arco
de geodésica, pois, entre todas as curvas que unem a e b do mesmo tipo (dando uma

volta completa) esta é a mais curta.
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2.5 — Teoremas fundamentais, linhas geodésicas
fechadas e linhas geodésicas assintoticas.

Sabemos que a geometria de uma superficie muda radicalmente de acordo com
o sinal da curvatura desta superficie. No artigo “Sur certaines propriétés des
trajectoires en dynamique” de 1897, Hadamard estuda as geodésicas sobre
superficies de curvaturas totais positivas. O resultado obtido diz que “sobre uma
superficie de curvatura total positiva, toda geodésica fechada é cortada uma infinidade
de vezes por outra geodésica”. Hadamard demonstra este resultado considerando
uma geodésica fechada L e tomando por coordenadas um arco v de L, contado a partir
de uma origem fixa até o pé de uma geodésica normal a primeira, e o arco u desta
Ultima geodésica, contada a partir de seu pé. O elemento linear sera
o°C

RR au?

minimo de u é necessariamente 0. O mais interessante € que este minimo é

ds? =du®+C?dv?. A curvatura da superficie é expressa por eo

alcancado uma infinidade de vezes se o ponto variavel percorre uma geodésica.

Sobre uma esfera, dois pontos diametralmente opostos s&o unidos por uma
infinidade de semigrandes circulos e estes sdo do mesmo tipo. Em superficies de
curvatura negativa ndo existem duas geodésicas de mesma extremidade que sejam
do mesmo tipo, como também, obviamente, geodésicas fechadas redutiveis a um
ponto por deformacao continua, pois pontos a e a’ unidos por uma linha determinada,
as assintotas obtidas por a, segundo o tipo aa’ , a duas geodésicas distintas por a ndo
podem coincidir. Desta forma, cada tipo de curva que une dois pontos a e b
corresponde a um unico arco de geodésica possuindo as mesmas extremidades e do
mesmo tipo. A cada espécie de curva fechada, corresponde uma Unica geodésica
desta espécie. Em superficies como o paraboléide hiperbdlico, uma superficie
simplesmente conexa, ndo ha geodésicas fechadas, pois estas seriam redutiveis a um
ponto. Sobre uma superficie de conexao igual a dois, como o hiperbol6ide de uma

folha, h4 somente uma geodésica fechada. Logo, para que o estudo das geodésicas

11 Esta relacdo produz uma conseqiiéncia fundamental para o objeto de estudo do artigo de
Hadamard que expomos. Nas superficies de curvatura negativa, supondo C positivo, temos

2
aCZO
ou’
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fechadas passe a ser interessante € necessario que a ordem de conexao seja no
minimo trés. Neste caso, 0 numero de geodésicas fechadas passa a ser infinito, mas
este conjunto infinito € enumeravel. Estuda-se, em seguida, as geodésicas
assintéticas as geodésicas fechadas de modo analogo ao estudo das trajetérias

assintoticas aos ciclos limites feito por Poincaré.

Assumindo a superficie de curvatura negativa como uma generalizacdo do plano
hiperbdlico e trazendo deste plano os conceitos de retas secantes, ndo secantes e
paralelas, Hadamard conclui que duas geodésicas L e L~ podem apresentar trés
situacdes diferentes. Imaginemos um ponto material m se deslocando sobre uma

linha L, a disténcia de m a L", medida usando as geodésicas de um tipo dado, pode:

(1) Crescer constantemente de —oo a + o0 0ou decrescer constantemente de +o a

—oo (podemos dizer que as duas linhas se cortam segundo o tipo considerado)

(2) Partir de oo e retornar a apoés ter passado por um minimo

(3) Partir de +oo e tender a zero sem jamais mudar de sinal nem de sentido de
variacdo (ou a variacdo inversa). Neste caso, as geodésicas L e L'serdo

assintoticas.

A possibilidade de ocorréncia dos dois primeiros casos € evidente. J& o terceiro
caso se estabelece através de consideracdes da geometria hiperbdlica. Seja a” um
ponto da superficie, A uma geodésica que liga este ponto a um ponto a de uma
geodésica L. Consideremos um ponto m que se desloca indefinidamente sobre L de

maneira determinada a partir do ponto a e tracemos a geodésica a'm do tipo A.

,

a

Mo a

Fig 10. Geodésicas assintéticas. Reproducéo do artigo de Hadamard.
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O angulo ma’a cresce constantemente, mas é constantemente inferior a um
limite determinado a saber, 0 angulo exterior em a do triangulo maa” . Logo, a’m tende
a um limite L". Dizemos que a geodésica L” é uma geodésica assintética a geodésica
L. Reciprocamente, se duas geodésicas L e L" sdo assintética, ou seja, se a distancia
entre elas contada a partir de um determinado tipo tende a zero, a linha L' €
assintética a L pelo método anterior. Em seguida, Hadamard enuncia alguns corolarios

importantes:

e Corolario 1: “Se uma geodésica L~ é assintGtica a uma geodésica L, reciprocamente,

esta Ultima é assintética a primeira, segundo 0 mesmo tipo”.

e Corolario 2: “Duas geodésicas assintéticas a uma terceira sao assintoticas entre si”.

e Corolério 3: “Se a linha L” é a geodésica fechada de espécie &, uma mesma

assintota ndo pode ser originada de dois tipos diferentes.

Este ultimo resultado nos remete ao estudo das geodésicas fechadas. Podemos
destacar que este tipo de geodésica L serd obtido quando for dado: (a) a espécie da
geodésica fechada corresponder a Ly, (b) um ponto a de L e (¢) um tipo de linha que
parte de a em direcdo a Lo. Assim as geodésicas fechadas e as geodésicas
assintéticas sdo reunidas por Hadamard em uma mesma categoria. As primeiras
podem ser vistas como um caso particular das segundas. Esta reunido é imposta pelo
corolario 1, o que permite organizar em uma mesma classe, as geodésicas

assintéticas entre si.

Hadamard termina o estudo das geodésicas assintéticas provando que a
curvatura do triangulo aa’m é inferior a uma quantidade fixa, que podemos assinalar,
desde que conhegamos o comprimento aa” mesmo sem conhecer a posi¢cdo do ponto
a e sem conhecer a posi¢ao da geodésica L, quantidade que tende a zero, juntamente
com o comprimento aa’. O mesmo fato ocorre para a diferenca entre o angulo a’ay e o
angulo que faz a assintota L com o comprimento aa” uma vez que esta diferenca é o

limite da curvatura que sera estudada.
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2.6 — As geodésicas que tendem ao infinito.

Para descrever esta categoria de geodésicas, Hadamard retoma o estudo da

superficie S e de sua parte finita S” limitada por curvas fechadas C..

Sabemos que, se 0s ramos sdo évasées, 0 que é suposto por Hadamard, para
cada C; ha uma unica linha do mesmo tipo. Hadamard supfe que as geodésicas y;
(na figura 11, denotada por I;) limitam S’. Ele conclui que uma geodésica y, que
penetra em uma folha infinita, encontra necessariamente uma geodésica fronteirica y;

infinitamente vizinha da primeira. Por consequéncia, a distancia a y; de um ponto m
gue se move sobre ¥ pode somente continuar a crescer indefinidamente. Como esta

distdncia ndo pode possuir um maximo sobre a geodésica, e deve crescer

constantemente e indefinidamente, esta geodésica sobre o ramo infinito da superficie,

tendera ao infinito. Estas fronteiras, geodesicas fechadas y;, séo estudadas com as

curvas fechadas transversas utilizadas por Poincaré, curvas chamadas ciclos sem
contato, que uma vez interceptadas por uma trajetéria, ndo podem mais ser

interceptadas novamente.

Precisemos a situacao destas geodésicas que tendem ao infinito com base na

figura a seguir. Partiremos de um ponto O pertencente a parte finita S” da superficie e

consideremos uma geodésica y; fronteira do ramo infinito 7,. Uma geodeésica y, que

sai de O e que penetra no ramo infinito 7,, intercepta y, em um ponto m, pois ela

tende ao infinito sobre o ramo infinito. Quando m varia e descreve a curva fechada

7;» @ geodésica que contém O varia e descreve um angulo o formadas pelas duas

geodésicas que partem do ponto O, assintéticas a y;. Estas geodésicas sdo do

mesmo tipo da linha Om. Como este ponto se movimenta continuamente descrevendo

7; de um modo ou de outro, a geodésica Om gira em torno do ponto o sem cessar de

tender ao infinito sobre a folha 7, .

Se a superficie S for simplesmente conexa, como o paraboldide hiperbdlico, ndo

h& geodésica fechada. A distancia a um ponto fixo O de um ponto m que se move
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sobre uma geodésica cresce indefinidamente e todas as geodésicas tendem ao
infinito. A distribuicdo das geodésicas, neste caso, lembra a distribuicdo das retas de

um plano hiperbalico.

Fig.11 Geodésicas que tendem ao infinito. Reprodugéo do artigo de J.L. Chabert.

Se a superficie S possui uma ordem de conexdo igual a dois, havera somente
um contorno elementar, a geodésica fechada correspondente a uma das folhas
infinitas divide a superficie em duas folhas infinitas. Nao h& parte finita S”: todas as
geodésicas tendem ao infinito com excecdo das que séo assintdticas a geodésica

fechada, que passam duas vezes pelo mesmo ponto da superficie.

Fig 12. Geodésicas sobre uma superficie de conexao igual a 2.
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A natureza do resultado obtido por Hadamard nos informa que se a ordem
de conexao for superior a dois, os contornos fechados distintos sdo infinitos e que
estes mesmos contornos relativos aos diferentes ramos infinitos sdo todos distintos

uns dos outros.
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2.7 — A terceira categoria de geodeésicas. Uma

classificagao geral.

Hadamard mostra a existéncia das geodésicas estudadas nesta secdo e as
classifica como geodésicas de terceira categoria, com argumentos puramente
retirados da Analysis Situs. No artigo intitulado “Sur les lignes géodesiques”, publicado
um ano antes do artigo estudado nesta dissertacdo, Hadamard jA enunciava a

existéncia de tais geodésicas.

“L"éxistence des trois prémieres catégories est
incontestable, mais nous ne pouvions rien dire,
jusqu’ici, relativement a la derniére. (...)
I'ensemble E étant parfait, est de la seconde
puissance, et se compose des lignes issues de
O et appartenant aux catégories 1, 2 et 4. Or
les lignes partant de O et correspondant aux
deux premieres catégories forment une infinité
dénombrable. Donc il existe des lignes de la
quatrieme  catégorie”.(HADAMARD, 1897,
p117).

Hadamard apresenta, entre os paragrafos 53 e 58, as geodésicas que nao
pertencem as categorias estudadas anteriormente (as que sao fechadas, as
assintéticas as geodésicas fechadas e as que tendem ao infinito). Esta nova categoria
de geodésicas é a base para o resultado final enunciado em seu artigo. O estudo de
tais geodésicas é enunciado tomando-se as superficies cuja ordem de conexado é
estritamente superior a dois. Como exemplo de tais superficies, podemos destacar a
superficie da figura 3 deste texto, uma vez feitas as retificacdes necessérias para

transformar os seus ramos em ramos évasés.

A necessidade de uma nova categoria de geodésicas advém da distingdo posta

em evidéncia por Cantor entre conjuntos infinitos enumeraveis e conjuntos infinitos
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ndo-enumeraveis'?. Hadamard fixa um ponto O na parte finita de S” e considera um
conjunto E das dire¢des iniciais das linhas geodésicas partindo de O e ndo se
distanciando infinitamente. O conjunto E é formado pelas dire¢ées ndo contidas no

interior dos angulos « limitados por duas assintotas que partem de O em direcdo a
uma das geodésicas fronteiricas y,. Este conjunto E contéem em particular estas

assintotas que definem os éangulos e é idéntico ao conjunto de seus pontos de
acumulacéo, logo é um conjunto perfeito. Pelos trabalhos de Cantor um tal conjunto é
necessariamente nao-enumeravel. Como, no interior deste conjunto ndo-enumeravel
de geodésicas que ndo tendem ao infinito, as geodésicas fechadas e as geodésicas
que lhes sdo assintéticas constituem um conjunto enumeravel, ha necessariamente
geodésicas de uma outra categoria. Como sdo estas geodésicas? O que podemos
dizer sobre elas? Fica evidente que o fato desta nova categoria de geodésicas ndo
pertencer a nenhuma das destacadas anteriormente imp&e sua localizacdo no interior
da superficie finita S” e, como este tipo de geodésica fica confinada sobre uma

superficie finita, podemos encontrar pontos m e m’ sobre a geodésica y que

afastados ao mesmo tempo sobre esta geodésica e muito proximos se tomamos uma

distancia medida sobre uma outra geodésica, como esbog¢ado na figura a seguir.

Fig 13. As geodésicas de terceira categoria

2 Segundo a linguagem moderna da Anélise matematica, um conjunto E é dito enumeravel
quando ¢ finito ou quando existe uma bijecdo f :IN — E . No segundo caso, E é denominado

infinito enumeravel e cada bijecdo é chamada de uma enumeracdo dos elementos de E. O
principal exemplo de conjunto ndo-enumeravel é o conjunto dos nameros reais. Cantor mostra
a existéncia de conjuntos ndo-enumeraveis a partir do conceito de cardinal.
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A esta situacdo podemos associar uma geodésica fechada de modo que ela e a

geodésica y se aproximem. Como y ndo pode lhe ser assintotica, apds se aproximar

até um certo valor minimo, ela se afastara. Este mesmo experimento repetido, mostra

gue ao se afastar, y se aproxima em seguida de uma outra geodésica fechada para

depois se afastar dela hovamente e assim sucessivamente aproximando-se umas das
outras cada vez mais, de maneira consideravel. Este tipo de comportamento se
assemelha aquele que foi descrito por Poincaré nos Méthodes Nouvelles de
o , i ~dW_1ac|, (duY’
Mécanique Céleste, no qual equagdes do problema, do tipo —-=—.—|1-| —| |,
ds® C du ds
admitem uma solucdo periddica, cujo periodo pode ser muito grande e tal que a
diferenca das solucfes pode ser tdo pequena quanto queiramos durante um tempo tao

grande o quanto queiramos.

A partir das propriedades do conjunto E, Hadamard conclui que:

(1) navizinhanca de uma linha L, a partir do conjunto E, encontram-se geodésicas
gue tendem ao infinito sobre ramos infinitos, uma vez que o ponto P pode ser

tomado sobre qualquer ramo infinito.

(2) na vizinhanca desta mesma linha, existem também outras linhas que

Y \

permanecem a distancia finita, em particular as assintotas a todas as

geodésicas y;.

Hadamard observa que, ao passo que toda geodésica que tende ao infinito esta
envolta por um continuum de geodésicas caracterizadas pelas mesmas propriedades,
ao contrario, qualquer mudanca, por menor que seja, na direcdo inicial de uma
geodésica que permanece a uma distancia finita, é suficiente para levar a uma
variacdo qualquer no comportamento final da curva.

Este exemplo é, portanto, um caso do que chamamos nos dias de hoje de

sensibilidade das condic¢des iniciais para um sistema dinamico.
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Segundo Nabonnand (1995): “A classificacdo foi obtida a partir de uma
compreensdo refinada da geometria das superficies de curvatura negativa e de uma
analise qualitativa da equacéo das geodésicas. A partir desta classificagdo, Hadamard
considera o conjunto das geodésicas como um objeto matematico a descrever. As
propriedades topolégicas do conjunto das geodésicas sdo deduzidas de
consideracfes gerais sobre o comportamento global das geodésicas, que levam em

consideracdo a geometria e a topologia da superficie (...)".

Ainda de acordo com Nabonnand (1995), Poincaré comenta o artigo anterior de
Hadamard numa conferéncia proferida na Académie des Sciences de Paris, em 1897,
dizendo que Hadamard estava desenvolvendo seus estudos sobre geodésicas,
restringindo-se as superficies de curvatura negativa e que esta restricdo o permitira
eliminar dificuldades, o que n&o aconteceria se tivesse trabalhando sobre uma
superficie de curvatura qualquer ou sobre uma superficie convexa; e que este era um
bom sinal, pois poderia alcangar resultados mais completos. Este comentario do ilustre
matematico torna-se realidade com a publicacdo do artigo de Hadamard no ano

seguinte.

O resultado de Hadamard, aqui apresentado, suscita muitos questionamentos na
filosofia da matematica e na filosofia da fisica. Segundo Poincaré (1905b) “A
matematica tem um triplice objetivo. Deve fornecer um instrumento para o estudo da
natureza. Mas nao so6 isso: tem um obijetivo filoséfico e, ouso dizer, um objetivo
estético. Deve ajudar o filésofo a aprofundaras no¢des de namero, espaco e tempo.
Seus adeptos, sobretudo, encontram nela fruicbes analogas as proporcionadas pela
pintura e a musica. Admiram a delicada harmonia dos nimeros e das formas,
maravilham-se quando uma nova descoberta lhes abrem uma perspectiva inesperada;
e a alegria que assim experimentam ndo tem o carater estético, embora os sentidos
ndo tenham nela nenhuma participagdo? Poucos privilegiados sdo chamados a goza-
la plenamente, é verdade, mas ndo acontece 0 mesmo com 0Ss mais nobres antes?
Por isso, ndo hesito em dizer que a matematica merece ser cultivada por si mesma, e
que as teorias que ndo tém aplicacdo na fisica devem sé-lo, tanto como as outras.
Mesmo que o objetivo fisico e o objetivo estético ndo fossem solidarios entre si, ndo
deveriamos sacrificar nenhum dos dois. (...) esses dois objetivos sdo inseparaveis e o
melhor meio de atingir um € visar o outro, ou ao menos jamais perde-lo de vista. (...) O

matematico ndo deve ser para o fisico um simples fornecedor de férmulas; € preciso
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gue haja entre eles uma colaboracao mais intima. A fisica matematica e a analise pura
ndo sdo apenas poténcias limitrofes, que mantém relacbes de boa vizinhanga;
penetram-se mutuamente, e seu espirito € o mesmo. Isso sera melhor compreendido
quando eu tiver mostrado o que a fisica recebe da matematica e o que a matematica,

em compensacéo, toma da fisica”.

Quais as implicacdes deste resultado para a fisica? Passaremos a seguir a uma
discussdo que analisa esta questdo a partir da visdo do fisico e fil6sofo da fisica,
Pierre Duhem, um dos primeiros a se dar conta da profundidade das consequéncias

dos resultados obtidos por Hadamard que acabamos de analisar.
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Capitulo 3

Uma visao filosofica do artigo de

Hadamard segundo Pierre Duhem.

Um tolo ndo vé a mesma arvore que um sabio.

William Blake, Proverbs of Hell

Vamos neste capitulo descrever em linhas gerais a obra de Pierre Duhem: “La
Théorie Physique. Son object et sa Structure” publicada em 1906, para a seguir
concentrar a nossa atengcdo especial na segunda parte do texto que detalha a
“Estrutura da Teoria Fisica”, mais especificamente, no terceiro capitulo, o qual se
dedica a deducdo matematica e a sua ligacdo com a teoria fisica. Em 4.1 ndo temos
como objetivo analisar nem apontar opinides sobre os topicos abordados pelo autor ao
longo do seu texto, apenas situar o leitor desta dissertacdo, na contextualizacdo
tedrica sobre a qual o paragrafo intitulado “Exemples de déduction mathématiques a
tout jamais inutilisable” se encontra; paragrafo este, como dito anteriormente, objeto

principal deste capitulo.
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3.1 — O objeto da teoria em Fisica e sua estrutura.

Em seu livro “La Théorie Physique. Son object et sa structure” *3

publicado em
1906, o fisico e fil6sofo da fisica Pierre Duhem faz uma analise l6gica do método sob o

gual se baseia a Fisica Tedrica como ciéncia.

Antes de aplicar um instrumento ao estudo de um fenémeno, o experimentador
cheio de certezas, demonstra este instrumento, examina cada passo da experiéncia
que realizara com este instrumento, testa-o varias vezes e propde novas variaveis até
descobrir, de uma maneira exata, o valor real deste instrumento, assim como sua
precisdo. Os fatores para 0s quais este instrumento é, ou ndo, utilizavel também
servem de base para os estudos de um experimentador, podendo fazer um uso mais

seguro deste.

Como um experimentador com o seu instrumento, Pierre Duhem faz a andlise da
Fisica Tedrica em seu livro. Pesquisa um objeto e a sua preciséo, e apoés identifica-lo e
desvenda-lo, procura conhecé-lo, ordena-lo e examinar a sua estrutura. A partir da
identificacdo da estrutura, o autor estuda sucessivamente cada operacdo para as
quais ela se constitui e como cada uma se reporta ao objeto da teoria fisica em

guestao.

Ao longo do texto vemos muitas exposi¢cdes de teorias sobre os fenbmenos
naturais esclarecidas através de exemplos simples, de facil compreenséo pelo leitor e
organizados de maneira didatica. S&o exemplos retirados do dia-a-dia de um fisico
tedrico ou experimental. Nao é um texto onde se expde um sistema logico seguido de
simples contemplacbes gerais, nem por uma contemplacao em que o concreto ndo se

faz presente, ele nasceu e se desenvolveu através da pratica cotidiana da ciéncia.

A primeira parte tem como titulo “Do objeto da teoria em Fisica” e trabalha com a
questdo “qual é o objeto de uma teoria em Fisica?”. Encontramos duas respostas. A
primeira diz que este objeto é a explicagdo de um conjunto de leis experimentais
estabelecidas, entendendo por explicacdo, a depuracéo da realidade das aparéncias

que as envolvem como um Vvéu, a fim de ver esta realidade nua face-a-face. A

3 p.Duhem.La théorie physique. Son object et as structure.,Paris:Chevalier et Riviére,1906.
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observacao dos fenémenos fisicos ndo nos leva a realidade que se esconde sob as
aparéncias sensiveis, mas a estas préoprias aparéncias sensiveis, presas sob uma
forma particular e concreta. As leis experimentais passam a ndo ter vantagens sobre o
objeto da realidade material, elas tratam das préprias aparéncias sensiveis sob uma
forma abstrata geral. Ao desfazer o véu que encobre a realidade das aparéncias
sensiveis, a teoria vai procurar o que realmente existe no corpo da estrutura. A
segunda resposta nos diz que uma teoria em Fisica é um sistema abstrato que tem
por objetivo resumir e classificar logicamente um conjunto de leis experimentais, sem,

portanto, ter a pretensdo de explicar tais leis.

O autor esclarece ao leitor as duas respostas através dois exemplos. O primeiro
toma por base os instrumentos de corda. Descreve os efeitos que as combinagdes das
notas nos da aos sentidos, questiona a emogéo, a sensacgdo auditiva e logo a seguir
descreve informagdes gerais e abstratas baseadas na Acustica, como as nogfes de
oitavas, de acordes maiores e menores, da intensidade do som, dos movimentos
periddicos, amplitude, freqiiéncia, isto &, conceitos que estdo sob o véu que encobre a
realidade da aparéncia sensivel e que ndo interessa ao simples apreciador (aquele
sem conhecimento da teoria) da musica. Um outro exemplo proposto por Duhem
advém da teoria vibratoria da luz, que da uma explicacdo hipotética para os
fenbmenos da visdo. Ela supde que todos os corpos que ndés vemos, que nos
sentimos, que nos pensamos estdo mergulhados em um meio inacessivel aos Nn0ssos
sentidos e de uma certa forma imponderavel, nomeado éter. A este éter a teoria
vibratéria da luz atribui algumas propriedades mecéanicas, admitindo que toda luz
simples é uma vibracao transversal muito pequena e muito rapida do préprio éter,
determinando a freqiiéncia e a amplitude desta vibracdo e caracterizando a cor e o
brilho desta luz. De toda forma, ndo se pode perceber este éter a ndo ser pelo
movimento da vibragdo luminosa. Esta teoria se esforca para mostrar que estes
postulados nos levam aos conceitos primitivos da 6ptica experimental. O autor diz que,
segundo esta opinido, a Fisica tedrica esta subordinada a Metafisica, que o valor de
uma teoria fisica depende do sistema metafisico que se adota; mas que a0 mesmo
tempo, nenhum sistema metafisico é suficiente para edificar uma teoria fisica. Assim,
descreve a teoria fisica como uma representacdo econdmica de leis experimentais
considerando a teoria como classificagdo e afirmando posteriormente que a teoria

tende a se transformar em uma classificacdo natural, isto € um conjunto de operacdes
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intelectuais que se baseia sobre o abstrato e ndo sobre individuos concretos. Duhem

diz no segundo paragrafo do capitulo | da primeira parte:

“Si une théorie physique est une explication, elle
n"a pas atteint son but tant qu’elle n"a pas écarté
toute apparence sensible pour saisir la réalité
physique”. DUHEM,1906,p.4)

Duhem completa a primeira parte de seu livro descrevendo as teorias
representativas, o papel das classificacdes naturais e as explicacdes de fenbmenos de
acordo com a evolugcdo das teorias fisicas desde os estudos de Descartes até os
estudos que permearam 0s primeiros cinco anos da década de 1900, descrevendo
varias opinides de fisicos e fildsofos sobre a natureza das teorias fisicas. Dedica
grande parte de suas conclusdes as teorias abstratas e aos modelos mecanicos. As
idéias expostas no fechamento da primeira parte sdo desenvolvimentos de escritos
contidos em um artigo intitulado: “L"école anglaise et les théories physiques” publicado

em outubro de 1893 pela Révue des Questions Scientifiques.™

Na segunda parte do livro encontramos um detalhado texto que descreve a
estrutura da teoria fisica. Conceitos que envolvem: quantidade e medida, quantidade e
qualidade e a Fisica puramente quantitativa, estdo presentes nesta parte do livro,
vindo culminar com o capitulo cujo exemplo é exatamente a interpretacdo o resultado

obtido por Hadamard.

Duhem chama atencéo para conceitos como: deduc¢do, aplicacdo e precisdao em

Fisica e em Matematica.

Nos capitulos subseglientes dedica-se a experiéncia em Fisica. Afirma que uma
experiéncia em Fisica ndo é simplesmente a observacdo de um fendmeno, mas
também a interpretacdo tedrica deste fendbmeno, assim como o resultado de uma
experiéncia em Fisica é um julgamento abstrato e simbdlico. Mesmo assim, a
experiéncia em Fisica continua sendo mais precisa e mais detalhada do que a simples

constatagdo néo cientifica de um fato.

* Uma leitura interessante, que deve ser feita de maneira cuidadosa, encontra-se no nono
paragrafo do quarto capitulo da primeira parte, intitulado “L’'usage des modéles mécaniques
est-il fécond en découvertes?”.
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Os dois ultimos capitulos tratam da teoria Fisica e de como trabalhar com as
hipoteses que se relacionam com um fendmeno natural. Em especial, o fechamento do
livro faz um passeio sobre os pensamentos dos cientistas que ajudaram a construir e a

questionar a Teoria em Fisica.

Muitas das idéias relativas ao objeto da teoria j& eram difundidas por outros
pensadores como Henri Poincaré, mas quanto aos conceitos relativos a estrutura e a
organizacao da Fisica levam-nos a crer que Duhem compilou e descreveu muito bem
as bases sobre as quais a Teoria Fisica se estabeleceu no periodo de tempo

estudado.
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3.2 — A deducao matematica e a teoria fisica

3.2.1 — Mais ou menos Fisica e precisdo matematica

Segundo Pierre Duhem, quando propomos construir uma teoria fisica devemos
escolher as propriedades que revelam algo a observacdo, aquelas para as quais
podemos olhar como “qualidades primeiras”. A seguir, devemos representa-las por
simbolos algébricos ou por simbolos geométricos e, por fim, estabelecer relacdes
entre eles que servirdo de principios as deducbes para as quais a teoria se
desenvolvera. O enunciado de hipGteses sobre a teoria em questdo deve ser
analisado de maneira natural conhecendo o terreno sobre o qual a teoria se
fundamenta. Somente ao fim de um estudo é que se pode precisar as condi¢cdes que

se imp&em a escolha das hipoteses.

O desenvolvimento matematico € visto por Duhem como o0 exame constitutivo de
toda teoria fisica. Para ele a deducdo matematica € um intermediario cujo objetivo é
nos ensinar que mesmo plenos de hipéteses fundamentais sobre a teoria, podemos
chegar a uma dada circunstancia, assim como analisar mais precisamente que efeitos
foram produzidos a partir do fendbmeno. Para ilustrar a afirmativa, o autor cita uma
experiéncia em termodindmica: “ao submeter um bloco de gelo a uma dada

compressao este bloco derretera para uma dada temperatura”.
Duas questdes séo levantadas por Duhem em relacdo a dedugcdo matematica:
(1) A dedugdo matematica contém em seus calculos as circunstancias primeiras
(propriedades que revelam a observacdo) de maneira concreta de modo que

seja possivel observa-las?

(2) Retiram-se dela os fatos que nomeamos consequéncias ou estes sSao

facilmente constataveis?
As respostas de Duhem para tais questbes sdo negativas. Um aparelho de

compressao, um bloco de gelo e um termémetro sdo objetos que um fisico manipula

em seu laboratério e ndo elementos sobre os quais o calculo algébrico se efetua, pois
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este somente combina nimeros. Para que um matematico possa introduzir nestas
férmulas as circunstancias concretas de uma experiéncia, é necessario que elas sejam
introduzidas por meio de medidas traduzidas por numeros. Expressfes, como por
exemplo, uma dada presséo, devem ser definidas por um determinado numero de
atmosferas para serem introduzidas em uma equacao matemética, e mesmo assim, o
que o matematico obtera através de calculos sera um outro numero. Ficam as
perguntas: o0 que este numero esta representando? Sera necessario, entdo, recorrer
aos métodos de medida para estabelecer uma correspondéncia entre uma certa
indicacdo do termémetro e o valor numérico assumido pela variavel que representa a
temperatura na equacao algébrica estabelecida? A resposta é sim. Volta-se, entdo, ao
ponto de partida. O desenvolvimento matematico da teoria fisica ndo expressa

exatamente o fendmeno fisico, mas somente a sua traducao simbdlica.

Para que circunstancias de uma determinada experiéncia sejam introduzidas nos
calculos é necessério fazer uma nova versdo da linguagem de observacéo concreta
para a linguagem dos numeros; é importante que um tema transforme um valor
numérico em uma indicacdo formulada na linguagem da experiéncia. Assim, 0s
métodos de medidas passam a ser o vocébulo que torna possivel fazer estas duas
tradugcbes num sentido inverso. Duhem escreve em seu proprio texto que “quem
traduz, trai”, ndo havendo jamais uma adequacdo perfeita entre os dois textos ou
situacbes de modo que uma versdo faca corresponder exatamente a outra. Ha,
portanto, uma diferenca extrema entre um fato observado por um fisico e uma
equacdo matematica que o modela. E mais uma vez a experiéncia opondo-se a teoria.
Esta afirmativa de Duhem é muito forte, e antes que o leitor pudesse se opor a esta
opinido, mais um exemplo vem ilustrar a sua teoria: a distribuicdo de uma determinada

temperatura, de uma dada maneira ao longo de um determinado corpo.

Em termos tedricos tudo é determinado de maneira precisa: o corpo estudado é
determinado pela geometria, todos os seus pontos sdo conhecidos, para cada ponto
do corpo ha uma temperatura associada a ele; e esta temperatura é para cada ponto
um namero que se confunde com algum outro namero, pois pontos diferentes podem

ter temperaturas iguais.

Sendo o corpo em questdo um bloco de concreto, convexo, de arestas sem

espessura, com medidas de suas dimensdes e medidas de seus angulos bem
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definidas, é possivel determinar a temperatura deste bloco, mas se o bloco for
cbncavo, com arestas denteadas, com “esquinas” arredondadas, com pontos
irregulares, n&o sera possivel determinar novamente a temperatura do bloco, mesmo
que tais alteracdes sejam muito pequenas. O termdmetro passara a determinar uma
espécie de temperatura média para o bloco, relativa a um certo volume cuja extensao
ndo pode ser exatamente fixada. N&o é possivel saber se esta temperatura™ é a
temperatura real, ou seja, ndo € possivel dizer, por exemplo, que a temperatura do
bloco é 10° mas pode-se conjecturar que a diferenca entre esta temperatura e 10° ndo
ultrapassa uma certa fracdo da temperatura medida; além disso, esta afirmacao ira

depender da precisdo dos métodos de medida e da afericao do termémetro.

Este exemplo nos mostra que pequenas alteracdes na descricdo do objeto em
questdo, que o transformam em outro, mas que remetem ao original por estas
transformacdes, fazem com que seja impossivel descrever o resultado fisico sem que
se use a expressao “mais ou menos”. Para decorar o texto com um exemplo
matematico mais elementar, Duhem afirma que, num enunciado tedrico, segmentos de
0.999cm, ou de 0.993cm, ou de 1.002cm, ou de 1.003cm de comprimento, séo
essencialmente diferentes para o matematico, mas que ndo mudam em nada se, em
termos préticos, nés precisamos somente analisar comprimentos inferiores a um
décimo de milimetro. E claro que dizer que a temperatura de um corpo € igual a 5°, ou
4.99° ou 5.01° significa formular trés fatos tedricos ndo compativeis, que passam a
corresponder a um mesmo fato pratico desde que a precisdo do termémetro ndo seja

de cinglenta graus, por exemplo.

Desta maneira, o autor conclui a se¢éo do texto dizendo que um fato pratico ndo
se traduz por um fato teérico Unico, mas por um conjunto de fatores que compreendem
uma infinidade de fatos tedricos diferentes. Cada um dos elementos matematicos que
se renem para compor um destes fatos, pode variar de um fato a outro sem exceder
um certo limite de erro, limite este que se torna muito pequeno quando ha mais
perfeicdo nos métodos de medida, mas sem jamais desaparecer da resposta final

dada ao experimento.

!> Em seu texto, Pierre Duhem n&o determina qual a unidade de medida de temperatura,
levando-nos a acreditar que tenha dado o exemplo usando a escala Celsius.
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3.2.2 — Deducdes matematicas fisicamente Uuteis e

deducbes matematicas fisicamente inuteis

Neste paragrafo, Duhem afirma que trabalhard com uma relacdo simples da
termodindmica para ilustrar o titulo proposto, pois além de representar uma
experiéncia simples, ela é familiar a um fisico. O fato importante e novo € que a ndo
interpretagéo de um resultado deixa de ser banal para o desenvolvimento matematico

de uma teoria fisica, trazendo graves consequéncias quando desconsideradas.

Uma vez fixados de maneira precisa todos os dados numéricos iniciais para uma
experiéncia, assim como diferentes dados correlatos ao mesmo problema (implicando
em varias variaveis associadas a ele), o numero encontrado depois de calculos longos
e exaustivos, traduz de maneira exata o que se busca com o experimento. E como se
0 numero final, um simbolo, fosse a expresséo real da conclusao do experimento. Este
namero passa a ter uma identidade, é possivel identifica-lo, “ficha-lo”, dizer o que ele

representa sem deixar dividas.

Trocando os dados iniciais por outros valores, é claro que o valor final do
resultado € alterado. Isto quer dizer que se trocamos os fatos tedricos que traduzem
as condigOes iniciais de uma experiéncia, o resultado muda e passa a representar as
condicdes de um fato tedrico diferente do fato proposto inicialmente. Por exemplo:
sabe-se que segundo as leis e formulas que envolvem a termodindmica, o ponto de
fusdo de um bloco de gelo e a pressdo sofridas por ele estdo diretamente
relacionados. Uma vez trocando o valor numérico atribuido a pressao sofrida por um
determinado corpo, altera-se também o valor numérico que corresponde ao ponto de

fuséo deste corpo.

Segundo o que foi descrito na se¢do anterior, mesmo que as condi¢des iniciais
de uma experiéncia estejam bem definidas, ndo é possivel traduzir um fato tedrico
determinado sem ambiglidade. Em termos préaticos, o autor quer dizer que a
experiéncia de uma simples medida de pressdo sobre um corpo depende das
condi¢des iniciais deste corpo, como também das condigBes materiais do instrumento

que medira tal grandeza. Ao dizer que a pressao encontrada é de 10atm, devemos
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ter em mente que este valor pode estar compreendido entre 9.95 atm e 10.0latm,
embora para cada um destes valores a formula que determina o valor do ponto de
fusdo obtenha valores diferentes. Assim, as condigcBes de uma experiéncia, dadas de
uma maneira concreta, se traduzem por um conjunto de fatos teéricos, e este conjunto
(de coisas abstratas parecidas) faz com que o desenvolvimento matematico da teoria
passe a corresponder a um segundo fato, destinado a figurar como o resultado da
experiéncia. E necessario traduzir e colocar sob a forma pratica o resultado

encontrado.

Somente o conhecedor da experiéncia conhece o real significado do nimero
encontrado, pois conhece a teoria sobre a qual aplicou uma formula matematica. A
interpretac@o do resultado é muito importante, somente ela poderé afirmar se o valor
encontrado é compativel com o problema proposto. Um problema nao termina a partir
do momento em que um nimero foi encontrado. O experimentador deve interpretar o
resultado, deve procurar a quais indica¢Bes realmente observaveis e legiveis o

numero encontrado se aplica.

No caso do termOmetro da experiéncia que determina o ponto de fuséo do gelo,
€ necessario procurar em sua escala graduada que situacao real correspondente a
indicacdo obtida. A impressdo € que o fato teorico se transforma em um fato préatico
experimental. Na verdade, o conjunto de fatos teéricos em numero infinito para o qual
a dedugdo matematica serviu de ferramenta para a experiéncia, assegura a propria
experiéncia. O resultado que ela produzira, deve nos garantir que haja um unico fato
prético, conhecido como a solugéo do problema. Nesta hora, € observado que mesmo
sendo a diferenca entre duas marca¢es de temperatura do termdmetro “apenas” de
um décimo de milésimo de grau, ha uma solucdo “mais certa” do que a outra, pois esta
diferenca € a sensibilidade limite do termdmetro. Se assim nao fosse, interpretar-se-ia
todas as temperaturas que diferem entre si de 0.01° como ndmeros iguais, isto €,

nameros que traduzem uma mesma leitura.

A deducdo matematica nesta hora atinge o seu objetivo: ela nos permite afirmar
que em virtude das hipéteses sobre as quais repousam a teoria, a experiéncia, feita
segundo certas condi¢cdes dadas, deve fornecer um resultado concreto e observavel,
ela permite estabelecer uma comparacao entre as consequéncias da teoria e os fatos.

Mas nem sempre isso acontece. Infinidades de fatos teéricos podem se apresentar
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como consequéncias possiveis de uma experiéncia. As vezes, os fatos teoricos
traduzidos em linguagem concreta nos ddo mais de um fato tedrico préatico, além
daqueles que a sensibilidade do instrumento nos permite observar. Este fato é
demonstrado uma vez que diversos valores numéricos dados por uma férmula

encontram-se em dissonancia com o material usado pelo experimentador.

Suponhamos que a experiéncia de medicdo do ponto de fusdo de um bloco a
uma temperatura dada seja realizada duas vezes e que a diferenca entre elas
ultrapasse um centésimo, mas sem que chegue a um décimo de grau. A deducao
matematica sera util ao fisico cujo termdmetro trabalha com escala decimal e
completamente inatil aguele cujo termémetro define medidas precisas em ordem

centesimal.

A interpretacdo do resultado de um experimento, assim como a sua validade,
passa a depender da época de sua realizagdo, das condigBes laboratoriais, da
habilidade do experimentador, da perfeicdo do instrumento, de a quem se destina o
resultado, das préprias convicgdes do experimentador e muito da sensibilidade dos
meios de medida que servem para traduzir em numeros as condi¢des definidas pela

experiéncia.

Henri Poincaré comenta este pensamento no capitulo cinco, na segunda parte

do livro “O valor da ciéncia”, publicado em 1905:

“O fisico ndo pode pedir ao analista que |he
revele uma nova verdade; quando muito, este
Ultimo poderia ajuda-lo a pressenti-la. (...) Todas
as leis provém, pois, da experiéncia, mas para
enuncia-las é preciso uma lingua especial; a
linguagem corrente é demasiado pobre, e, alias,
muito vaga para exprimir rela¢des to delicadas,
tdo ricas e tdo precisas. Eis, portanto, a primeira
razdo pela qual um fisico ndo pode prescindir da
matematica; ela lhe fornece a Unica lingua que
ele pode falar. E uma lingua bem-feita ndo é
uma coisa indiferente; para nos limitarmos a
fisica, o0 homem que inventou a palavra calor
destinou muitas geracbes ao erro (...).
Compreendemos entdo como o analista, que
persegue um objeto puramente estético,
contribui para criar uma lingua mais apta a
satisfazer o fisico”.(POINCARE, 1905, p.90-91).
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Esta citacao de Poincaré mostra que uma férmula que traduz uma lei vem da
experiéncia, que € individual; e a lei que dela se tira € geral. Para ele, a experiéncia &
apenas aproximada e a lei é precisa. A experiéncia se realiza sempre em condi¢cdes
complexas, como vimos no exemplo proposto por Duhem ao medir a temperatura de
um bloco de gelo, e o enunciado da lei corrige os erros. Vimos nas palavras de
Poincaré e no exemplo de Duhem que para extrair da experiéncia a lei é preciso
generalizar; € uma necessidade que se imp0e ao experimentador, admitindo-se aqui
experimentador como um observador; e para generalizar é preciso estar imbuido do

espirito matematico.

Poincaré descarta a expressdo ‘“inutilidade matematica”. Segundo seu
pensamento se a Fisica ndo se servisse prontamente a matematica, muitos assuntos
seriam vistos como um “devaneio ocioso”, como foi o caso da utilizacdo do conjunto

dos quatérnios pelos fisicos ingleses.

Na mesma obra de Poincaré supracitada, encontramos um paragrafo em que o

autor defende e define a pesquisa matemética e a sua relacdo com a Fisica:

“Sao estes os servicos que os fisicos devem
esperar da analise, mas para que esta ciéncia
possa prestar-lhes este servigo, é preciso que
ela seja cultivada de modo mais amplo, sem
preocupacéo imediata de utilidade: é preciso que
0 matemético tenha trabalhado como artista.”.
(POINCARE, 1905, p.92).

As palavras de Poincaré em relacdo a inutilidade das conclusbes matematicas
diferem das de Duhem sutiimente. O primeiro interpreta a matematica como uma
linguagem que ajuda a descrever as leis naturais observadas e experimentadas.
Ressaltando ainda, que a criacdo matematica é uma arte e que sempre possui um fim
maior. O segundo mostra que a interpretacdo desta linguagem deve ser questionada
e testada quando usada como traducao de uma realidade fisica. Desta forma, segundo
Duhem, ha dedu¢bBes mateméaticas que sdo Uteis a Fisica e outras ndo. No sentido
positivo, isto €, de expressar exatamente o fato observado através da propria
linguagem matemética (incluindo o resultado do experimento), a deducdo matemética
torna-se util; e indtil, quando esta linguagem nao atende aos objetivos do

experimentador e da experiéncia em si.
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3.2.3 — Um exemplo de deducdao matematica para
sempre inutilizavel.

O titulo desta secdo € o mesmo do texto original de Duhem e tem por objetivo
preservar a idéia central e o conceito de “utilidade”, idéia e conceito esta que

perpassam por grande parte de seu trabalho neste e em capitulos subsequlentes.

Segundo Ruelle (1991)'®, Duhem foi um dos intelectuais da Fisica que
compreendeu a importancia filoséfica do resultado obtido por Hadamard ao trabalhar
com superficies de curvatura negativa. Duhem tinha idéias muito a frente de sua
época em muitos campos, mas suas convicgdes politicas eram claramente

reacionarias para 0 momento histérico da Francga.

O titulo do terceiro paragrafo do capitulo que trata da deducao matematica e a
teoria fisica parece, a primeira vista, contundente, expressivo e até grosseiro para
muitos, mas encontra-se de acordo com o0s seus conceitos de utilidade e inutilidade
em uma dedugcdo matematica, presentes na obra. Além disso, estd muito bem

esclarecido ao longo do desenvolvimento do texto.

Como Duhem explica, essa deducdo matemética é o calculo de uma trajetéria
sobre uma superficie semelhante a uma mesa de bilhar retorcida que hoje é conhecida
por muitos matematicos como o “bilhar de Hadamard”. A prova desta deducao é “para
sempre inutilizavel” porque uma pequena incerteza, necessariamente presente na
condicdo inicial, da lugar a uma grande incerteza sobre a forma da trajetéria calculada
guando analisamos 0 movimento do corpo por um tempo suficientemente longo. Este

fato torna impossivel a predicéo futura do fenbmeno observado.

Duhem retoma neste paragrafo o exemplo que descreve a medi¢cdo da
temperatura de um bloco de gelo, falando sobre 0 aumento da precisdo nos processos
de medida, assim como sobre a qualidade dos instrumentos de medida que servem
como tradugcdo em fatos tedricos das condigbes dadas por uma experiéncia. Ao

afirmar que instrumentos mais precisos expressam melhor os resultados de um

'® David Ruelle conta em seu livro “Hasard et Caos”, Ed. Odile Jacob, 1991 que a leitura deste
trecho do livro de Pierre Duhem, “Exemple de déduction mathématique a tout jamais
inutilisable” foi-lhe indicada pelo matematico René Thom.
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experimento, passa a restringir a um conjunto menor os fatos teéricos que esta
traducdo pode corresponder, isto €, vai restringindo as variaveis iniciais do problema
até que o fato teorico seja Unico e até que a deducdo matematica torne-se uma
deducdo matematica util. Duhem néo teoriza o fato inicial, apenas procura eliminar

variaveis que tornam a deducdo matematica néo utilizavel a fisica.

Em um primeiro momento ele acredita que fatos tedricos Unicos fazem com que
a deducdo matemética seja igualmente Unica, chegando a intuir que uma restricdo
bem conduzida faz com que a deducdo matematica seja sempre uma boa
representacao para fatos tedricos que representam os dados. Se esta intuicdo atinge a
verdade, uma deducdo matematica seguida de hipGteses sobre as quais repousam
uma teoria fisica ndo pode jamais ser inGtil, somente numa visao relativa e provisoria.
Este é o momento no texto de Duhem em que as suas idéias lembram as de Poincaré,
dizendo que deducdes que parecem inuteis se revelardo Uteis a partir do momento em

gue houver instrumentos mais adequados para a apreciacao da experiéncia.

“Une déduction, aujourdhui inutile, deviendrait
utile le jour ou, I'on accroitrait notablement la
sensibilité des instrument qui servent a
apprecier les conditions de ['expérience”.
(DUHEM, 1906, p.102).

Mesmo defendendo brevemente e explicando como obter uma deducéo
matematica util a Fisica, Duhem diz que matematicos modernos que ndo concordam
com o seu pensamento sobre como fazer de suas deducgdes, deducdes Uteis, fazem
com que o que foi evocado como uma solucao passe a ser um engodo. Isto quer dizer
que se ndo houver uma restricdo as condig¢des iniciais do problema, um certo conjunto
de fatos tedricos produzira um outro conjunto de fatos tedricos, que comprometerédo a
descricdo futura da solucéo do problema. A justificativa estd baseada no fato de que
se a limitacdo nado for adequada, isto é, se ndo puder ser restringida
convenientemente, o tanto quanto se queira, um segundo conjunto de fatos tedricos
préximos podera divergir do primeiro. Assim, uma deducdo matematica desta
categoria é, e serd sempre, inutil ao fisico. Isto é, qualquer que seja a precisdo do
instrumento de medida para as quais as condi¢cdes da experiéncia forem analisadas,

havera a uma dedugcdo com uma infinidade de resultados praticos diferentes, ndo
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permitindo relatar previamente o que ir4 acontecer futuramente com o resultado da
experiéncia. No futuro, os dados iniciais que foram traduzidos por niumeros relativos a
condigdo inicial da experiéncia, corresponderdo a uma dedugdo com uma infinidade de
resultados, como se o experimentador tivesse introduzido no problema inicial uma

infinidade de dados praticos diferentes.

Duhem descreve, entdo, a sua interpretacdo para a instabilidade em uma
deducdo matemética. Para ilustrar sua explanacdo com um exemplo de deducédo
matematica inatil utiliza as pesquisas de Hadamard envolvendo a mecéanica. O
problema jA é de nosso conhecimento e descrito no capitulo 2 desta tese. Nas

palavras de Duhem, a descri¢cdo do problema € a seguinte:

“Uma massa material desliza sobre uma
superficie, nenhuma forca atua sobre ela, nada
impede o seu movimento. Se a superficie sobre
a qual ela se movimenta for um plano, ela
descreve uma linha reta com velocidade
uniforme; se a superficie for uma esfera, ela
descreve um arco de um grande circulo,
também com velocidade uniforme. Se o ponto
material se movimenta sobre uma outra
superficie qualquer, ele descreve uma linha
que os gebmetras denominam linha
geodésica da superficie considerada. Uma vez
definida a posicéo inicial do ponto material e a
direcdo de sua velocidade inicial a linha
geodésica que ele deve descrever é bem
determinada”.(DUHEM, 1906, p.102, traducgéo
nossa, grifo Nosso).

As caracteristicas da superficie sobre a qual Hadamard desenvolve sua pesquisa
ja foram definidas anteriormente. Alegoricamente, Duhem propfe, para a
compreensdao do leitor, uma figura que se assemelha a uma cabeca de touro, de onde
partem as orelhas que tendem ao infinito, a regido por trds da cabeca e os chifres, que
podem também ser “alongados sem limites”, até o infinito. Eis a descri¢cdo alegérica de

uma superficie de curvatura negativa para Duhem.
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Sobre uma superficie desta natureza as geodésicas podem apresentar
caracteristicas diferentes. H4 geodésicas que se fecham sobre elas mesmas. Ha
outras que nunca se cruzam, porém ndo tendem ao infinito. HA geodésicas com
movimentos circulares que giram sem cessar ao redor de cada “orelha do touro” ou ao
redor de cada “chifre”. H4 ainda geodésicas mais complicadas cujos tracos se
alternam segundo determinadas regras matematicas e que caminham alternadamente
entre “os chifres” ou entre “o chifre e uma das orelhas”. Por fim, ha ainda as
geodésicas que tendem ao infinito quando repousam sobre os “chifres ou sobre as

orelhas ilimitadas do touro”.

Apesar desta complexidade e variedade de resultados, se ndés conhecemos com
exatiddo a posicao inicial do ponto material sobre esta superficie e a direcdo da
velocidade inicial, a linha geodésica que este ponto seguird em seu movimento sera
determinada sem ambiguidade, da mesma forma que saberemos de maneira exata se
0 ponto percorrerd uma trajetéria finita ou se tendera ao infinito.

Mas se as condi¢des iniciais fossem dadas experimentalmente, isto €&, se
houvesse uma alteragdo pequena, “imperceptivel” da posicdo inicial em um disco
fechado d, a direcdo da velocidade inicial ndo seria mais uma reta definida sem
ambiguidade, mas uma reta qualquer dentro do disco. Haveria entdo, uma infinidade
de interpretacdes dadas pelos gedmetras em relagcdo ao destino final do ponto
material, uma vez que para ele a pequena alteragdo sofrida por tal ponto passaria ser
interpretada como uma infinidade de dados iniciais diferentes. Isto ndo interessa ao
experimentador, pois nada poderia ser concluido sobre o seu experimento para um
tempo t muito grande. A direcdo da velocidade n&o poderia ser definida sem
ambiguidade. Qualguer uma das retas no interior do disco poderia assumir tal direcao.
Para os gedmetras, tais dados iniciais correspondem a uma infinidade de dados
iniciais diferentes. Um destes dados pode, inclusive, ser uma das linhas geodésicas
que tendem ao infinito ou uma das linhas geodésicas que giram sem cessar ao redor
de uma regido da superficie (como a regido das “orelhas do touro”, por exemplo).
Haveria entdo, inUmeras interpretacdes matematicas para um unico fato pratico.
Notemos que apesar de haver uma regido previamente escolhida que limita o fato

tedrico experimental, a sua interpretacéo futura passa a ser desconhecida.
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A primeira idéia é restringir ainda mais a regido d do disco de onde partira o
ponto material, isto €, aumentar a precisdo de determinacédo dos dados experimentais,
limitando ainda mais a direcdo da velocidade inicial. Mesmo assim, havera a
impossibilidade de prever o caminho descrito pelo ponto material. Mesmo que uma
condicéo inicial corresponda a uma linha geodésica que ndo tende ao infinito, ha em
sua vizinhanca uma quantidade ndo enumeravel de pontos que correspondem aos
mesmos fatos tedricos dos quais algum descrevera uma geodésica que se afastara
indefinidamente do seu ponto de partida. O Unico efeito que poderd se obter com a
restricdo aplicada ao disco d é fazer com que as geodésicas descrevam um ndmero

maior de voltas ao redor de um dos “chifres” antes de tender ao infinito.

Sob certas condi¢cdes definidas pela geometria, a dedugcdo matematica de
Hadamard pode determinar a trajetéria deste ponto e até mesmo dizer se ela tendera
ou ndo ao infinito. Porém, esta deducdo é dita “inutilizavel a fisica” segundo Pierre
Duhem, uma vez que fatos tedricos bem definidos e bem determinados por
procedimentos da fisica experimental, tdo precisos o quanto se possa supor, passam
a ter comportamentos imprevisiveis, impedindo-nos de responder a questfes que

envolvem o futuro das trajetorias para um tempo muito grande.
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3.3 — A Matematica do mais ou menos, segundo 0s

fisicos.

O exemplo que ilustrou uma deducdo matematica inGtil para a Fisica, proposta
por Duhem, vem de um dos assuntos mais simples das teorias fisicas, a mecénica, ou
melhor, o ramo menos complexo e com mais embasamentos tedricos existentes. Esta
simplicidade do assunto permitiu a Hadamard dar um salto muito além do esperado
em sua pesquisa. Ao associar a geometria diferencial, a topologia e os conceitos
primeiros do calculo diferencial ajudou a fundamentar um novo conceito na
matematica moderna: o de sistemas dindmicos sensiveis as condic¢des iniciais. Foi um
resultado muito forte e poderoso para a matematica, mas também serviu de subsidio a
filosofia da fisica, como para exemplificar o conceito polémico de deducdes que nao se

aplicam as ciéncias experimentais.

Na ultima década do século XIX, o nimero de estudos relacionados aos
sistemas hipersensiveis as condi¢fes iniciais, assim como os resultados publicados,
eram relativamente pequenos. Mas o resultado obtido por Hadamard fez com que
Duhem escrevesse que 0s problemas com esta caracteristica, a de serem
hipersensiveis as condigdes iniciais, deveriam ser numerosos, e que o progresso das
ciéncias matematicas provariam sua intuicdo. De toda forma, tais problemas, mesmo
bem definidos pelos ge6metras, perdem todo o sentido para os fisicos. O que nao foi
assimilado é que afirmar a imprevisibilidade futura de um sistema dindmico é também

dar uma solucao para o problema proposto.

“(...) mateméticos e fisicos comportam-se
muitas vezes como irmaos inimigos e gostam
de exagerar as suas diferencas. (...) A fisica se
exprime em linguagem matematica (...) € um
fisico tedrico € sempre, de certa maneira, um
matemético. A fisica, de fato, € ao mesmo
tempo intimamente ligada a matematica e
profundamente diferente dela. (...) O objeto da
fisica é explicar o mundo que nos cerca.
Normalmente, o fisico ndo tenta compreender
tudo de uma s6 vez, mas se limita a um pedaco

de realidade de cada vez. Procede por
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idealizacdo deste pedaco de realidade e tenta
descrevé-lo por meio de uma teoria
matemética. Portanto para comecgar, ele
delimita um conjunto de fenbmenos e define
operacionalmente certos conceitos fisicos.
Estando o fato fisico assim delimitado ele deve
escolher uma teoria  matemética e
estabelecer uma correspondéncia entre o0s
objetos desta teoria e os conceitos fisicos. Esta
correspondéncia constitui uma teoria fisica.
Sem duvida, a teoria fisica é tanto melhor
quanto mais precisa for a correspondéncia
entre as grandezas fisicas e grandezas
matematicas, e quanto mais vasto for o
conjunto dos fendmenos descritos. No entanto,
a dificuldade dos problemas mateméatica a
resolver, desempenha também seu papel e os
fisicos geralmente se contentardo com uma
teoria simplificada, se sua precisdo for
suficiente para uma dada aplicagdo. (...) O
estudo da fisica pde-nos’’ diante do fato
paradoxal de que temos menos controle sobre
um objeto fisico que podemos pegar com a
mao do que sobre um objeto matematico sem
existéncia material”. (RUELLE, 1995, p.19-20).

O segundo exemplo de deducéo inutilizavel apresentado por Duhem exemplifica
e esclarece a citacdo de Ruelle assim como justifica 0 que o que Duhem chama de “a

matematica do mais ou menos”.

Duhem define o problema mais famoso da mecéanica celeste tratado por Henri
Poincaré, o problema dos trés corpos. Num tom critico, afirma que para estudar a
estabilidade deste sistema, os gedmetras substituem o sol, os planetas e satélites por
pontos materiais, mas o fato tedrico em si possui uma infinidade de variaveis atuantes
sobre os corpos que ndo estdo presentes quando o sistema real é reduzido a pontos.
Sabemos que, se conhecemos para um determinado tempo t,, a posicdo e a
velocidade de cada um dos astros com precisdo matematica, pode-se afirmar que
cada astro descrevera uma trajetéria definida a partir deste instante. A determinacdo
efetiva desta trajetdria pode contrariar os célculos matematicos dos geémetras quando
um terceiro corpo interage. Os matematicos passam a questionar se as atuais
posicbes e se as atuais velocidades dos astros que compbem o sistema solar
permitirdo continuar seus percursos ao redor do sol sem chocar-se ou talvez sem

perder-se na imensiddo. Esta é a questdo da estabilidade do sistema solar que

" Ruelle escreve este trecho dirigindo-se aos matemaéticos, como ele mesmo.
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Poincaré mostrou ser de extrema dificuldade e que Laplace pensou ter resolvido. Este
problema coloca um confronto entre a Optica do matematico e a de um astrénomo,
pois os resultados encontrados por Poincaré para o problema da estabilidade do
sistema solar sdo anélogos a situacdo tratada por Hadamard, portanto um outro

exemplo de deducéo inutilizavel a fisica.

Tantas criticas e tantos exemplos para reforcar o conceito de deducéo inutilizavel
fazem com que queiramos saber o que € o conceito oposto. Qual deducdo matemética

é util a fisica?

Uma deducao matematica, como a deducao de Hadamard, passa a nao ser util a
fisica quando afirma que uma proposicdo absolutamente verdadeira tem por

consequéncia a imprevisibilidade.

Para que a deducdo matemética seja util ao fisico € necessario provar que a
segunda proposicdo (a conclusédo) exata uma vez que a primeira também o é. Mesmo
assim néo ¢ o suficiente. E preciso determinar a grandeza destes dois mais ou menos.
E necessario limitar os possiveis erros que serdo supostamente cometidos sobre o
resultado final, uma vez que se conhece o grau de precisdo dos métodos que serviram

de medidas para os fatos teéricos.

E necessario, para Duhem, definir o grau de incerteza que pode ocorrer aos
dados quando se quer conhecer o resultado com uma aproximacgao determinada. Isso
tudo deve ocorrer sem que haja uma traicdo a linguagem do fisico, ja que esta
linguagem é e sera sempre vaga e imprecisa como as percepcdes que o fisico quer
expressar para que tenha valor a matematica do mais ou menos. Uma matematica
que, mesmo sendo do mais ou menos, ndo se engana e tdo pouco € uma forma
grosseira de se fazer matematica. Ela é mais completa e refinada. Resolve problemas
dificeis e com ferramentas complexas como a algebra e a topologia. Mas, o
matematico ndo deve se enganar ao trabalhar com ela ao crer que “resolveu” uma

questao pertencente a fisica.

Cremos com a andlise do texto de Duhem que uma experiéncia em fisica ndo é

simplesmente a observagdo de um fendmeno, mas a interpretacdo deste fendbmeno
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pela prépria fisica que utilizara ferramentas mateméaticas segundo as necessidades e a

realidade de seus fatos teoricos.

O objetivo de toda teoria fisica é a representacdo das leis experimentais.
Palavras como verdade e certeza expressam a concordancia entre as conclusfes da
teoria e as regras estabelecidas pelos observadores. A andlise criteriosa da natureza
dos dados enunciados pelos experimentadores, assim como o dominio dos fatos que
podem tornar o resultado de uma experiéncia ndo utilizavel a fisica sdo pontos
indispensaveis para a sustentacdo de uma teoria fisica, pois 0 resultado de uma

experiéncia em fisica é um julgamento abstrato e simbdlico.

Entre os fendmenos realmente constatados ao longo de uma experiéncia
formulada por um fisico e o resultado de um experimento, se intercala uma elaboracéo
intelectual complexa que contém um rol extenso de fatos concretos que se manifesta

segundo os meios sobre o qual trabalha o experimentador.

88



3.4 — Fechando conceitos e descrevendo o futuro

do passado

Em uma teoria fisica a deducdo matematica assume um papel de intermediaria,
ndo podendo, muitas vezes, introduzir em seus calculos os fatos sob a forma concreta
de onde eles sdo observados e nem tirar consequéncias sob a forma concreta em que
eles sdo constatados. O fato tedrico, visto como um conjunto de dados matematicos,
corresponde a qualquer coisa precisa e determinada. Ja o fato préatico vem

acompanhado da expressdo “mais ou menos”, pois este fato € representado pelo

resultado de uma medida e de uma infinidade de fatos tedricos observaveis diferentes.

O pensamento mateméatico deduz de um fato te6rico um outro fato tedrico, mas
como as condicBes de uma experiéncia podem ser somente traduzidas por um
conjunto de fatos tedricos, os calculos matematicos, a partir deste conjunto,
conduzirdo a um outro conjunto de fatos teéricos. Este novo conjunto de fatos pode
apresentar resultados variados e ndo poderia ter seus comportamentos descritos com
exatiddo no futuro, seja pela restricdo sofrida ao conjunto de dados iniciais, seja pela
sensibilidade do instrumento de medida ou até mesmo por uma mudanca
imperceptivel em relacdo as condi¢gdes iniciais do problema. Devido a esta
imprevisibilidade, a dedu¢do matematica torna-se inutil ao fisico. De qualquer maneira,
o carater de utilidade ou ndo utilidade de uma deducdo matematica ndo é absoluto,
pois depende dentre outros fatores, do instrumento de medida. Além disso, podemos
pensar num refinamento dos dados iniciais, restringindo os fatos tedricos da
experiéncia e redefinindo seus novos parametros e variaveis. Esta idéia se baseia no
principio da continuidade dos efeitos em relacdo as suas causas. Assumindo a
aplicacdo de tal principio, uma deducdo matemética sera sempre suscetivel de tornar-
se uma deducdo matematica util em um determinado momento. Quem decidira qual
sera o0 momento sera aquele que utilizara tal deducdo como ferramenta de resolucdo

de um problema encontrado em um experimento.

O trabalho de Hadamard é um exemplo adotado por Duhem como “inutil” ao
fisico, pois ha o caso de que mesmo restringindo-se matematicamente o tanto quanto
se queira o fato tedrico primeiro, o segundo fato (neste caso as geodésicas descritas

pelo ponto material sobre a superficie de curvatura negativa) tem um comportamento
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imprevisivel num futuro longinquo sob certas condic6es. Devemos precisar também,
que na experiéncia de Hadamard, a existéncia da imprevisibilidade néo é total. Deste
modo, quando as condig¢@es iniciais correspondem a um conjunto de fatos tedricos que
contém uma geodeésica que permanece a uma distancia finita temos um futuro
completamente incerto; se, ao contrario, o conjunto de fatos teéricos contém uma
geodésica que tende ao infinito, restrita a um disco d sobre “os chifres infinitos” ou
sobre “as orelhas infinitas” da “cabeca do touro”, pode-se afirmar certamente que este
ponto material tendera ao infinito. Eis entdo um sistema que pertence a classe dos
sistemas de entropia positiva onde certas observacdes sdo previsiveis uma vez que

outras nao sao.

Segundo Chabert (1992) este resultado fortissimo de Hadamard foi evocado por
Birkhoff em seu artigo de 1912 publicado no Bulletin de la Societé Mathematique de
France e posteriormente por H. M. Morse em 1921 num artigo do American Journal of
Mathematics em seus estudos sobre movimentos recorrentes. Os conceitos da Teoria
Ergdgica foram introduzidos ao resultado de Hadamard mostrando que ao definir uma
meétrica finita e transformando a superficie dada em uma superficie compacta ndo ha
mais geodésicas que tendem ao infinito. Em 1934, G. Hedlund prova esta
ergodicidade para o caso de uma superficie compacta de curvatura negativa

constante.

Mandelbrojt em suas aulas de matematica e mecéanica no Collége de France
expunha os resultados de Hadamard antes de tratar do principio ergodico explicando
gque o unico caso conhecido onde o principio ergddico se apresenta de maneira muito
tipica é no caso do estudo do fluxo geodésico sobre superficies de curvatura negativa
constante. E. Hopf estende os resultados de Hadamard para o caso de uma superficie
de curvaturas variaveis, publicando um artigo em 1940 no Mathematische Annalen.
Por fim, Anosov resolve a questdo da ergodicidade para o caso de variaveis
compactas em superficies de curvatura negativa ndo constante em dimensdes

maiores do que dois em 1962.

O estudo do movimento sobre as superficies de curvatura negativa constitui um
verdadeiro exemplo pragmatico de sistemas dindmicos sensiveis as condig¢des iniciais
e 0 modelo tedrico de Hadamard expressa bem este conceito; que apesar de possuir

equacdes bem definidas ndo nos permite saber o que acontecera futuramente.

90



Capitulo 4

Consideracoes Finais

O sistema considerado por Hadamard é uma espécie de bilhar retorcido, em que
a superficie plana da mesa é substituida por uma superficie de curvatura negativa.
Hadamard se interessou por um ponto ligado a superficie, que se desloca sobre estas
livre de atrito. O bilhar de Hadamard é o que se chama em termos técnicos de fluxo
geodésico sobre uma superficie de curvatura negativa. Este fluxo geodésico é
relativamente facil de se analisar matematicamente, permitindo a Hadamard provar o
teorema sobre a dependéncia hipersensivel em relagcdo as condi¢des iniciais das
geodésicas de superficies de curvatura negativa. O teorema correspondente para um
bilhar com obstaculos convexos é muito mais dificil, e s6 foi demonstrado na década

de setenta do século passado.

O caso mais facil para se obter um resultado semelhante ao resultado de
Hadamard, é estudar o caso das superficies compactas de curvatura constante
negativa. Tais superficies tém apenas, em relacdo a de Hadamard, a desvantagem de
nao poderem ser realizadas no espaco euclidiano de trés dimensdes, uma vez que 0
conceito de paralelismo entre retas no espaco euclidiano se chocaria com o resultado
encontrado. Assim, no plano de Lobachevsky, dois pontos que se movem sobre retas
paralelas em geral, se afastam um do outro. O bilhar de curvatura constante negativa
€ obtido recortando-se um pedaco do plano de Lobachevsky e recolando suas bordas
de maneira que se obtém uma superficie fechada lisa. Sobre o bilhar assim obtido, é
possivel imaginar, sem muita dificuldade que o movimento retilineo e uniforme
apresenta o fendbmeno da dependéncia sensivel das condic¢des iniciais. Vemos entéo,
que a superficie sobre a qual Hadamard trabalha proporciona um resultado distinto
das superficies compactas de curvatura constante negativa devido a presenca de uma
nova categoria de geodésicas que é consequéncia da presenca das “nappes

évasées”. O caminho perseguido por Hadamard foi direcionado por sua “intuicdo” de
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gedmetra, que facilitou a escolha do plano hiperbdlico para o desenvolvimento de sua
pesquisa, assim como da construcdo da superficie sobre a qual trabalhou. Esta
escolha estd relacionada aos conceitos de paralelismo, de angulos, de retas e

assintotas no plano hiperbdlico.

O resultado de Hadamard nos permite inferir que outros resultados semelhantes
podem ser encontrados em outros problemas da Mecanica, nem que seja pela sua
complexidade. Abre-se entdo, um espaco para a discussdo da imprevisibilidade, para
um tempo longo, dos sistemas dindmicos. De acordo com Rosa (1995), a questdo do
determinismo versus indeterminismo na ciéncia ganhou espaco, nos ultimos anos,
estimulada por problemas como o proposto por Hadamard. Na verdade, problemas
interdisciplinares e a difusdo do uso de computadores abrem um novo campo
experimental para a matematica, e a questao deixa de ser prioritariamente filoséfica ou
epistemolégica. Mesmo havendo uma forma de determinar, por uma relacdo
matematica, o comportamento futuro de um sistema dindmico a partir do
conhecimento de seu estado inicial, na pratica, jamais conhecemos este Ultimo com
preciséo, o que limita a nossa capacidade de previsdo no caso de haver sensibilidade
as condi¢des iniciais. Se, com uma pequena variagdo no estado inicial, houver um
pequeno desvio na trajetéria, mesmo a longo prazo, pode-se fazer predi¢cdes. Mas o
mesmo n&o ocorre quando uma minima incerteza inicial leva a um desvio enorme e
crescente com o passar do tempo. No artigo de Hadamard, vemos que a trajetoria
resultante do desvio inicial assume uma forma totalmente diferente da original, logo o
desconhecimento do estado inicial implica na impossibilidade de fazer predi¢cdes. A
modificacdo da condicao inicial, no problema de Hadamard, substituindo a posicéo e a
velocidade, por uma posicéo e velocidade imaginarias, “ligeiramente” diferentes, e que
de inicio estavam muito préoximas, farA com que as trajetérias comecem a divergir
cada vez mais rapidamente, até que, logo, elas ndo terdo mais nada a ver uma com a
outra. Este é o principal conceito de sensibilidade as condi¢des iniciais contido no
artigo. O movimento sobre a superficie de Hadamard é determinado sem ambigiiidade
pela condicéo inicial, e, no entanto, estamos fundamentalmente limitados na predicdo
de sua trajetéria. Temos ao mesmo tempo determinismo e imprevisibilidade.

Encontramos em outros ramos da fisica a mesma dualidade.
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“A mecanica foi a grande teoria determinista,
prevendo com precisdo muito boa as 6érbitas dos
planetas e a trajetéria de um projétil. A partir da
termodindmica  desenvolveu-se a mecénica
estatistica, que trata um gas como um conjunto
composto de grande ndmero de moléculas em
movimento, colidindo umas com as outras. A
expressdo, caos molecular, foi introduzida no
século passado neste sentido. Sem ter todas as
trajetérias e as velocidades das moléculas,
podemos  atribuir uma  distribuicdo  de
probabilidade a elas e calcular médias,
relacionando grandezas coletivas do sistema
termodindmico como temperatura e pressao,
interpretadas em  termos de  grandezas
microscoépicas. Fazendo assim uso da
probabilidade, se obtém boas predicées sobre o
sistema dinamico microscépico. No século XX, no
estudo da fisica microscopica, a mecanica
guéantica foi levada a introduzir a probabilidade na
interpretacdo das solucbes da equacdo de
Schroedinger, que substituiu a de Newton. O
preco a pagar foi uma teoria pouco intuitiva. N&o
se deve confundir a incerteza quéntica com o erro
nas medi¢cBes experimentais, sempre considerado
na fisica, (...). Um sé elétron em torno de um
nacleo atdbmico ndo possui uma trajetéria
determinada como estabelecia a mecénica
newtoniana. Ha4 uma distribuicdo de probabilidade
para encontra-lo em uma posicéo e as relacdes de
Heisenberg ndo autorizam determinar, com
precisdo, ao mesmo tempo, a velocidade e a
posicéo.

Entretanto, a mecanica quantica apesar da
interpretacdo estatistica calcula grandezas, como
a energia do elétron no a&tomo, com boa preciséo.
A novidade das duas Ultimas duas décadas foi que
0 uso dos computadores permite resolver
equacBes deterministas newtonianas nao lineares,
produzindo solugbes estranhas extremamente
sensiveis a condicéo inicial. Ou seja, ao contrario
da mecanica quantica, que € indeterminista, mas
faz predicbes, parte-se agora de uma teoria
determinista e chega-se a uma situacdo de
imprevisibilidade. Dai o nome de caos
determinista. Isto ja fora antecipado
analiticamente por Henri Poincaré, no inicio do
século no problema de trés corpos interagindo
gravitacionalmente, como o Sol, a Terra e a Lua.
Foi redescoberto por Edward Lorenz na
meteorologia com o uso de computadores”. (Rosa,
1995, pp.7-9, grifo nosso).
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Desta forma, num modelo matematico podemos dizer que determinismo e
imprevisibilidade podem coexistir. Na Matematica contemporanea, podemos
identificar trés linhas diferentes de pesquisas que foram desenvolvidas a partir do

artigo de Hadamard:

(1) a geometria, admitindo as superficies de curvatura negativa como um
paradigma da geometria hiperbdlica e que a encontramos como base de
teorias multiplas e de multiplas aplicacdes, indo até a concepcdo de

computadores paralelos,

(2) a teoria do controle, que para a navegacao interestrelar fez-se necessario
desenvolver um novo conceito para as equacdes de evolucdo, uma vez que a
falta de previsdo com precisdo das trajetérias, torna-se necessario que estas

trajetorias sejam ratificadas constantemente e

(3) a teoria das equagOes diferenciais que estudando o comportamento de
trajetérias para um tempo t grande, gerou conceitos importantes como o de
atratores estranhos. O caos-determinismo € um dos termos técnicos que aos
poucos vém sendo compreendido pelas pessoas e repassado a linguagem
corrente fazendo com que muitos passem diferenciar corretamente

imprevisibilidade de indeterminismo.

O nosso conhecimento da condicao inicial estd sempre afetado por uma certa
imprecisdo, nos impossibilitando de distinguir a condicdo real de inUmeras condicdes
imaginarias proximas a ela. Consequentemente, ndo sabemos qual das predicbes
possivel é a correta. Hadamard mostra que além do ponto material poder percorrer
como trajetéria uma geodésica fechada (ou uma que lhe seja assintética), também
pode percorrer uma geodésica que tende ao infinito ou até mesmo geodésicas
classificadas como de terceira categoria e cuja principal caracteristica é ser o limite
das geodésicas fechadas ou das geodésicas assintticas. A natureza das
propriedades reside em estudar precisamente as linhas que se encontram ao redor do
ponto material. Dado um ponto material fixo, sdo estudadas as propriedades das

geodésicas para direcdes proximas umas das outras. E necessario conhecer a
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distribuicdo das linhas geodésicas na vizinhan¢a do ponto. O que Hadamard chama de
estudo da ordem circular. A partir desta analise, como dissemos no capitulo 2, é que

Hadamard conclui sensibilidade as condi¢des iniciais.

A importancia dos resultados de Hadamard para a matematica esta no fato de
que, dizer que um fenébmeno é imprevisivel a longo tempo, é uma forma de solucionar

o problema. A questdo maior é saber a quem interessa esta resposta.

Para a matematica, segundo Roque (2001) esta em jogo, o ponto de vista
gualitativo fundado por Poincaré, a questao relativa & determinacgéo: determinagéo do
problema e determinacdo da solucdo. O ponto de vista qualitativo “inventa” um novo
sentido para a palavra solucdo quando se refere as equacdes diferenciais. A analise
gualitativa parte de um retorno as condi¢@es iniciais do problema para instaurar, a
partir dai, novas condi¢fes de determinabilidade para as solu¢des. As condi¢des do
problema fornecem as condigbes de resolubilidade que s&o, por sua vez, distintas,
para cada maneira diferente de se conceber a palavra solugéo. Os casos de solugéo ja
estdo presentes no problema, em poténcia; resolver € atualizar tais potencialidades.
De modo fiel a natureza do problema, na sua qualidade de ser determinavel. Uma
teoria é tanto mais acabada, quanto mais ela permite antecipar resultados
desconhecidos. Desde as justificativas da abordagem qualitativa, faz-se presente o
seu talento para entrever seus proprios limites e as condi¢cdes de possibilidades de
seus proprios resultados, sem necessidade do célculo efetivo das solucdes. A
descricdo qualitativa é considerada uma solucdo bem determinada qualitativamente e

este é o fundamento da Teoria dos Sistemas Dinamicos.

Para os fisicos, um resultado como o obtido por Hadamard, é “para sempre
inutilizavel’, como analisa Pierre Duhem, porque a tal pequena incerteza,
necessariamente presente na condicao inicial, gerando uma grande incerteza sobre a
trajetéria calculada para um tempo suficientemente grande, torna sem valor a
predi¢cdo. O sistema dindmico apresentado por Hadamard é determinista, pois possui
um conjunto de equacdes que o modela (as equagdes das geodésicas), porém nao é

previsivel, ndo servindo ao fisico por isso.

Todas estas questbes de carater filosofico ou epistemoldgico envolvendo o

determinismo e a imprevisibilidade j& haviam sido preconizadas por Poincaré. Ele
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sabia o0 quanto as probabilidades séo Uteis no mundo da fisica. Sabia que o acaso faz
parte da vida cotidiana. No entanto, o fato novo € descobrir, a origem da
imprevisibilidade. Ele observou varios mecanismos pelos quais a descricdo
determinista classica do mundo poderia dar lugar a uma idealizacdo probabilista,
mesmo antes da existéncia do conceito da incerteza quantica. Um destes mecanismos
€ a prépria dependéncia hipersensivel das condi¢des iniciais em sistemas dinamicos.
O que nos impressiona até hoje € o carater moderno das idéias de Poincaré, e a
proximidade entre o que podemos chamar de “intuicdo” e os resultados dos estudos

modernos da matematica e da fisica.

Numa citacdo de David Ruelle, no livro “Acaso e caos”, encontramos uma
resposta a uma questédo natural posta ao estudar o resultado obtido por Hadamard:
“Qual a importancia e as conseqliéncias deste resultado para a teoria dos sistemas
dindmicos, nos dias de hoje?”. Ruelle (1995) afirma que o estudo recente do que
agora chamamos de caos ndo se beneficiou da compreenséo fisica penetrante
adquirida por Hadamard, Duhem ou Poincaré. As matematicas de Poincaré (ou aquilo
que elas se tornaram) certamente desempenharam o seu papel, mas suas idéias
tiveram que ser redescobertas independentemente. Hadamard, Duhem e Poincaré
vieram muito cedo no tempo e trouxeram “intuicdes” muito além do entendimento da
ciéncia vigente na época. Faltavam-lhes ferramentas como a teoria da medida, o
teorema ergodigo ou os computadores que nos auxiliam tratar numericamente um
problema. Suas brilhantes idéias intuitivas ndo puderam ser expressas em uma
linguagem precisa atual, mas a Analysis Situs desempenhou um papel essencial e
propedéutico estudo do caos determinismo. Quando um cientista de hoje 1é as obras
de Hadamard ou de Poincaré interpreta as idéias ali contidas baseados num sistema
de conceitos familiares esquecendo que tais conceitos ndo estavam a disposicao
deles na época. Dai a grandeza dos resultados, das pesquisas das personalidades do
mundo da matematicas e do mundo da fisica, cujas idéias e resultados passam a fazer
parte de nossas vidas e que deixaram um legado rico sobre o qual matematicos
modernos passam longo tempo se dedicando a desvendar, e conseguindo, encontrar
solugbes que, na maioria das vezes, “surgem como que conduzidas pelo vento”,

depois de muito trabalho arduo...
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Construindo e compreendendo as principais
definicOes, conceitos e propriedades contidos no

artigo de Hadamard.

Neste apéndice os conceitos evocados serdo explicados e o leitor tera a
possibilidade de tornar este vocabulario acessivel a compreensao desta dissertacéo e
de uma futura leitura do artigo de Hadamard e ou de muitos outros envolvendo
conceitos da geometria.

O artigo que nos propusemos a analisar ndo trata de um conteddo simples e
requer o conhecimento de definicbes precisas, de propriedades das superficies e da

definicdo formal de geodésicas de uma superficie.

1.1- Superficie e curvatura

Assumiremos um sistema de coordenadas cartesianas (x, y, z) em R® e uma
fungdo X (u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) de duas varidveis u,v que variam em um
aberto U contido em R? Para cada (u,v) de U, a funcdo X (u,V)determina um ponto
de R®. Denotamos por S o subconjunto de R*® definido por X (u,v) e denominamos

este subconjunto de superficie. Com o objetivo de utilizar as técnicas do Calculo
Diferencial ao estudo das superficies, assumiremos a diferenciabilidade da fungéo
X (u,v).

Uma superficie parametrizada regular, ou simplesmente uma superficie € uma

funcdo X :U c R* > R®, onde Ué um aberto de R? tal que X é infinitamente
diferenciavel (tém derivadas parciais continuas em todas as ordens em relacdo as

funcdes X, y e z) e para todo g = (u,v) eU a diferencial de X em g é injetora. Esta

condicdo garante a existéncia de um plano tangente em cada ponto da superficie. As

varidveis U,v sdo parametros da superficie. O subconjunto S de R® obtido pela

imagem da funcdo X , € denominada de grafico ou traco de X.
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Uma superficie € dita parametrizada regular quando:

i) a diferencial de X em q é injetora;
OX OX
—(Ug, Vo) —(U,,V
au ( 0 0) aV( 0 0)
; - ano| Y w v )Y
i) a matriz Jacobiano p (U, VO)&V(UOVO) tem posto 2 (quando tal fato
g o :
oz

0z
a(uo'vo)a(uo'vo)

nédo ocorre, dizemos que (u,,V,)€é um ponto singular de X , e se o posto

da matriz é 1 entdo X representa uma curva)®

iii) os vetores X, e X, em (u,,V,) séo linearmente independentes

iv) o produto vetorial entre X, e X, em (u,,V,) é diferente de zero.

Todas as afirmagdes acima sdo equivalentes.

Sendo a fungdo X uma superficie parametrizada , entéo, ao fixar um (u,,v,)de
U, as curvas u— X(u,v,) e v— X(u,,Vv)sdo chamadas curvas coordenadas de
X em (u,,V,) e os vetores X, e X, em (U,,V,) Sdo vetores tangentes as curvas

coordenadas. Se f(u,v) é uma funcéo real diferenciavel onde U é um aberto de R?,
entdo a fungdo X(u,v)=(u,v, f(u,v)) é uma superficie parametrizada regular que

determina o trago de f.

Duas superficies parametrizadas X e Y podem ter o mesmo grafico. Isto
acontece quando existe uma funcdo h:U cR? >U diferenciavel, cujo
determinante da matriz Jacobiano é diferente de zero , h(U)=U e Y = Xoh. A

funcdo Y é denominada reparametrizacdo de X por h e h é dita uma mudanca de

pardmetros, que ndo precisa ser necessariamente injetiva.

® Podem aparecer pontos singulares pela escolha da funcdo X ou pela natureza da superficie,

assim sendo, devemos escolher de forma conveniente a fungdo X . Superficies como a esfera
e o elipséide devem ser considerados como unido de graficos de superficies parametrizadas

regulares.
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Sendo X uma superficie e (u,v)eU c R*uma superficie parametrizada
regular, com u e v em funcéo de um parametro t, dizemos que a(t) = X (u(t),v(t)) é

uma curva contida na superficie X . Por definicdo, dizemos que um vetor tangente a
uma superficie € um vetor tangente a uma curva da superficie. Desta maneira

podemos inferir que os vetores X, e X, em (u,,V,) sdo vetores tangentes a
superficie X em (u,,V,), j& que s&o tangentes as curvas coordenadas da superficie

X.

Ao conjunto de todos os vetores tangentes a superficie X em (u,,V,),

denominamos plano tangente a superficie, este plano de R®, é o plano gerado pela

combinagdo linear dos vetores X, e X, em (u,,V,). Por definicdo de superficie

parametrizada regular, notamos que X, e X, séo vetores linearmente

u

independentes e em geral X, e X, ndo séo ortogonais nem unitarios.

Um vetor de R*® é denominado vetor normal a X em g, se é ortogonal ao plano
tangente de X em q, isto é, se é ortogonal a todos os vetores tangentes a X em q.
Existe uma Unica diregdo normal ao plano tangente de X em g e portanto existem dois

vetores normais e unitarios a X em . Fixaremos o vetor normal unitario a X em g por

X XX
N(q) = W(q) . Se o dominio da superficie X € um aberto U — R?entéo, variando
UX \

(u,v) eU temos uma funcéo diferenciavel N :U — R®denominada aplicacdo normal

de Gauss, cuja imagem esta na esfera unitaria centrada na origem.

Se Y = Xoh é uma reparametrizacdo da superficie X, pela mudanca de

parametros h, entdo o plano tangente a Y em a € igual ao plano tangente a X em

h(a), entretanto a aplicacdo normal de Gauss sera positiva ou negativa, e este sinal

acompanha o sinal do determinante da matriz Jacobiano de h.

Quando se considera subvariedades bidimensionais mergulhadas em R3 o

invariante basico é também a curvatura, mas com interpretacdo e calculos um pouco
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mais complexos quando comparado as curvas planas, pois uma superficie pode

curvar-se de modo diferente para distintas diregdes.
No estudo das curvas planas, a curvatura é interpretada fisicamente como o

modulo do vetor aceleragdo quando a curva considerada possui velocidade unitaria, e

definida por k(t) =1/R, onde R é o raio do circulo osculador.

1.2 - As formas quadraticas de uma superficie

A primeira forma quadratica e a segunda forma quadratica de uma superficie,

relacionam respectivamente:

(1) o comprimento de curvas em uma superficie, angulos entre vetores tangentes

e areas de regibes da superficie;
(2) curvaturas das curvas da superficie.
O estudo destas formas quadraticas permite determinar localmente uma superficie

a menos de sua posicdo no espaco.

1.2.1 - A primeira forma quadratica

Denomina-se primeira forma quadratica de uma superficie a funcdo que

transforma um vetor w do plano tangente de X em g em | (w) = (w,w) = |W|2.

Considerando uma superficie dada por X (u,v)e um ponto g = (u,,V,) entdo um

vetor w pertencente ao plano tangente a esta superficie é da

formaw =aX, (u,,V,) +bX, (u,,v,) com a,b € R e assim sendo, aplicando sobre w a
funcéo | , (w) teremos:

I (W) =a®(X,, X, )(Uy,Vy) +2ab(X,, X, ){Uy,Vy) +b*(X,, X, )(U,,V,) que passara a
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ser notado por: I,(w)=a’E(u,,V,)+2abF (Uy,Vy) +b°G(Uy, V). E (u V), F(uyv) e

G(u,v) sédo funcbes diferenciaveis denominadas coeficientes da primeira forma

quadratica da superficie X.

Pela definicdo de primeira forma quadratica notamos que E(u,v) e G(u,v) sdo

estritamente positivas para todo (u,v) uma vez que X, e X, séo diferentes de zero.
E também estritamente positivo o valor da expressdo E (u,v).G(u,v)-F%(u,v), pois
XX = (X, X)) =X, xX,[)0. Uma mudanga de parametros, embora

modifique os coeficientes da primeira forma quadratica, mantém invariante a primeira

forma quadrética.

Uma regido D do plano é um subconjunto de R? fechado e limitado, cujo interior é
homeomorfo a uma bola aberta de R? e cujo bordo, homeomorfo a uma circunferéncia,

é formado por um namero infinito de tracos de curvas regulares. Se X é uma superficie

regular talque X :U c R* > R®e D cU entdo X(D) é uma regido da superficie X.

A area da regido X(D) , escrita em funcéo dos coeficientes E, F e G da primeira

forma quadratica de X é dada por A(X(D)):”\/ EG-F?dudv e esta area é
D

invariante por mudanca de coordenadas®.

Superficies parametrizadas que possuem 0s mesmos coeficientes da primeira
forma quadratica formam uma classe especial de fun¢des que admitem esta

propriedade. Sao superficies parametrizadas regulares descritas por funcdes injetivas.

Estas superficies sdo chamadas de superficies simples e sdo obtidas

restringindo de maneira conveniente o dominio de X. Duas superficies simples séo

® Pode-se demonstrar esta afirmacédo através do Teorema de Mudanca de Variaveis para
Integrais Duplas. Assim sendo, duas superficies isométricas possuem suas propriedades
preservadas por isometria se estas propriedades dependem apenas da primeira forma

quadratica.
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chamadas de isométricas’ se os seus coeficientes da primeira forma quadratica

coincidem para todo (u,v) de U c R®. Se duas superficies simples tém o mesmo
dominio, entdo pode-se definir uma correspondéncia biunivoca entre os tracos das

superficies e sendo estas superficies isométricas a fun¢cdo ¢ que leva uma na outra é
chamada de isometria. Por definicdo de isometria conclui-se que ¢ preserva

distancia entre pontos correspondentes nos tracos das superficies.

1.2.2 - A segundaforma quadratica

A segunda forma quadratica de uma superficie esta associada ao estudo das
curvaturas de curvas da superficie. Este estudo é extremamente importante para a
compreensdo matematica do artigo de J. Hadamard, uma vez que este versa sobre as

superficies de curvatura negativa.

Denomina-se segunda forma quadratica de uma superficie a funcdo que
transforma um vetor w do plano tangente de X em g em Il (w) = <a” (t,), N(uo,v0)>
onde N é o vetor normal a X e «(t) é uma curva diferenciavel da superficie tal que
g = (u(t), v(to) ) e a (t,) = w. A segunda forma quadréatica da superficie ndo depende

da curva escolhida.

Aplicando a definicdo a um vetor w de X e efetuando os célculos de maneira

semelhante aos calculos desenvolvidos na primeira forma temos que:

(W) = (& (t), N (Ug, Vo)) = (X, N)(Ug, Vo) + 2ab( X, N)(Ug Vo) + b7 (X, N ) (U, Vo)

A Ultima expresséao, ndo depende da curva «, e passaremos a notar a segunda

forma quadratica por 11, (w) = a’e(u,,V,) + 2abf (uy,v,) +b?g(u,,v,). e(u,v), fuv) e

7 Uma proposicdo forte diz que X e X'sdo isométricas se e s6 se a funclo

f:XU)— X (U) definida por f = X 0X ™, preserva comprimento de curvas, isto &, para

toda curva « de X é igual ao comprimento da curva foo .
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g(u,v) sédo funcbes diferenciaveis denominadas coeficientes da segunda forma
quadratica da superficie parametrizada X.
Relacionamos a primeira forma quadratica da superficie com a segunda forma

quadréatica da superficie para definir fungdo curvatura normal. E uma fungdo que

I, (w)
associa cada vetor ndo nulo do plano tangente a superficie a k,, (w) = — .

I, (W)

Sendo w um vetor normal unitario do plano tangente de uma superficie X e

a(s) uma curva regular da superficie parametrizada por comprimento de arco em S,
entdo k, =k(s,)cosd, onde n(s,) é o vetor normal a @ em S,e &€ é o angulo

formado pelos vetores n(s,) e N(u(s,),v(s,)) -

Como Il,(w) e k,(w) ndo dependem da curva escolhida, pode-se aplicar a

7

relagdo Kk, =k(s,)cos@d para uma curva conveniente. Esta curva é chamada de

seccao normal da superficie determinada por w , que € obtida pela intersec¢do do

traco da superficie para pontos suficientemente préximos de (u,,V,), com o plano que
passa por X(u,,V,), ortogonal a WXN (u,,V,). Assim, a seccdo normal é o traco da

curva «(Ss) parametrizada pelo comprimento de arco.

Se k(s,) =0 entdo k,(w)=11,(w)=0. Se k(s,))0 entdo n(s,) =*+N(u,,v,)e
k,(w) = II,(w) = £k(s,), de onde conclui-se que w “w um vetor unitario tangente a

superficie em q, entdo |kn(w)| € igual a curvatura da seccdo normal em q

determinada por pelo vetor w. Notamos que se w é um vetor ndo nulo ao plano

tangente a X em g entéo |Iln(W) | € igual a curvatura da seccdo normal de X em q,

determinada por w, multiplicada por |vv|2 .
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1.3 As curvaturas principais

As curvaturas principais ddo muitas informacgdes sobre a geometria de uma
superficie. Elas nos permitem discernir a geometria intrinseca da mesma. De um modo
algébrico, expressando as curvaturas principais como autovalores da diferencial da
aplicacao de Gauss, € possivel construir duas fungdes invariantes da mesma. Assim,

surgem duas definices de curvaturas que sdo essenciais:

i) A curvatura de Gauss, definida como o determinante da aplicacdo de

Gauss, que é o equivalente a K =Kk, k,

ii) A curvatura média, definida como um mdltiplo do plano da diferencial da

aplicacdo de Gauss, que é equivalente a H = %(k1 +k,).

Mesmo sendo as curvaturas principais ndo intrinsecas, Gauss descobriu de
maneira surpreendente que uma combinacao particular das mesmas é intrinseca.

Este resultado é conhecido por Teorema Egregium de Gauss.

TEOREMA:

“A curvatura de Gauss sé depende da primeira forma quadrética”

A partir deste teorema, conclui-se que superficies isométricas possuem a mesma
curvatura de Gauss em pontos correspondentes. A reciproca desta propriedade nao é
sempre verdadeira. Porém no caso particular de superficies com mesmas curvaturas
de Gauss constantes, prova-se que se restringindo convenientemente o dominio das
superficies existe uma isometria entre os tragos das superficies. Este teorema permite

verificar que determinadas superficies ndo sdo isométricas.
O fato de a curvatura média ndo ser intrinseca € imediatamente comprovado

bastando considerar uma fungéo sobre o cilindro que, sendo localmente isométrico ao

plano tem curvatura média diferente de zero.

111



Uma vez conhecendo-se 0s conceitos de curvatura normal e de curvatura média,
a classificacdo de superficies com curvaturas constantes passa ser natural. Sdo
representantes desta classe de superficies: a esfera, o plano, o cilindro, o cone e a

superficie de Sievert.

Fig 12. Superficie de Sievert. Sua curvatura é constante e igual a a’.

1.4 - Classificacédo de pontos de uma superficie

O sinal da curvatura de Gauss em um ponto g permite estudar o comportamento
de
uma superficie em pontos préximos de q.
Dado uma superficie parametrizada regular X, dizemos que um ponto g € um
ponto:
(1) eliptico se k(p) >0
(2) hiperbdlico se k(q) <0
(3) parabdlico se k(q) =0 e H(qg) #0
(4) planarse k(gq) =0 e H(q)=0

Desta forma podemos dizer que todos os pontos de uma esfera séo elipticos, a

origem de um ponto hiperbdlico é hiperbdlico, todo ponto de um cilindro é parabdlico e

todo ponto do plano é planar.
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1.5 - Classificacao de superficies segundo a curvatura.

Uma interpretacdo fisica para a curvatura de Gauss de uma superficie, é a
medida escalar da taxa de variacdo da direcdo de um vetor normal unitario em torno

da superficie. Assim sendo:

e Um plano tem curvatura zero: tem direcdo normal constante.
e Uma esfera tem curvatura constante: o seu vetor normal unitario varia a uma

taxa constante em todos os pontos.

Convencionalmente, diz-se que uma esfera tem curvatura positiva, pois,
qualquer que seja o ponto da esfera, ela encontra-se sempre do mesmo lado do plano
tangente a esse ponto. Numa sela, isto ja ndo acontece. Qualquer que seja o ponto da
sela, a superficie atravessa sempre o plano tangente em torno desse ponto e por isso

a curvatura € negativa.

Temos aqui temos um exemplo simples dado por z = x2 - y2, e a sua curvatura.
Podemos mostrar que a curvatura € igual a -4 na origem, mas converge para zero a
medida que nos afastamos desse ponto. Existem superficies de sela mais
complicadas como a superficie de equacédo z = x3 - 3xy2 que possui curvatura zero na

origem. Veja os tracos das selas esbocados abaixo.
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Fig 13. A sela de equacéo z=x>-y*. Fig 14. A sela de equag&o z=x>-3xy>.
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Sabemos entdo que uma esfera tem curvatura constante positiva e que, numa
sela, a curvatura € negativa. Assim, se quisermos curvatura constante negativa,
podemos esperar que em torno de qualquer ponto, a superficie se pareca com uma

sela. Ao contrario da esfera, uma superficie deste tipo, ndo se fecha nem € limitada.

1.5.1 Outros exemplos de superficies de curvatura negativa

Vamos explora outros exemplos superficies de curvatura negativa para que
possamos entender a natureza da superficie sobre a qual Hadamard desenvolve o seu

trabalho.

() A pseudo-esfera € uma superficie de revolucdo obtida ao girar a tractriz em

torno de sua assintota.

B = i

K-~ -1 K- -+ K- —1

Fig 15. A revolucéo da tractriz gerando a pseudo-esfera

(b) A superficie de Dini também é uma superficie de curvatura negativa. A

. -1 L cotg(2v
curvatura de Gauss é K =——— e a curvatura média H =— g( )

a’+b’ Ja? +b?

parametrizacdo (u,v) — (acos(v)sen(v),asen(u)sen(v),a(cos(v) + In(tg (%))) +bu) em

, para a

.42[x]0,2[.
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Fig16. A superficie de Dini

( ¢) Um outro exemplo conhecido é a superficie de Kuen, a curvatura desta

superficie é dada por K = —iz.
a

Fig 17. A superficie de Kuen
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