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INTRODUCAO

Observamos, através de nossos estudos sobre as origens do Célculo Infinitesimal,
que a questdo das séries numéricas’ foi um dos principais fundamentos para a nogéo de
Diferencial, proposta por Leibniz em 1675 na invencdo do célculo Infinitesimal.
Escolhemos trabalhar sobre as séries numéricas’ pois, além disso, esse assunto pode nos
proporcionar uma visao historica, filosofica e metodoldgica da formacdo inicial do
pensamento de Leibniz e da sua evolucdo, de uma fase amadora, na qual se encontrava
no inicio de suas descobertas matematicas, para uma posicdo de destaque no meio
cientifico do século XVII. Foi exatamente na convergéncia entre os aspectos, historico,
filoso6fico e metodoldgico, no que envolvem a questdo das séries, que fomos buscar o fio
condutor para nossa pesquisa, ou seja, a motivagao para realiza-la.

Cremos que uma abordagem historica e filosofica sobre o estudo das séries poderia
fornecer uma compreensdo mais ampla do pensamento filoséfico de Leibniz sobre o
calculo infinitesimal. A propria palavra "Diferencial” é oriunda do "Método das
Diferengas", que ¢ um método geral para o somatdrio de séries através das diferencas
entre seus termos e que possibilitou encontrar as tangentes a uma curva ¢ determinar a
sua quadratura, ou seja, a sua area. Tal fato pode ser constatado no seguinte trecho da
carta [1] de Leibniz enviada para o Marqués de L'Hospital (1661-1704) no ano de 1694:

“Por muito tempo, eu tive a oportunidade de procurar as somas das séries dos
nUmeros, e para isso me servi das diferencas em um teorema bastante conhecido, que,
numa série decrescente ao infinito, seu primeiro termo é igual a soma de todas as
diferencas. [...] Eu também reconheci quase imediatamente que achar as tangentes

nada mais é do que diferenciar, e encontrar as quadraturas nada mais € do que somatr,

1 : . , . .

Embora estejamos cientes de que uma série numérica representa uma soma de termos que podem ser
finitos ou infinitos, que ndo ¢ o caso das seqiiéncias, Leibniz emprega, em sua obra, o termo série nas
duas situagdes. Sendo assim, utilizaremos o mesmo em nosso trabalho.



desde que se suponha as diferencas incomparavelmente pequenas” °.

Em vérias passagens das correspondéncias de Leibniz encontramos evidéncias de
que o método das diferencgas foi sem duvida fundamental para a nocao de diferencial.
As primeiras correspondéncias cientificas, que ocorreram no periodo de 1670 a 1674,
nos relatam as descobertas iniciais de Leibniz em seus estudos sobre as séries. Nas
correspondéncias que sucederam este periodo, encontramos relatos do proprio autor
confirmando a importancia das séries para a inven¢ao do Calculo. Sendo assim, para
que tenhamos uma idéia do desenvolvimento da teoria das séries e das quadraturas antes
do século XVII, descreveremos sucintamente algumas idéias e alguns trabalhos que
foram desenvolvidos antes da época de Leibniz.”

As primeiras idéias sobre séries, quadraturas e tangentes, remontam aos
primoérdios da historia da matematica, mais especificamente a Grécia antiga, onde
surgiram alguns trabalhos sobre estas questdes que, mesmo que de forma indireta,
serviram como ponto de partida para os cientistas dos séculos seguintes. E possivel
encontrar em Pitdgoras os numeros figurados que foram retomados por Pascal, no
tridngulo Aritmético, e por Leibniz, no Triangulo Harmoénico. O pitagorico Hipdcrates
de Quios (430 a. C), mostrou, que a razao entre as areas de dois circulos ¢ igual a razao
dos quadrados de seus respectivos didmetros e, a partir desse resultado, péde determinar
a quadratura do circulo. No entanto, foi Arquimedes ( 287-212 a.C.), que obteve, de
forma rigorosa, a quadratura do circulo através do método da exaustdo, que envolve

axiomas, definicdes e proposigoes. O método da exaustdo foi central para o

? Chamaremos séries numéricas tanto que conhecemos hoje por esse nome, quanto que conhecemos por
seqiiéncia, uma vez que Leibniz empregou essa nomenclatura para os dois casos.

3 “Jravais pris plaisir long temps auparavant de chercher les sommes des series des nombres, et je
m’étais servi pour cela des différences sur un théoreme assez connu qu’une série decroissant a I’infini
son premier terme est egal a la somme de toutes les différences.(...) Je reconnus aussi bientdt que trouver
les tangentes n’est autre chose que différentier, et trouver les quadratures n’est autre chose que sommer,
pourvu gqu’on suppose les différences incomparablement petites”. Nossa tradugio.

Sobre os dados historicos relatados acima, consultar o livro de Margareth E. Baron, History of



desenvolvimento da matematica e particularmente no desenvolvimento das séries e nos
métodos de integracdo que surgiram posteriormente. No século XVII, Johannes Kepler
(1571-1630) e Galileo Galilei (1564-1642), abandonaram o método de Arquimedes para
o calculo de areas e volumes em troca do uso dos indivisiveis ou quantidades
infinitamente pequenas. Utilizando o mesmo método de Kepler, encontramos Cavalieri
(1598-1647), cujos livros Geometria Indivisibilis e Exercittiones Geometricae serviram
de fonte de consulta para varios matematicos do século XVII. Roberval (1602-75)
também adotou o método dos indivisiveis no qual utilizou amplamente os niimeros
figurados e as séries que envolvem os mesmos. Jonn Wallis (1616-1703) investigou em
seu livro Arithmetica Infinitorum, as séries de Cavalieri, na forma aritmética, livre do
embasamento geométrico. Na tentativa de resolver a quadratura do circulo, Wallis pdde
obter o nimero © como um produto infinito de termos. A publicagdo do livro de Wallis
foi fundamental para Newton em seus estudos iniciais, de onde resultaram os seus
primeiros €xitos, como a obten¢do da quadratura do circulo por meio de uma série
infinita. Pierre Fermat (1601-1665), com seus trabalhos sobre as tangentes e sobre
maximos e minimos, permaneceu fiel a estrutura de demonstragdo dos antigos. James
Gregory (1638-75) na obra A Vera Circuli et Hiperbolae Quadratura generalizou o
método de exaustdo de Euclides ¢ no livro Geometria pars Universalis elaborou o
primeiro tratado sistematico contendo todas as operagdes para determinacdo de arcos,
tangentes, areas e volumes. Além disso, Gregory foi o primeiro a mostrar
geometricamente a relacdo inversa entre tangente e quadratura. Isaac Barrow (1630-77)
publicou, no ano de 1670, o livro Lectiones geometricae, onde apresenta na proposi¢ao
11, licdo X, a relacdo inversa entre tangente e quadratura, que deu origem ao que

conhecemos atualmente como teorema fundamental do calculo. Destacamos também o

mathematics. Origins and development of the calculus, The Open University, p. 48.
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nome de Nicolaus Mercator (1620-1687) que, segundo Leibniz, foi o primeiro a
determinar a quadratura do circulo por meio de uma série infinita em sua obra
Logarithmotechnia.

Como acontece para muitos exemplos de grandes matematicos, a importancia de
Leibniz deve-se, em grande parte, a generalizagcao que apresentou de seus métodos e dos
que estavam disponiveis em sua €poca, dando uma forma geral a um problema que, até
entdo, possuia diversas facetas particulares. Um dos mais importantes destes foi o
problema da Quadratura do Circulo, que pdde ser generalizado, por meio das séries. Em
Leibniz, ndo se trata de encontrar a tangente num Unico ponto da curva, mas todas as
retas tangentes a essa curva. Este pensamento estende-se ao problema dos maximos e
minimos e das integrais, constituindo o cerne do Calculo Infinitesimal.

A historia da matematica nos mostra que os problemas da quadratura e da tangente
foram tratados isoladamente, até terem sido definitivamente unificados no século XVII.
A partir desse século foi possivel realizar as operacdes de integracdo e de diferenciacao,
através da notacdo criada por Leibniz, que veio substituir os métodos utilizados até
entdo para se calcular as tangentes e as quadraturas de uma curva. Em conformidade
com essas primeiras consideracdes histéricas sobre as questdes das séries e das
quadraturas, nos empenharemos para destacar, dos trabalhos de Leibniz que precederam
a inven¢do do calculo infinitesimal, os seus primeiros conhecimentos sobre as séries
numéricas que, constituiram um dos principais fundamentos dessa inven¢ao. Essa nossa
afirmacdo pode ser confirmada no texto retrospectivo do proprio Leibniz, "Historia e
Origem do Célculo Diferencial”, originalmente escrito em Latim no ano de 1714 com o
titulo “Historia et Origo Calculi Differentialis” [2]. Os trechos desse livro que

destacamos em nosso trabalho, encontram-se traduzidos para o Inglés no livro “The
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Early Mathematical Manuscripts of Leibniz” [3] de J. M. Child e nas "Correspondéncias
com o Marqués de L'Hospital” [1] e também, em outros artigos e correspondéncias que
enfatizam a questao das séries e a sua importancia para o método de leibniziano. Dessa
maneira, encontramos na propria obra de Leibniz, a justificativa para a escolha desse
tema.

Nossa pesquisa foi orientada pelas das seguintes perguntas:

1. Como ocorreram as descobertas iniciais de Leibniz sobre as séries?

2. Quais os fatores filos6ficos que o conduziram neste ponto?
Estas perguntas, evidentemente, s6 serdo respondidas em parte.

Na primeira parte do capitulo I, iremos descrever o pensamento inicial de Leibniz
sobre as séries em seus trabalhos sobre combinatéria. Para isso, recorreremos
inicialmente ao livro “Dissertation Sur L’Art Combinatoire” [4], onde podemos
vislumbrar, através da sua aritmética, os enlaces entre 0s nimeros combinatorios € as
séries numéricas. A “Dissertation Sur L’Art Combinatoire”, foi escrita originalmente
em Latim com o titulo Dissertatio de Art Combinatoria, ¢ traduzida em Francés por Jean
Pyroux [1], (iremos nos referir a este trabalho como “Arte Combinatéria”). Desta obra,
destacaremos, neste primeiro momento, somente os trechos que incluem de alguma
forma a questdo das séries numéricas. Embora a “Arte Combinatdria” ndo seja um texto
que trate exclusivamente das séries, Leibniz pdde observar ai o uso das diferengas para
obter suas respectivas somas. Para desenvolvermos a segunda parte do capitulo I, onde
abordaremos o método das diferencas, utilizaremos como fonte de pesquisa, as
correspondéncias cientificas de Leibniz, pois nelas encontramos muitas das informagdes
necessarias a compreensao da sua teoria. O recurso as cartas se justifica pelo fato destas
fornecerem um precioso panorama histérico, que nos permite verificar com

profundidade a maneira pela qual Leibniz aprimorou seus conhecimentos matematicos e
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como ele desenvolveu sua obra diante da comunidade cientifica européia daquela época.
Grande parte destas correspondéncias foi enviada a partir de 1670 ao fisico alemao
Henri Oldenburg (1626-1678), membro da Royal Society of London, que as
encaminhava ao Comércio Epistolar, através do qual os cientistas se correspondiam
freqiientemente. Em 19 de fevereiro de 1673 Leibniz foi aceito formalmente como
membro dessa sociedade fato que o beneficiou, pois pdde se comunicar regularmente
com toda a comunidade cientifica através do correspondente matematico, o inglés Jean
Collins, que dentre outras coisas articulou através das cartas a disputa entre Leibniz e
Newton sobre a inven¢ao do calculo.

O capitulo II foi escrito com o intuito de levantar os fatores filoséficos que
conduziram Leibniz em suas invengdes, principalmente aqueles que foram apresentados
também na introducdo da “Arte Combinatoria”, como € o caso da questdo do todo e das
partes, que fundamentou a sua teoria das complexdes.

Finalmente, concluiremos nosso trabalho, procurando analisar a importancia dessas
invengdes para a sua recep¢dao na comunidade cientifica do século XVII, indicando,
através de alguns exemplos, a maneira pela qual suas idéias foram difundidas pelo
continente europeu e qual foram os avangos cientificos obtidos por Leibniz antes de sua

inven¢ao mais reconhecida, que foi o célculo infinitesimal.
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CAPITULO 1
O PENSAMENTO INICIAL DE LEIBNIZ
1. As Series na Arte Combinatoria

Para que possamos compreender como as séries numéricas estdo inseridas no
livio “Arte Combinatéria”, faremos uma explanacdo concisa sobre as principais
caracteristicas desse texto, pois a consideramos necessaria a compreensao do assunto.

Uma das caracteristicas mais marcantes da “Arte Combinatoria” é a mesclagem
entre a filosofia, a légica e a aritmética. Os conhecimentos de Leibniz sobre logica e
filosofia, sdo oriundos de sua formagdo académica, pois apds ter ingressado na
Universidade de Leipzig no ano de 1661, teve a oportunidade de freqiientar as aulas do
professor Johann Kuhn sobre a filosofia de Aristoteles e de Euclides. Quanto a filosofia,
Leibniz teve bastante sorte com seus professores, especialmente com Jacob Thomasius
que fundou o estudo cientifico de historia da filosofia na Alemanha e o orientou em sua
dissertacdo de bacharelado em filosofia com o titulo “Disputatio metaphysica de
principio individui” (“Discussio metafisica no principio da individua¢do”)’, que foi
defendida em 1663, quando ele tinha apenas dezessete anos de idade [5]. No entanto, a
“Arte Combinatoria” sé foi levada a termo apo6s Leibniz ter concluido a sua formagao
académica, na Universidade de Leipzig, onde obteve os titulos de bacharel e mestre em
filosofia, respectivamente nos anos de 1663 ¢ 1664. Em seguida, preparou, no ano de
1666, a “Dissertation Arithmétique sur les Complexions™ [6] , visando ingressar na
Universidade de Altdorf, onde obteve no ano de 1666 o titulo de doutor em direito com
a tese “De casibus perplexis in jure” (Sobre casos dificeis da Lei)®. Nesse mesmo ano,
Leibniz ampliou a “Dissertagdo Aritmética sobre as Complexdes” dando-lhe o titulo:

(Dissertation sur 1"art Combinatorie).

> O principio da individuagao, serviu anos mais tarde, para compor o sistema filosofico de Leibniz
Traduzido do Latim para o Inglés em Aiton [6].
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Antes de iniciar seus estudos universitarios, Leibniz ja estava ciente da logica
aristotélica, através da qual vislumbrou a possibilidade de construir uma linguagem que
pudesse ser entendida por todos e aplicada aos mais diversos ramos do conhecimento.
Ele acreditava que, através dessa linguagem, que chamou de caracteristica universal,
todo o pensamento humano, poderia ser concebido pela combinacdo de elementos
fundamentais ou termos simples, como as letras do alfabeto e os algarismos. A
elaboracdo dessa linguagem foi iniciada em sua “Arte Combinatdria”, onde estabelece a
sua base teorica e explicita os seus propdsitos quanto a aplicagdo das combinagdes as
mais diversas areas do conhecimento. Dentre estes propodsitos, destaca que as
combinagdes podem ser utilizadas para encontrar as divisdes dos registros de um
instrumento de musica; para resolver os casos juridicos; para elaborar estratégias de
guerra, para construir segredos de cofre; para misturar cores e fazer medicamentos e,
principalmente, para combinar e variar as letras do alfabeto a fim de formar
proposicdes, para, em seguida, julga-las quanto a coeréncia logica de seus enunciados.

Ilustrando, de forma sucinta, como uma proposicdo pode ser formada por
combinagdes de palavras, daremos como exemplo o conjunto formado pelos elementos
{casa, homem, fogo, grande}. Determinando as combina¢des de dois elementos desse
conjunto temos: {homem casa}; {homem grande}; {homem fogo}; {casa grande};
{fogo casa}; {grande fogo}. Pode-se observar que, dentre as combinagdes acima, nem
todas fazem sentido, ainda que se considere a varia¢ao de posi¢do entre seus elementos,
como ocorre nas combinagdes {homem casa} ¢ {homem fogo}. Como os elementos
“fogo” e “homem” sdo dois substantivos, ndo ha coeréncia nessas combinagdes, pois,
para Leibniz, uma proposi¢do ¢ formada por um sujeito ¢ um predicado, que ndo ¢ o

caso das combinagdes {homem casa} ¢ {homem fogo} que, conforme a classificagdo

¢ Traduzido para o Inglés por E. J. Aiton, como “On difficult cases in law”.
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de Leibniz, teriamos ai um tipo de combinagdo inutil. Assim, pela combinagdo de
termos simples, as proposi¢des podem ser formadas e, em seguida, julgadas. O modo
como Leibniz classifica uma proposi¢do e o seu interesse pelas descobertas, sao alguns
dos assuntos que abordaremos no capitulo II de nosso trabalho. Sendo assim, nos
limitaremos, no presente capitulo, a uma abordagem dos conceitos da aritmética com o
objetivo de identificar os primeiros conhecimentos de Leibniz sobre as séries numéricas.
Sabe-se que os estudos iniciais de Leibniz sobre matematica, no momento em que
escreve a “Arte Combinatoria”, eram reduzidos, inclusive devido a falta de literatura
corrente na universidade de Leipzig. Também podemos constatar que, na ocasido em
que escreveu a “Arte Combinatéria”, ele ainda ndo estava ciente dos grandes tratados de
matematica da época, dentre estes, o livro Arithmetica Infinitorum de John Wallis e as
principais obras de Pascal, de Grégoire de Saint Vincent e de Issac Barrow. Podemos
fazer tal afirmag@o, pois no ano de 1672 Leibniz tinha comunicado alguns de resultados
sobre a soma de séries a Huygens que, imediatamente, lhe sugeriu a consulta destes
livros. Além desse fato, pode-se confirmar o desconhecimento de Leibniz em relagdo a
certos escritos matematicos, como alguns de Descartes, no seguinte trecho da
correspondéncia enviada ao Marqués de L'Hospital [1]: ““Até entdo, eu ndo era
suficientemente versado no célculo da algebra de Descartes e ndo fazia uso de
equacgdes para expressar a natureza das curvas, mas, seguindo a recomendacao de
Huygens, me dediquei a isso e ndo me arrependi, pois esses estudos deram-me meios de
encontrar, logo em seguida, meu calculo diferencial™’.
Sendo assim, cabe-nos perguntar, quais teriam sido as leituras precedentes a “Arte

Combinatoéria” que fundamentaram a aritmética de Leibniz? Para responder a esta

7 «Jusqu’alors je n’étais pas encore assez versé dans le calcul de M. Descartes et ne me servais pas
encore des équations pour expliquer la nature des lignes courbes, mais sur ce que M. Huygens m’en
disait, je m’y mis et ne m’en repentis point, car cela ma donné le moyen de trouver bientét mon calcul
différentiel”. Nossa tradug@o.
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pergunta, destacaremos, da “Arte Combinatdria”, as referéncias® feitas por Leibniz a
algumas obras e a alguns cientistas que, possivelmente, lhe serviram de fonte de
consulta em seus primeiros trabalhos. Entre essas referéncias, encontra-se o nome do
dinamarqués Erasme Bartholiedo e do holandés Frans van Schootem que foi aluno de
Descartes e professor de Huygens e que escreveu, no ano de 1657, o livro Exercitarum
Mathematicanum, que inclui questdes de aritmética ¢ de geometria. Também cita os
Elementos de Euclides, que foi traduzido por Isaac Barrow. Sobre as combinagdes,
consultou o livro intitulado Recreagdes Matematicas de Daniel Schwenter ¢ o texto
elementar de astronomia, que também envolve combinagdes, La Sphére de Jean
Sacrobosco. Finalmente, menciona no texto o livro Arithmétique Pratique do
matematico italiano Jérdme Cardan e o livro Nova Scientia de Nicolo Tartaglia. Como
estas referéncias foram destacadas por Leibniz na “Arte Combinatoria”, tudo nos indica
que as mesmas tenham fundamentado os seus conhecimentos iniciais de aritmética.
Apesar de seu pouco conhecimento de matematica, Leibniz dedicou-se a essa
matéria com toda a avidez de um jovem estudante, que pretende superar suas
deficiéncias para, em seguida, por em pratica os seus projetos. Esse impeto na aquisi¢ao
de novos conhecimentos vai se acentuando cada vez mais, na medida em que as lacunas
de sua formag¢ao de matematica vao sendo eliminadas. Por outro lado, seus
conhecimentos iniciais de matematica, foram suficientes para concretizar, no ano de
1666, a “Arte Combinatoéria”, mais precisamente para gerar idéias e pensamentos pela
combinagdo de termos elementares que sdo os seus componentes basicos. Assim, cada
termo complexo ou composto é formado pela combinagdo de termos simples que sdo os
“termos irredutiveis e indefiniveis™, ou seja, sio aqueles que ndo podem ser

decompostos ou reduzidos a termos menores, da mesma forma como as palavras sdo

8 A o . . S
As referéncias destacadas por Leibniz encontram-se nas seguintes paginas da Arte Combinatoria:
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formadas pelas letras do alfabeto e os numeros pelos algarismos. Considerando, por
exemplo, o conjunto de termos simples {a, d, s, o, 1, u, t}, podemos formar, por
combinacdo de trés letras, os termos complexos “rua”, “sua” e “tao”. Do mesmo modo,
o numero 125 ¢ formado pela combinagdo de trés algarismos do sistema decimal. Por
outro lado, os termos complexos podem ser decompostos em termos simples, como
ocorre, analogamente, na decomposi¢ao de um nimero em fatores primos. Conforme o
exemplo de Leibniz citado por Louis Couturat [7], o nimero 210 pode ser representado
pelos seguintes produtos: 42x5, 6x35, 14x15, etc. Decompondo os termos desses
produtos em fatores primos, teremos 2x3x5x7, que sdo os termos simples ou
elementares do numero 210. Ou seja, o termo complexo 210 foi representado por um
produto de termos simples.

Dentro de seu projeto de uma linguagem universal, que Leibniz propde na “Arte
Combinatéria”, € preciso, primeiramente, determinar todos os pensamentos que se
podem formular a partir de um conjunto de elementos fundamentais ou de termos
simples. Para isso, calcula-se o nimero total de combinag¢des que podem ser formadas
com esses termos elementares, ndo importando se essas proposicdes sdo verdadeiras ou
falsas ou até contraditdrias, pois avaliar as proposi¢des, seria uma outra etapa dentro da
arte das combinagdes, como veremos mais adiante.

O dispositivo elaborado por Leibniz para calcular todas as combinagdes que
podem ser formadas a partir de um determinado numero termos, ¢ a tabela das
complexdes (Tabela I), onde vemos intervir, pela primeira vez, o pensamento sobre
séries na Arte Combinatoria. No entanto, para que possamos compreender, na tabela,
como as complexdes sdo obtidas, e as suas relacdes com a progressdo geométrica 1, 2,

4,..., 1024, 2048, 4096, que estd situada na ultima linha da tabela, precisaremos

113,115,117, 118, 122 ¢ 144.
? Arte Combinatoria, p. 137.
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conhecer os significados dos termos complex@o, nimero e expoente.

Conforme ressaltamos anteriormente'’, um termo complexo ¢ aquele formado
pela combinacdao de termos simples. Pode-se dizer ainda que um termo complexo ou
composto ¢ formado por varios elementos, por exemplo: (abcdef). Enquanto um termo
simples'' ¢ definido por um tnico elemento, por exemplo: (). A complexidade reside
na combinagdo desses termos simples, ou seja, os mesmos devem ser unidos desde que
expressem uma idéia util. Assim, € preciso que haja um critério que funcione como uma
espécie de “filtro” diante da inumeravel quantidade de combinagdes de coisas. Para isso,
Leibniz estabeleceu a “logica da invengdo”'?, que permite verificar, dentre todas as
combinagdes possiveis, as Uteis e as inuteis. Na arte das combinagdes, ndo se trata
somente de combinar, mas também de investigar a validade de cada pensamento.

Leibniz define uma complexdo como “a unido de todo menor em um maior”."
Em outras palavras, ¢ pela combina¢do dos termos mais simples que se formam os
termos mais complexos. Por outro lado, afim de que uma complexao seja determinada,
“o nimero ou a totalidade ¢ dividida em partes, como totalidades menores, este ¢ o

~ 14
fundamento das complexdes”

. Neste caso, trata-se de encontrar todos os subconjuntos
formados a partir de um conjunto dado, como o conjunto {A,B,C} que pode ser dividido
em subconjuntos de um elemento {A}, {B}, {C}; de dois elementos, {A,B}, {A,C},
{B,C}; e de trés elementos {A,B,C} (que ¢é a propria totalidade). Na “Arte
Combinatoria”, o total de elementos de um conjunto foi designado pela palavra nimero

e os seus subconjuntos, que sdo as partes de um todo, foram designados pelo termo

expoente. Assim, uma complexdo de nimero 5 e de expoente 3, corresponde, na

' Ver 2° paragrafo da pagina 10.

""" Em algumas passagens da “Arte Combinatéria” (p.138) e outros artigos, Leibniz também designa os
termos simples, como “termos originais ou primitivos”.

12 A “Légica da Invengdo” sera mencionada no capitulo II de nossa pesquisa.

3 “La complexio est I'union de tout plus petit dans un plus grand”. Arte Combinatéria, definigdo 9,
p.117. Nossa tradugao.
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linguagem atual, a uma combinacdo de 5 elementos tomados 3 a 3, ou seja, Cs 3, onde n
corresponde ao nUMero e¢ p ao expoente ou entdo, a quantidade de subconjuntos de trés
elementos em um conjunto com cinco elementos. Além disso, os expoentes designam a
classe de cada complexdo. Assim, o expoente 1 designa as complexodes de 1? classe ou
as unides; o expoente 2 designa as complexdes de 2* classe ou as com2nacdes
(combinagdes) e o expoente 3, as complexdes de terceira classe ou as com3nacoes
(conternagdes)'”. Em outros termos, as combinagdes de primeira classe sdo do tipo Cy, 1.
as combinagdes de segunda classe C, , e assim por diante.

Analisemos, entdo, a sua tabela [1]:

Tabela |

ol 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12| € Numeros
el200 o 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 66
x[30 0 0 1 4 10 20 35 56 84 120 165 220
pl40 0o 0 0 1 5 15 35 70 126 210 330 49
o510 0 0 0 0 1 6 21 56 126 252 462 792
el6f]0 0 0o 0o 0 o0 1 7 28 84 210 462 924
nl770 0 0 0 0 0 o0 1 8 36 120 330 792
t{g 0 0 0 0 0 0 0 0 1 9 45 165 49
el90 0 0 0 0 0 0 0 0 1 10 55 220
s{iIg0o0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 11 66

1Mo 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 12

120 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 1

* 0 1 3 7 15 31 63 127 255 511 1023 2047 4095

+l 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 4094

* (soma das complexdes para um expoente dado);
1 acrescentando a unidade, coincide com os termos de uma progressdo geométrica dupla.

Nesta tabela, as complexdes encontram-se distribuidas em treze colunas (da
esquerda para direita, excetuando-se a coluna dos expoentes) € nas treze primeiras
linhas de cima para baixo de 0 a 12. Cada coluna corresponde as complexdes de um

nimero da segunda linha da tabela, a saber: 0, 1, 2,..., 10, 11, 12. Assim a primeira

14« le nombre ou la totalité est partagé en parties, comme le toutes plus petites, cela est le fondement des
complexions...” Arte Combinatdria, introdugo, p.116. Nossa tradugéo.
'3 Conforme a definigdo de nimero 11 da Arte Combinatéria p.117.
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coluna corresponde as complexdes do nimero 0, que, nesse caso, sdo todas nulas, pois
para os casos em que o expoente ¢ superior ao humero dado, o valor da complexdo é
sempre zero. Por exemplo, com um conjunto de trés elementos s6 podemos formar
subconjuntos de um, dois e trés elementos. A segunda coluna ¢ formada pelas
complexdes do ndmero 1, a terceira coluna pelas complexdes do nimero 2, e assim
sucessivamente. Por outro lado, a primeira linha corresponde ao expoente 0, a segunda
linha, ao expoente 1, a terceira linha, ao expoente 2, e assim por diante. Isto significa
dizer que a primeira linha ¢ formada por combinagdes do tipo C, . a segunda linha por
combinagdes do tipo C,;. a terceira linha por combinagdes do tipo C,» e assim
sucessivamente. Sendo assim, para encontrar as complexdes de um determinado
namero, basta relaciond-lo com os expoentes menores ou iguais a ele. Por exemplo: o
nimero 4 da quinta coluna com o expoente 0 da primeira linha corresponde a unidade; o
namero 4 com o expoente 1 formam 4 unides ou quatro combinagdes de um elemento; o
nimero 4 com o expoente 2 formam 6 com2nagdes ou seis combinagdes de dois
elementos; o nimero 4 com o expoente 3 formam 4 com3nagdes ou quatro combinagdes
de trés elementos e o nUmero 4 com o expoente 4 formam uma com4nagao ou uma
combinagdo de quatro elementos. Logo, a coluna correspondente ao nimero 4, (quinta
coluna) ¢ formada pelas complexdes 1, 4, 6, 4, 1. Utilizando a notagao atual temos: Cy
=1,C41=4,C42=06,C43=4¢ Cyq4=1. Em outros termos, podemos dizer que as
complexdes correspondentes a um determinado numero estdo localizadas nas
intersecdes de sua coluna com as respectivas linhas dos expoentes da tabela. Sendo
assim, a complexao localizada na linha de expoente 0 e na coluna do nimero 4 ¢ igual a
1; a complexao localizada na linha do expoente 1 e na coluna do nimero 4 ¢ igual a 4; a
complexdo localizada na linha do expoente 2 e na coluna do niimero 4 ¢ igual a 6 e

assim por diante. Do mesmo modo, as demais complexdes estdo distribuidas pelos
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nameros ¢ pelos respectivos expoentes.

Uma andlise da tabela, através de suas linhas, nos permite compreender como as
complexdes estao distribuidas por classes. Assim, cada linha da tabela ¢ composta de
uma mesma classe de complexdes que ¢ determinada pelo expoente da linha. Nesse
caso, a segunda linha da tabela, que corresponde ao expoente 1, ¢ formada pelas
complexdes de primeira classe, que correspondem a série (0, 1, 2,..., 10, 11, 12) que
equivalem as combinagdes do tipo C, ;= n. A terceira linha da tabela, que corresponde
ao expoente 2, ¢ formada pelas complexdes de segunda classe, que por sua vez,
determinam a série dos numeros triangulares (1, 3, 6, ..., 36, 45, 55, 66), cuja lei de
formacao ¢ dada, na nomenclatura atual, por C,s = [n.(n - 1)] / 2, com n > 2. A quarta
linha da tabela, que corresponde ao expoente 3, é formada pelas complexdes terceira
classe, que determinam a série dos numeros piramidais {1, 4, 10, ..., 120, 165, 220},
cuja lei de formacgao ¢ [n.(n - 1).(n-2)] : 6 com n > 3.

Leibniz ndo dispunha de uma expressao geral para encontrar o nimero de
combinagdes de um conjunto, exceto para as combinagdes de dois elementos, para as
quais usou a expressio [A N (A-1)] U 2 =B'°, onde A designa o nimero total de
elementos de um conjunto; o simbolo M designa uma multiplicagdo; U designa uma

divisdo e B ¢ o numero de combinagdes de dois elementos. Essa expressdo equivale, na

nomenclatura atual, a expressao ~. Dentro da tabela, “as complexdes de um

n.(n-1)!
2!

determinado numero e de um expoente nascem da soma das complexdes relativas ao
nimero precedente e do expoente precedente”'’. Em outros termos, para encontrar as

combinagdes de um ntmero, basta somar duas combinagdes consecutivas da coluna

'Arte Combinatoria, problema I. p. 120.

7 «|_es complexions d’un nombre et d’un nombre et d’un exposant donné naissent de la somme des
complexions relatives au nombre précédent donné et a I’exposant précédent”. Arte Combinatoria,
Probléme I, p. 118. Nossa tradugéo.
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antecedente. Por exemplo: observando a tabela, verifica-se que a combinacao referente
ao numero 7 e ao expoente 4, a saber, 35, foi obtida pela soma das combinagdes 20 e 15,
que sdo relativas ao nUmero 6 e aos expoentes 3 e 4 respectivamente. Logo as
combinacdes de 7 elementos 4 a 4 sdo dadas pela soma 20 + 15 = 35, que na notagao
atual equivale a expressdo C 74 = C 3 + C ¢ 4. De um modo geral poderiamos escrever
Cop=Cu-t,p1+Cuip

A penultima linha da tabela, que ¢ indicada pelo simbolo (*), foi reservada para
fornecer o total de complexdes particulares, que sdo aquelas formadas pelos expoentes
de 1 até 12, ou seja : Cy, 1; Cp, 2. Ch, 3. ...; C 4, 12. Esses totais correspondem a série (0, 1,
3,7, 15..., 511, 1023, 2047, 4095). Por exemplo: a soma das combinagdes particulares
do numero 4 ¢ dada por C4 | + C4 2+ Cs 3+ Csa=4+6+4+1=15, cujo total
corresponde ao quinto termo da série {0, 1, 3, 7, 15..., 511, 1023, 2047, 4095}. De uma

forma geral, os termos dessa série sdo definidos pela expressdo, 2" — 1 =C, | + Cy 2+

n
Chst ...t Cpn queequivale a ch,i = 2" - 1. Cabe observar que as combinagdes
i=1

de expoente zero, ou seja, C,, o = 1, ndo foram incluidas neste somatorio. Estas sdo
incluidas nos totais dados pelos termos da série geométrica que constitui a ultima linha
da tabela (de cima para baixo)(t), que € a série (1, 2, 4, 8§, ..., 512, 1024, 2048, 40960).
Resulta que esta operagcdo nos da o termo geral da série geométrica, definido pelo
acréscimo da unidade na expressdo 2" — 1, isto é: (2" — 1) +1=2". Como cada termo da

série geométrica corresponde a soma de todas as combinag¢des de um ntiimero, temos: 2"

n
=ChotCou1+Cp2tChs3+..+ Cypn ou zcn’i = 2" Dai, a soma de todas as
i=0

combinagdes de um ndmero, incluindo a combinagdo de expoente zero, ¢ determinada
pelo termo da série geométrica, que estd situado na coluna correspondente a esse

namero. Por exemplo, a soma de todas as complexdes correspondentes ao numero 4

23



(quinta coluna da esquerda para direita), ¢ dada pelo termo da série situada na coluna
relativa ao nimero 4... linha (1), 1sto €: C4 0+ C4, 1 + C4 2+ C4 3+ Cou=1+4+6+4 +
1 = 2* = 16. Por outro lado, para encontrar a soma das complexdes particulares do
nimero 4, ou seja, sem a inclusdo da combinacdo de expoente zero (C,, o), basta subtrair
uma unidade do termo da série geométrica'®. No caso do niimero 4, temos 16 — 1 = 15
complexdes particulares.

Uma outra propriedade indicada por Leibniz no problema II da Arte
Combinatoria, refere-se aos expoentes dos termos da série geométrica designando a
parte em relagdo ao todo. Isso significa dizer que, se o expoente do termo da série for
impar, o nimero de complexdes serda par e, se o expoente for par, o numero de
complexdes serd impar. Por exemplo: o sexto termo da série geométrica, que é 32=2°, ¢
que tem como expoente o numero 5, compreende seis complexdes (conforme a sexta
coluna da Tabela I), a saber:1, 5, 10, 10, 5, 1. Por outro lado, se expoente do termo da
série € um numero par, verifica-se que o numero de complexdes impar. Por exemplo, o
quinto termo da série geométrica, que ¢ 16 e que tem como expoente o numero 4,
compreende cinco complexdes, que sao: 1, 4, 6, 4, 1, conforme a coluna 5. A
fundamentagdo dessas propriedades, que envolvem o conceito de divisdo e as relagdes
entre as combinagdes e a progressdo geométrica simultaneamente, ¢ dada no problema
IT da “Arte Combinatéria” da seguinte forma: *“... 0 termo da progressdo geométrica
deve ser dividido em um certo nimero de partes que é determinado pelo seu respectivo
expoente, de tal forma que a primeira parte seja igual a ultima, a segunda a penultima,
a terceira a antepenultima etc., se o expoente for par, o nimero de partes sera impar, e
se for impar o ndmero de partes sera par..”. Em seguida, mostra através de um

exemplo, que as partes as quais se refere, sdo exatamente os nimeros combinatdrios

18 Arte combinatoria, problema II, p.121.
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correspondentes a um determinado termo da série:

“.. 0 termo 128 da progressdo geométrica que tem como expoente 0 numero 7 sera
dividido em 8 partes, a saber, 1, 7, 21, 35, 35, 21, 7, 1, conforme a tabela 1”."” A
originalidade de Leibniz estd na percepcao das propriedades que envolvem tanto as
séries quanto as combinacdes, que nao foram notadas por outros matemadaticos que o
precederam, sabendo explorar a harmonia existente entre as combinagdes e as séries
numéricas que, tempos depois, serviram como ponto de partida na constru¢do do
tridngulo harménico. Conforme salientou Michel Serres®’, “o termo harmonia [para
Leibniz] refere-se a natureza dos nimeros manipulados, dentro das tabelas com suas
respectivas regras”[8].

Esperamos ter mostrado como Leibniz pdde, através da tabela I, estabelecer as
bases de sua teoria das complexdes. Esta teoria foi rigorosamente construida segundo os
seguintes teoremas’', que apresentamos com comentirios nossos que pretendem
interpreta-los na simbologia atual, com o acréscimo de exemplos introduzidos por nos.
Seguindo a numeragdo da Arte Combinatoria temos:

1- Se o expoente (p) for maior que o numero (n), o resultado da combinag&o seré zero.
Comentarios: Decorre dai, que as combinagdes de um determinado nimero de coisas s6
poderao ser obtidas quando os expoentes forem menores ou iguais a esse niumero, isto &,
quando p<n. Caso contrario, as combinagdes sdo todas nulas.

Exemplo: para o numero 4 teremos: C4,5=0, C4, =0, C4 7=0,..., C4 12=0.

2- Se 0 expoente de uma complexdo é igual ao numero, a complexdo é igual a 1.

Comentarios: de uma forma geral C, ,= 1:

1%« . Le terme de la progression géométrique soit partagé en méme temps dans davantage de parties qu’il

a d’unités de son exposant, ce qui est de nombre des choses; dont, toujours la premiére soit égale a la
derniére, la seconde a ’avant—dernicre, la troisiéme a I’antépénultéme, etc., jusqu’ a ce qu’encore s’il a
été partagé dans un nombre pair de parties, I’exposant ou le nombre de choses existant impair,...” Arte
Combinatoria, Problema II, pp.121. Nossa tradugéo.

? Le Systéme de Leibniz, p.191.
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Demonstracdo: se p =n entdo C, = C, n=n!/ [(n-n)!n!]=n!/ (0!n!)=1.

Exemplo: C4 4=4!/(4-4)!4!=41/0!'4'=1com 0! =1.

3- Se 0 expoente difere do nimero de uma unidade, a complexao é o proprio nimero.
Comentdrios: de uma forma geral C, ,.; =n.

Demonstracao: C, n.i =n!/ [n-(n-1)]!(n-1)!] = n!/[ 1! (n-1)!]=n. (n-1)!/ 1{(n-1)1=n.
Exemplo: C43=4!/(4-3)!31=41/1131=431/1131 =4,

4 - Se dois expoentes sdo mutuamente complementares em relacdo ao nimero dado, as
complexdes relativas a esses expoentes sdo iguais.

Comentarios: nesse caso as combinagdes do tipo C, pe Cy - psdo complementares, pois
p+(n-p)=n

Demonstragdo: desenvolvendo C,, , temos C, ,=n!/ (n - p)! p! Procedendo da mesma
forma para C , ,_p, segue que C, n—p=n!/[n- (n-p)]! (n-p)! =n!/[n-n+p]! (n-p)!
=n!/p! (n-p)! Decorre dai que os niimeros C,, , e Cp, n—psdo iguais.

Exemplo: desenvolvendo o bindmio C4, 3 € 0 seu respectivo complementar Cy 4_3=Cy, |
temos C4 3=4!/(4-3)!31=41/1131=431/1131 =4 que ¢ igual a C4 1 =4! /(4 — 1)!
11=4!/3111=431/3!111=4.

5- Se 0 numero de uma complexdo € impar, 0s nUmeros combinatérios estdo ordenados
de tal forma que o primeiro € igual ao ultimo, o segundo igual ao pendltimo, o terceiro
ao antepenultimo etc.

Comentarios: isso ocorre porque os termos eqiiidistantes dos extremos s3o numeros
combinatdrios complementares logo e, pelo teorema 4, sdo iguais.

Demonstragao: observando a seqiiéncia Cy, 9, Cn 1, Cn2, Ca 3,5 .. Con2, Can-1, Can
pode-se verificar, pelo teorema 4, que os binomiais eqiiidistantes, C, o € Cy n, Cy 1€

Chn-1, Ch2 € Cy n-2 s@0 complementares , por conseguinte, iguais.

2! Arte Combinatoria, p.119.
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Exemplo: no caso do nlimero 5 teriamos as seguintes combinagdes: Cs o , Cs_ 1, Cs, 2,
Cs3,Cs.4, Cs 5=1,5,10, 10,5, 1.

6- As complexdes de um numero sdo crescentes até o termo central da série de
complexdes, a partir dai, decrescem novamente.

Exemplo: as complexdes correspondentes ao nimero 6 sdo 1, 6, 15, 20, 15, 6, 1. Pode-
se reparar que a série € crescente até o termo central (20) e decrescente apds 0 mesmo.
Demonstragao: na seqiiéncia C, 0, Cn 1, Cn 2... Cn n2, Cin n-1, Cn n temos, pelo teorema
4,queCy 0= Cin; Cn1=Chnn-15Ch2=Chn2.Como Cp g<Cp 1 <Cp2... Cpn2>
Cn n1>Cy, n, entdo a seqiiéncia ¢ crescente até o termo central e decrescente a partir
dele.

7- Todos 0s nimeros primos sdo divisores de suas complexdes particulares.

Exemplo: o numero 7 é divisor das complexdes 7, 21, 35, 21, 7. Nesse caso, podemos
verificar que a combinagdo C 73 = 7! / 413! = 7.6.5 / 3.2 = 35, ¢é divisivel por 7. O
mesmo ndo ocorre para as combinagdes de um nimero que ndo € primo, como o 9 por
exemplo. Nesse caso, pode-se constatar que o numero de combinagdes de nove
elementos trés a trés nao ¢ divisivel por nove, ou seja: Co 3= 84 ndo ¢ divisivel por 9.
Demonstragdo: Se C, ,=n!/ (n—p)!p!, entdo n.(n-1)...1 /[1.2...p x 1.2...(n-p)]. Como n

¢ primo, ndo sera divisivel, logo sera fator primo de C, ;.

8-Todas as ““complexions simplement”, sdo sempre numeros impares.

Comentarios: o termo ‘“‘complexions simplement” foi utilizado, por Leibniz, para
denominar os termos da série {0, 1, 3, 7, 15, ..., 511, 1023, 2047, 4095}, sendo que,
cada termo dessa série corresponde a soma de todas complexdes particulares de um
numero da tabela, sem a inclusdo da combinagdo C, o= 1.

Demonstragdo: de uma forma geral, os termos dessa série sdo definidos pela expressao,
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2" 1=Cy1+Cha+Chs+..+ Cpn queequivale a ch,i =2"-1,onde2"-1¢

i=1
um numero impar.
Exemplo: podemos verificar que a soma das combinacdes do niumero 3 ¢ o numero
impar 7, isto é&: C;,; + C3,2+ C3,3 =3 +3 + 1 =7, cuja complexion simplement

corresponde ao quarto termo da série {0, 1, 3, 7, 15..., 511, 1023, 2047, 4095}.

_X_

Até aqui exploramos o conceito de complexao e seus respectivos enlaces com as
séries geométricas. Abordaremos a seguir, o conceito de variagdo, conforme as
defini¢des dadas por Leibniz na Arte Combinatéria, € com algumas informagdes
complementares do livro Le Systeme de Leibniz de Michel Serres[8].

Na linguagem corrente, a palavra variagao ¢ empregada a muitas de situagdes,
como variagdo de temperatura, de pressdo, de altura e etc. No que concerne as
combinagdes, trata-se de uma mudanca de posicdo’” (situs), entre as partes que a
compoe. Assim, para a combinagdo ABC, podemos obter seis variagdes de posi¢ao
entre seus elementos, a saber: ABC; ACB; BAC; BCA; CAB e CBA. Nesse caso, as
variagdes™, correspondem ao que chamamos hoje de permutagdes.

Apesar de nao se aprofundar no assunto das séries dentro da Arte Combinatoria,
tanto as geométricas quanto as aritméticas, a inclusdo das mesmas nessa obra nos

permite certificar de que, naquela ocasido, ja comeca a despontar o interesse de Leibniz

pelo assunto das séries.

22wy variation, c’est la position d’une ou plusieurs parties fixes dans une permutation quelconque”. Art
Combinatoire, defini¢do 15, p.117, problema VII, p.162, etc.Conforme foi traduzido do Latim para o
Francés por M. Serres em “Le Systéme de Leibniz”, p.413.

2 Leibniz dispde, dentro do problema IV da Arte Combinatéria, de uma tabela que fornece o niumero de
variac¢Oes dos valores de 1 até 24.
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Dessa forma, procuramos exemplificar, na “Arte Combinatoria”, os conhecimentos
iniciais de Leibniz que envolvem as séries numéricas. Ainda que trabalhados de modo
incipiente, esses temas, que se encontram nos Problemas I, II e IV da “Arte
Combinatéria”, foram fundamentais para Leibniz colocar em pratica a sua logica da
invengdo, pois através das questdes desenvolvidas em cada um deles, foi possivel
determinar o nimero total de combinagdes que podem ser formadas a partir de um
conjunto de termos simples para, em seguida, encontrar todas proposi¢cdes que estes
termos podem fornecer através da variacdo de ordem entre eles.

Embora seja possivel saber, através de algumas obras que antecederam a “Arte
Combinatéria”, que nem todos os resultados apresentados por Leibniz eram originais,
um de seus grandes méritos estava na sua capacidade para descobrir novas aplicagdes
para antigas teorias, reunindo, dessa maneira, varios conceitos numa unica proposta de
trabalho, como foi o caso da “Arte Combinatoria”. Seu objetivo profundo, como ja
mencionamos, era o de chegar a uma linguagem universal que pudesse ser aplicada as
mais diversas areas do conhecimento humano. Os tracos dessa linguagem ja se
manifestam nessa obra, quando Leibniz propde aplicar a aritmética, mais
especificamente a teoria das combinagdes, em questdes juridicas, politicas, artisticas e
cientificas, como relatado no plano de sua dissertacao.

Passamos assim a segunda se¢do deste capitulo onde veremos como os estudos
iniciais de Leibniz sobre as propriedades dos numeros combinatorios e das séries

geométricas, propiciaram o desenvolvimento de sua teoria das séries.
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2. As Séries e 0 Método das Diferencgas

Na secao anterior, destacamos da “Arte Combinatoria” os conhecimentos iniciais
de Leibniz sobre as séries numéricas. Nessa se¢do, investigaremos 0s aspectos
matematicos e histéricos que envolveram o desenvolvimento da teoria das séries de
Leibniz e a transi¢do de uma fase de matematico amador, na qual Leibniz se encontrava
no inicio de seus estudos (analisados na se¢do anterior), para uma fase de destaque no
meio cientifico europeu do século XVII.

Os registros mais significativos a respeito de sua teoria das séries, surgiram a partir
de 1670, quando ele comecou a se corresponder com Henri Oldenburg. Acrescentam-se
a essas correspondéncias alguns textos escritos apos a invengao do calculo diferencial,
como o livro “Histéria e Origem do Calculo Diferencial” [4]. Neste ultimo texto,
também pode-se constatar que os fundamentos do método das diferencas foram obtidos
a partir de seus conhecimentos de logica e filosofia, como o axioma do todo e das partes
de Euclides, que Leibniz extraiu do livro De corpore I de Thomas Hobbes™, ¢ o
principio da identidade, inserido em seus estudos sobre a 1ogica aristotélica™.

Nessa se¢do veremos operar a transi¢do entre o estudo das séries finitas para as
séries infinitas que é, como sabemos, um ponto crucial no desenvolvimento do célculo
infinitesimal.

Em 1666, com vinte anos de idade, Leibniz tentou obter o grau de doutor em
direito pela Universidade de Leipzig, que era sua cidade natal, mas esse lhe foi negado
por causa da sua pouca idade. Logo apods esse acontecimento, dirigiu-se a Universidade
de Altdorf, em Nuremberg, onde foi formalmente aceito recebendo o grau de doutor em
22 de fevereiro de 1667. Nessa mesma universidade lhe foi oferecido um cargo de

professor em direito, que ele recusou. Dois anos mais tarde ocupou um cargo politico na

* Consultar Leibniz in Paris, p.12, nota 4.
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Corte de Mainz e, em 1672, viajou a Paris cumprindo uma missao diplomatica. Nessa
viajem ele téve tempo suficiente para se dedicar a varios estudos, dentre estes, o de
matematica. Nessa sua passagem por Paris, Leibniz encontrou com um dos maiores
cientistas da Europa, o holandés Christiaan Huygens, que naquela ocasido prestava seus
servicos para Real Academia de Paris. A primeira sugestdo marcante proposta por
Leibniz em sua teoria das séries foi um método geral para somar as séries de diferencas
(item 2.1). A segunda, uma conseqiiéncia da primeira, foi a proposta de um método
para determinar a soma da série formada pelos inversos dos numeros triangulares (1 +
1/3 + 1/6 + 1/10 +...), que veremos no item 2.2. Finalmente, veremos como tais
métodos, levaram a invencao do tridngulo harmonico, para o qual reservamos o item

2.3 desta sec¢do.

2.1. O Método das Diferencas

Conforme foi relatado em “Historia e Origem do Calculo Diferencial” [4], o
método das diferengas estd fundamentado no principio da identidade, (sobre o qual
voltaremos a falar no capitulo II). Pelo principio de identidade, tem-se que: se A = A,
entdo A — A = 0. Em seguida, Leibniz definiu a série A, B, C, D, E,com A<B<C<D
< E, ou seja, uma série crescente e aplicou o principio de identidade a cada um dos
termos da série (A = A, B=B, C=C, D =D, E = E). Conseqlientemente, determinando
a diferenga entre eless, A—-A=0,B-B=0,C-C=0,D-D=0,E—-E=0.
Obviamente, a soma dessas diferencas sera igual a zero (A-A+B-B+C-C+D-D
+ E - E = 0). Passando o primeiro e o ultimo termo da soma para o lado direito da

igualdade, obtém-se: - A+ B -B+C-C+D-D+ E=E - A, que pode ser escrito

3 Estes conhecimentos, ja tinham sido utilizados na “Arte Combinatéria” para fundamentar a teoria das
complexdes.
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como E-A=(B-A)+(C-B)+ (D-C)+ (E - D). Deste modo, Leibniz deduziu o
método das diferengas estabelecendo que “a soma dos termos consecutivos da série de
diferencas é igual & diferenca dos termos extremos da série original”.*®

Como exemplo, Leibniz utilizou a série dos nimeros quadrados (0, 1, 4, 9, 16, 25)
e observou que as diferencas entre os termos consecutivos dessa série correspondiam
aos numeros impares, isto ¢: 1 -0=1;4-1=3;9-4=5;16-9=7;25-16=09.
Conseqiientemente, a soma desses nimeros impares pode ser dada pela diferenca entre
o0 ultimo e o primeiro termo da série dos nimeros quadrados, isto é: 25—-0=1+3+5+
7 + 9. Da mesma forma, podemos somar qualquer tipo de série finita, desde que seus
termos sejam obtidos pelas diferengas dos termos consecutivos de uma outra série. Por
exemplo, as diferencas entre os termos da série (1, 8, 27, 64, 125, 216) sao, (7, 19, 37,
61, 91). Pode-se constatar, que a soma dessas diferencas ¢ dada pela diferenca entre os
extremos da série original, ou seja, 7 +19 + 37 + 61+ 91 =216 — 1=215.

Ainda no livro “Historia e Origem do Caélculo Diferencial”, Leibniz utilizou a
algebra cartesiana ¢ o método das diferengas para fornecer a expressdo geral de varias
séries numéricas. Os termos da série dos numeros naturais (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,...)
seriam expressos por x € os termos da série dos nimeros quadrados por x.x. Sendo
assim, o consecutivo de x serda X + 1 ¢ o seu quadrado, xx + 2x + 1. Dai, a diferenca
entre os quadrados de dois nimeros consecutivos serd: (xx + 2x + 1) — (xx) = 2x +1,
que corresponde ao termo geral da série dos niimeros impares®’. Dessa forma, se x for 0,
1,2, 3, 4, a diferenca dos quadrados sera a série dos impares 1, 3, 5, 7, 9.... . No entanto,

o mesmo método pode ser aplicado para os nimeros cubicos 0, 1, 8, 27, ..., expressos

20 «that is, the sum of consecutive terms of difference-series is equal to the difference of the two extreme
terms of the related series”. Hofmann, J. Leibniz in Paris, capitulo 2, pp. 14-15. Nossa tradugao

27 , . . . .

Em outros termos, se um niimero natural é n, o seu consecutivo serd n+l e os seus respectivos
quadrados serdo n* e (n+1)* e a diferenca entre eles ¢ (n+1)* - n> = (n*+ 2n +1) - n* = 2n +1, que é o
termo geral para a série dos nimeros impares.
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XX+ X

or X°; para a série dos nameros triangulares 0 1, 3, 6, 10,..., expressos por ;e
2 b

3
, , . Do X +3XX+ 2X
para a série dos nimeros piramidais 0, 1, 4, 10, 20,..., expressos por ——— .

Apoés estabelecer um método geral para somar séries de diferengas, Leibniz
enxergou a possibilidade de somar qualquer tipo de série, inclusive as séries

infinitamente decrescentes, como veremos a seguir.

2.2. O problema de Huygens

Em 1672, no ja mencionado encontro com Huygens, Leibniz apresentou seu
método para somar séries finitas formadas por diferencas afirmando que, pelo mesmo
processo, poderia somar as séries infinitas, desde que estas fossem formadas por algum
tipo de regra. Sendo assim, Huygens sugeriu-lhe, como um teste, um problema que até
entdo ndo tinha sido resolvido e que no ano de 1665 ja tinha sido motivo de discussdo
entre Huygens e o matematico Jean Hudde. O problema era determinar a soma da série

_ 2z
n(n+1)

dos reciprocos dos numeros triangulareszs, istoé,1+1/3+1/6+1/10+ ... +
No entanto, percebendo que Leibniz ndo possuia um conhecimento tedrico muito
aprofundado do que ja se sabia sobre as séries, naquele momento, recomendou-lhe,
como fonte de consulta, um livro muito relevante, em particular para o somatorio das
séries geométricas: Opus Geometricum, de Gregoire de Saint-Vicent’s. Consultando
este livro, Leibniz percebeu que as séries geométricas de Gregoire poderiam ser

somadas pelo método das diferencas, bastando para isso fazer uma pequena adaptagio

do método utilizado no Opus Geometricum.

** A maneira como Huygens falou da soma da série dos inversos dos numeros triangulares é conhecida
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Para somar uma progressio geométrica de segmentos, Gregoire utiliza®, um
procedimento geométrico intuitivo. Inicialmente, marca-se sobre uma linha reta os
segmentos AB e BC, e, a partir destes, marca os pontos C, D, E...., de tal forma que AB

:BC = BC:CD = CD:DE =..(Figura1).

A B C D E K
Figura 1

Em seguida, determina o ponto K pela propor¢do AB : BC = AK : BK. E estabelece
que (AB:BK =BC:CK =CD : DK = DE: EK = ...). Gregoire afirma entdo, que, se
AK ¢ maior do que a soma dos segmentos AB, BC, CD e DE, certamente AK ndo sera
menor do que a soma completa de uma série infinita de segmentos, visto que estes
convergem para zero. Logo, AK seria exatamente igual a soma de todos os segmentos.

A partir dos resultados acima, estabelecidos por Gregoire no Opus geometricum,
Leibniz percebeu que, ao invés de marcar os segmentos de reta, um apos o outro, isto &,
com os segmentos consecutivos e adjacentes AB, BC, CD,..., como fizera Gregoire,
poderia-se marcar todos os termos da série a partir do ponto A, ou seja, AB, AC, AD,
AE.,..., determinando, dessa forma, a proporcio AB /AC = AC/ AD = AD /AE = ... .
Leibniz definiu a série geométrica fazendo AB = 1; AC=AB/2; AD =AB/4; AE =
AB / 8. Sendo assim, AB = 1; AC = 1/2; AD = 1/4; AE = 1/8; ..., e Leibniz ira
determinar que as diferencas entre esses termos sao BC = 1/2; CD = 1/4; DE = 1/8; EF =
1/16;..., concluindo dessa forma, que o0s termos da série de diferencas séo
proporcionais aos termos da serie original [9]. Esta propriedade das séries, ou seja, a
proporcionalidade entre os termos das séries geométricas, passou desapercebida por
Gregoire. Por outro lado, como era tipico do modo de pensar de Leibniz, ele consegue
perceber a possibilidade de generalizar um método que era apenas aplicado a um caso

em particular, ou seja, a soma das séries geométricas.

pelo anexo da versdo holandesa do tratado “De Ratiociniis in ludo aleae” publicada no tomo XIV des
Oecuvres de Huygens, p. 148-150 (nota 2 de Pierre Costabel do livro Leibniz a Paris).

% Para maiores detalhes ver o livro de Leibniz in Paris, de Joseph Hofmann [9], e a correspondéncia
Leibniz — Bernoulli, 1703, postscript (LMG iii: 72).
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A proporcionalidade entre os termos da série original e a série das diferengas pode ser
vista nos seguintes casos dados por Leibniz. Primeiramente ele aplicou seu método na

série infinita (1, 1/2, 1/4,1/8...).

(1,1/2, 1/4, 1/8, 1/16,..) = 2 x (1/2, 1/4, 1/8, 1/16, 1/32,...) (Figura 2).

1/8 1/4 172 1 série original
«— g
A E D C B
1/8 1/4 1/2 <+— série de diferencas
Figura 2

Considerando que BC + CD + DE + EF +...= AB, Leibniz determinou a soma da
série de diferencas, ou seja: 1/2 +1/4+ 1/8 +1/16 + 1/32...= 1.

Procedendo do mesmo modo, Leibniz péde somar um grande niimero de séries
infinitas, como a soma da série 1, 1/3, 1/9, 1/27,..., por exemplo (Figura3), que foi
determinada da seguinte forma. Primeiramente Leibniz determina a soma da série de
diferencas, isto ¢ 2/3 +2/9 +2/27 +...= 1 pois, BC + CD + DE + EF +...= AB (Figura
3). Em seguida, aplica a proporcionalidade entre a série original a série de diferengas
obtendo, dessa maneira, a soma da série (1 + 1/3 + 1/9 + 1/27 + ...), ou seja: (2/3) .(1 +
/3 +1/9 +1/27 + ...) = (2/3 + 2/9 + 2/27 + 2/81 + ...). Como a soma da série de
diferencas € igual a 1, pode-se concluir que (2/3).(1+1/3 +1/9+1/27+ ...)=1. Dai, a

soma da série original ¢ dada por (1 +1/3 +1/9+1/27 +...) =3/2.

0o 127 1/9 1/3 1 ) série original ~ (S1)
A E D C B
227 2/9 213 4—— gérie de diferengas  (S2)
Figura 3

Deste mesmo modo, poderia-se somar diversas séries a partir de outras, desde que
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os termos da segunda fossem proporcionais aos da primeira. O reconhecimento de que a
série obtida pelas diferencas dos termos de uma progressdo geométrica € sempre
proporcional a série original foi generalizado por Leibniz em “Historia e Origem do
Calculo Diferencial” da seguinte maneira: Sendo dada uma progressdao geométrica 1, b,
b*, com x natural, podemos obter, por meio da expressdo b*- b* ! =b*. (1 - b), uma
nova progressao geométrica, proporcional a série original.

Como exemplo desse teorema, pode-se mostrar que os termos da série de
diferengas 2/3, 2/9, 2/27..., sdo proporcionais aos termos da série 1, 1/3, 1/9, 1/27,... , ou
seja:
b*~b*"'=b* (1-b)
1-13=1.(1-1/3)=2/3
1/3-1/9=1/3.(1-1/3)=2/9
1/9-1/27=1/9.(1 - 1/3) =2/27
E assim sucessivamente.

Identificar a proporcionalidade entre as séries geométricas foi fundamental para
Leibniz obter a soma de varias séries numéricas geradas pelas diferencas entre os
termos de uma série dada. Por recorréncia, podem ser obtidas outras séries de diferencas

€ Suas respectivas somas, conforme nos mostra os esquemas abaixo.

Série original 1 1/3 1/9 1/27 1/81
Primeira série de diferencas 2/3 2/9 2/27 2/81...
Segunda série de diferengas 4/9 4/27 4/8l1...

Terceira série de diferencas 8/27 8/81...

Quarta série de diferencas 16/ 81...

Conforme vimos em nosso exemplo anterior, a soma da primeira sériec de
diferengas 2/3 +2/9 + 2/27 + ..., é igual a um, ou seja, € igual ao primeiro termo da série

original. Observando esta propriedade das séries geométricas proporcionais, Leibniz
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deduziu o seguinte teorema: Dessa forma, Leibniz chega ao seguinte teorema: “que em
uma série decrescente ao infinito, seu primeiro termo é igual a soma de todas as
diferencas dessa série.” *°

Sendo assim, esse teorema pode ser aplicado a muitas séries, desde que as mesmas

sejam proporcionais entre si, COmo nos mostra o esquema abaixo:

(S1) 1 + 13 + 19 + 127  + 1/81 + 1/143 +...= 3/2

(S2) 23 4+ 209 + 227 + 281 + 2143 4. =1
(S3) 49 + 427 + 481 + 4143 +.. = 2/3
(S4) 827 + 881 + 8143 + .. = 4/9

(S5) 16/81  + 16/143 +.. = 8/27

Como exemplo, podemos verificar que a soma da seqiiéncia (S3) ¢ igual a 2/3.
Para isso, basta considerar a proporcionalidade entre as séries (S2) e (S3) e escrever
(S3) como (2/3) x (S2). Como a soma da série (S2) (2/3 +2/9 + 2/27 + 2/81 + 2/143 +
...) ¢€igual a1, temos que (2/3) x (2/3 +2/9 +2/27 +2/81 +...) =2/3x 1 = 2/3. Esse
procedimento sera valido para as demais séries geométricas apresentadas no esquema
acima.

Fica claro, no esquema acima, que cada série de diferencas tem como soma o
primeiro termo da série anterior. Nesse caso, pode-se mostrar, que as somas das séries
proporcionais podem ser obtidas através da expressdo definida por Leibniz comol/(p —
1). Para isso, tomemos como exemplo a série 1/1, 1/2, 1/4, 1/8, 1/16, 1/32,...e a série de
suas diferencgas, 1/2, 1/4, 1/8, 1/16, 1/32. Temos que, pela conclusdo de Leibniz, 1/2 +
1/4 +1/8 + 1/16 +1/32 = 1/(2-1) = 1.

A partir dessas descobertas iniciais sobre o somatorio das séries geométricas

infinitas, Leibniz buscou uma solugdo para o problema proposto por Huygens, que ¢

30 Leibniz an L’Hospital, pp.259-260.
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encontrar a soma dos reciprocos dos numeros triangulares, ou seja, (1 + 1/3 + 1/6 + 1/10
+...). Para isso, aplicou o método das diferengas entre os termos sucessivos da série
harménica 1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5,... e chegou ao seguinte resultado:
1-1+1/2-12+1/3-1/3+1/4-1/4+..=0
1-(1-12)-1/2-1/3)—(1/3-1/4)—-(...)=0

—(1-12)—(1/2-1/3)-(1/3-1/4) - (...)=-1

12+ 1/6 + 1/12 +1/20 +..= 1.

Chegando a esse resultado, Leibniz observou que a seqiiéncia dos reciprocos dos
numeros triangulares é duas vezes a seqii€ncia (1/2, 1/6, 1/12, 1/20,...), isto é: 1, 1/3,
1/6, 1/10, ...) = 2.(1/2, 1/6, 1/12, 1/20,...). Sendo assim, Leibniz resolveu o problema de
Huygens, multiplicando por 2 a série 1/2 + 1/6 + 1/12 +1/20 +...= 1, ou seja, 1/2 + 1/6
+ 1/12 +1/20 +... ¢ igual a 1, a soma dos reciprocos dos nimeros triangulares pdde ser
encontrada da seguinte forma: (1 + 1/3 + 1/6 + 1/10 + ...) =2.(1/2 + 1/6 + 1/12 + 1/20
+.)=2.(1)=2.

Conforme podemos examinar’’ no livro “ Arithmetical Triangle” [14], Leibniz
observou que poderia chegar ao mesmo resultado, se representasse os reciprocos dos

numeros triangulares pelas diferengas dos termos consecutivos da série 2.(1/2 + 1/6 +

.22 . 2 2
1/12 + 1/20 +...), ou seja ————. Assim, para n = 1 temos T_EZ l; paran=2 =
n

n+1
2 2 1 2 2 1 2 2 1 i )
———=—;paran=3= ———= —; paran=4 = ———= — e dai sucessivamente.
2 3 3 3 4 6 4 1

Pode-se observar, que ao somarmos os inversos dos numeros triangulares como uma

. ) . 2 2 2 2 2 2 2 2 2
diferenga de dois termos, isto ¢ ————, ——— + ——— + ——— + ———+.. =

n n+l1’ 1 2 2 3 3 4 4 5

3! Arithmetical Triangle, p.105.

38



2.(l—l+ 1.1 + 1.1 + L +...)=2.(1- 0) = 2, como queriamos mostrar>".
1 2 2 3 3 4 4 5

Apos ter resolvido o problema de Huygens, Leibniz reuniu seus conhecimentos
iniciais sobre as séries infinitas, numa tabela que foi denominada por ele como
Triangulo Harmonico. Esta tabela contém as séries das diferengas tomadas a partir da
série harmonica infinita 1, 1/ 2, 1/3, 1/ 4, 1/ 5, 1/6,..., cuja constru¢do veremos no

proximo item.

2.3. O Triangulo Harmoénico

Para construir o tridngulo harmonico abaixo, Leibniz toma como base a série
harmonica, ou seja, ele considera as diferencas entre os termos da série 1, 1/2, 1/3, 1/ 4,
1/'5, 1/6,..., determinando, dessa forma, a primeira série de diferencas: 1/2, 1/6, 1/12,
1/20, 1/30, e, em seguida, Leibniz determina as diferengas entre os termos dessa série*
obtendo a segunda série de diferencas que ¢ 1/3, 1/12, 1/30, 1/60, etc. Procedendo da
mesma maneira, ele ordena as séries, de tal forma que a primeira linha seja igual a

primeira coluna, a segunda linha igual a segunda coluna e assim sucessivamente.

32 . .. . , .
Aplicando o limite para resolver o somatorio dessa série, podemos chegar ao mesmo resultado:

Zn: L: lim, Zn: 2(1+L)=2(1—l) +2(l—l)+2 (l—l)+
~ nn+1) " 7 2 "7 n n+l 12 203 3 4

LU O U B U
db

1 1 1
_+_
2 2 3 3 4 4

1 ) 2
——+.——)=,Llim,2-——)=2
5 n+1 n+1

33 Para descrever o soma dos reciprocos dos niimeros triangulares utilizamos as seguintes referéncias:
From the calculus to set Theory de H.J.M.Bos, p.61. Pascal’s Arithmetical Triangle de A.W.F. Edwards.
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Triangulo Harménico

, 111l
2 3 4 5 6

.t r 11

2 6 1220 30 4

rir r-1r 1

3 12 30 60 105

it r

4 20 60 140

rir

5 30 105

Como cada série do Triangulo Harmonico € obtida pelas diferencas dos termos da
série anterior, a soma de cada uma delas serd sempre o primeiro termo da série

precedente, pelo cancelamento dos termos simétricos. Por exemplo, somando as

diferengas entre os termos consecutivos da série harmonica (1, l , —, l , l, l o)
2 3 4 56
1 1 1 1 1 1 1 1 1
temos: (1- =) + (=- =) + (= --) + (= -=-) + (= -—-) +..=1
( 2) (2 3) (3 4) (4 5) (5 6)
Como essas diferencas correspondem a série 1/2 + 1/6 + 1/12 + 1/20 + 1/30 + ... = 1,

pode-se, pelo mesmo processo, obter as somas de todas as outras séries do tridngulo
harmonico.

Ap6s ter construido o tridngulo harmdnico, Leibniz observou que a série de
diferencas (1/2, 1/6, 1/12, 1/20,...) multiplicada por 2, resulta na série dos inversos dos
numeros triangulares, isto ¢, 2.(1/2, 1/6, 1/12, 1/20, ...) = (1, 1/3, 1/6, 1/10, ..) e que a

) ) 1 1 1 1 1 . )
série de diferencas (—, —, —, —, —— ) multiplicada por 3, resulta na série dos
312 30 60 105

reciprocos dos numeros piramidais, 3.(1/3, 1/12, 1/30, 1/60, ...) = (1, 1/4, 1/10, 1/20, ...).
Em outros termos, basta multiplicar cada série, pelo inverso do seu primeiro termo para

obter as demais séries formadas pelos inversos dos numeros figurados.
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Triangulo Harménico Triéngulo dos inversos
dos ndmeros figurados

1 1 1 1 1
x (1 — - = = —.) = 1 1/2 U3 1/4 1/5 1/6 1/7...
2 3 4 5 6
1 1 1 1 1 1
2x (= — @ — @ —  — —.) = 1 1/3 1/6 110 1/15 1/21...
2 6 12 20 30 42
1 1 1 1 1
3x (= — @ — —  —.) = 1 1/4 1/10 120 1/35...
3 12 30 60 105
1 1 1 1
4x (= — —  —.) = 1 1/5 1/15 1/35...
4 20 60 140
5x (— € L...) = 1 1/6 121 ..
30 105

Como as séries dos inversos dos nimeros figurados sdo proporcionais as séries
das diferencas do tridngulo harmoénico, conseqiientemente, suas respectivas somas
também serdo proporcionais. Sendo assim, a soma das séries dos inversos dos nimeros
figurados serdo obtidas pelas somas das séries do tridngulo harmdnico. Por exemplo,
sabendo que a soma da série de diferengas 1/2+1/6 + 1/12 + 1/20 + ... ¢ igual a 1, como
vimos anteriormente na pagina 37, a soma da respectiva série proporcional 1 + 1/3 +1/6
+ 1/10 + ... sera igual 2, vistoque 1 +1/3 +1/6 + 1/10+ ... =2.(1/2+ 1/6 + 1/12 + 1/20
+..)=2.1.Dai, 1 +1/3+1/6 + 1/10 + ...= 2. (1) = 2. Procedendo do mesmo modo para

as demais séries dos reciprocos dos nimeros figurados, temos:

1+ 1/4+1/10 + 1/20 + 1/35... = 3. (1/3 + 1/12 + 1/30 + 1/60 + ..) = 3.(1/2) = 3/2; 1+

1/5+ 1/15 + 1/35 + .= 4.(1/4 + 1/20 + 1/60 + 1/140 + ...) = 4. (1/3) = 4/3.

Em “Histoéria e Origem do Calculo” [4], Leibniz organiza essas somas da seguinte
maneira: 1 + 1/3 + 1/6 + 1/10 +1/15 + 1/21 +1/28 +..=2/1
1 +1/4 + 1/10 + 1/20+ 1/35+ 1/56 +1/84 +..=3/2

1 +1/5+ /15 +1/35+1/70 + 1/128 +1/210 + ... = 4/3
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Veremos, a seguir, os motivos pelos quais Leibniz denominou o tridngulo
formado pelos dos inversos dos numeros figurados de “triangulo harmonico”, reciproco
do triangulo aritmético de Pascal [12].

A reciprocidade entre o triangulo aritmético € o harmonico aparece na propria
construcdo dessas duas tabelas®. Conforme relatou Leibniz em “Nova Algebra
Promotio”[11], “a base do Triangulo Aritmético, sdo os numeros naturais dados pela
progressdo aritmetica 1, 2, 3, 4, 5, etc., e a base do Triangulo Harménico sdo os
reciprocos dos naturais, que formam a série harménica 1, 1/ 2, 1/ 3, 1/ 4, 1/5, etc.” Em
seguida ele esclarece o significado do termo reciproco: ““0s numeros harménicos sdo
reciprocos dos naturais, pois da mesma forma que 1/2 esta para 1/5, 5 esté para 2”.%
No Triangulo Aritmético, cada termo de uma determinada série ¢ obtido pela adi¢ao dos
termos das séries precedentes. Assim, cada termo da série dos numeros triangulares,
fornece a soma dos niimeros naturais, ou seja, 1+2+3+4 =10. Os piramidais ddo a soma
dos triangulares, 1+3+6+10 = 20, e assim, todas as séries serdo obtidas. Por outro lado,
no Triangulo Harmoénico, os reciprocos dos naturais ddo a soma dos reciprocos dos
triangulares, os reciprocos dos triangulares ddo a soma dos piramidais, e assim dai por
diante.

No Triangulo Aritmético, a soma dos numeros de uma coluna, do primeiro até o
ultimo termo inclusive, ¢ dada pelo nimero da coluna seguinte que estd localizado na
mesma linha do ultimo termo da coluna antecedente. Por exemplo: os nimeros naturais
de 1 até 5 tém como soma o numero triangular 15, os triangulares de 1 até 21 tém como

soma o numero piramidal 56, todos os piramidais de 1 até 56 tém como soma o numero

** As analogias entre o tridngulo aritmético e o harménico, foram relatadas por Leibniz no texto Nova
Algebra Promotio e nas correspondéncias com Oldenburg de 3 de fevereiro, 16/26 abril e 14/25 de maio,
todas do ano de 1673.

33 Traduzido do texto Nova Algebra Promotio do Latim para o Francés por Michel Serres em Le Systéme
de Leibniz, pp. 187; 188.
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bitriangular 126 e dai por diante.

Triangulo Aritmético

I 1 1 1 1 1

1 2 3 4 5 6.

1 3 6 10 15 21

1 4 10 20 35 56

1 5 15 35 70 126

1 6 21 56 126 252

No texto “Nova Algebrae Promotio” [11], Leibniz mostra que a soma de uma
coluna ou de uma determinada linha do triangulo aritmético ¢ dada pelo termo da linha
ou da coluna seguinte. Por exemplo: a soma da segunda coluna que contém os nimeros
naturais de 1 até 6 ¢ igual a 21, que ¢ o ultimo te termo da terceira coluna da esquerda
para direita. Leibniz também da como exemplo a soma dos nimeros triangulares de 6
até 21 que ¢ dada da seguinte forma: 56 —4 = 6 + 10 + 15 + 21, ou seja, ¢ a diferenca
entre os extremos da coluna seguinte.

Quanto ao Triangulo Harmonico, ja tivemos a oportunidade de verificar as suas
principais propriedades. Porém, para dar prosseguimento a nossa comparagdo com o
Triangulo Aritmético de Pascal retomaremos aqui algumas de suas propriedades.

Enquanto que no Triangulo Aritmético as suas séries sdo determinadas por somas,

no Tridangulo Harmonico as séries sao obtidas por diferengas sucessivas dos termos da

) ) 1 1 1 ) . ..
série harmonica 1, 5, 5, , g , € por intermédio da multiplicacdo de cada uma

1

—, =
4 5
dessas séries das diferencas por um numero natural diferente de zero. Assim,

multiplicando as diferencgas da série harmonica por 2, temos a seqiiéncia dos reciprocos

) ) 1 1 1 1 1 1
dos triangulares, isto ¢ 2x (—, —, —, —, —, —...) = 1,1/3,1/6, 1/10, 1/15...
2 6 12 20 30 42
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Para os piramidais temos 3x (l, i, L, i, L) = 1, 1/4, 1/10, 1/20, 1/35 ...
3 12 30 60 105

e assim por diante. Como cada série do Tridngulo Harmdnico foi obtida pelas diferengas
dos termos da série anterior, a soma de cada uma delas serd sempre o primeiro termo da
série precedente. Por exemplo, a soma da seqiiéncia 1, 1/3, 1/6, 1/10, 1/15... é igual ao
primeiro termo da seqiiéncia antecedente, a saber o nimero 1/2. Assim, a reciprocidade
entre os tridngulos aritmético e harmonico aparece na determinacdo de seus termos.
Enquanto, no tridngulo aritmético, cada termo ¢ obtido pela soma de dois termos
antecedentes da linha anterior (1 + 3 = 4), no tridngulo harmoénico cada termo ¢ a
diferenca de dois termos da linha anterior a direita (1/ 6 = 1/2 - 1/3). Pelo
reconhecimento das propriedades de cada um desses triangulos, Leibniz pode obter um
instrumento de grande utilidade para somar varios tipos de séries de nimeros inteiros,

fracionarios, finitos e infinitos.

Tridngulo Harménico.

Al
W | —
|~

1
2 3

| —
|~
—
o
[\]
=
(98]
o
B
S}

rr r 1 1
3 12 30 60 105
rir r

4 20 60 140
rir

5 30 105

No ano de 1673, Leibniz redigiu uma importante carta para Oldenburg [13],
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através da qual relatou o seu encontro com alguns membros Royal Society of London,
numa reunido que ocorreu em Londres, na casa do quimico Robert Boyle (1626-1691).
Nesse encontro, Leibniz téve a oportunidade de falar sobre seus conhecimentos das
propriedades dos numeros e de seu método das diferencgas. Entretanto, o matematico
Jean Pell (1610-1685), enderegou-lhe uma critica, alegando que alguns resultados
similares ao seu ja tinham sido obtidos pelo matematico Frangois Regnauld e divulgado
por Gabriel Mouton (1618-1694) em seu livro Obsevationes diametrorum solis et lunae
apparentium (Observagdes dos diametros aproximados do sol e da lua) e que, por este
motivo, ele deveria consultar os livros desse autor. Consultando o livro de Mouton,
Leibniz confirma a afirmagdo de Pell e, por recomendacao de Oldenburg, redige uma
carta, para ser inserida no comércio epistolar de Londres, fazendo uma descri¢do
resumida de seus conhecimentos sobre as séries numéricas, visando refutar as possiveis
acusacdes de plagio.

“[...] Para mim ha um método de um certo género de diferencas, que chamei,
geratrizes, de obter os termos de uma serie qualquer continuamente crescente ou
decrescente. Por outro lado, chamo as diferencas, geratrizes, se as dadas diferencas da
série, a diferenca das diferencas e as proprias diferencas das diferencas etc. entre o0s
termos sucessivos. Em seguida toma-se as diferencas das diferencas, repetindo-se o
processo sucessivamente. Apds terem sido obtidas todas as diferencas possiveis, a
sequéncia das diferencas geratrizes sera formada pelos primeiros termos de cada uma

das sequiéncias das diferencas...””*®

3 j’ai rappelé a I’ocacasion de la conduite de la conversation, que pour moi il a une méthode d’un
certain genre des différences que j’appelle génératrices, de recueillir les termes d’une série quelconque
continuellement croissante ou décroissante. D’autre part j’appelle les différences, génératrices, si les
différences donnés de la série, la différence des différences et les différences elles-mémes des différences
des différences etc. sont trouvées, et si la sériec est établie d’aprés le premier terme, et la premiére
différence des différences des différences etc., cette série sera celle des différences génératrices; comme
si la série continuellement croissante ou décroissante était a, b, ¢, d.” Correspondéncia de Leibniz a
Oldenburg de 3 de fevereiro 1673, p.11. Minha tradugao.
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Nessa carta Leibniz ele também menciona que, de acordo com uma descoberta
feita em Paris no ano de 1672 de que as diferencas entre os nimeros quadrados sao os
numeros impares, procurou um modo da encontrar as diferengas de todo tipo de
poténcias. Baseado nesse resultado, pode proceder da mesma forma em relagdo a série

dos numeros cubicos, como nos mostra o esquema abaixo.

0 0 0
6 6 6 6
6 12 18 24 30
1 7 19 37 61 91
série cibica P 0 1 8 27 64 125 216...

Pode-se observar no esquema acima, que as diferengas dos numeros cubicos (1- 0)
=1;(8-1)=7;(27-8)=09; (64-27) = 37; etc ndo geram uma série regular como no caso
dos numeros quadrados. Sendo assim, Leibniz tirou novamente as diferengas da
primeira série de diferencas 1, 7, 19, 37, 61,... e encontrou a série 6, 12, 18, 24... que,
por sua vez, fornecem as diferencas 6, 6, 6,... a partir das quais as demais diferengas
serdo todas nulas. Apesar de ndo ter encontrado nenhuma categoria especifica de
numeros, Leibniz pdde tirar as seguintes conclusdes: na medida em que a série dos
numeros cubicos cresce infinitamente, as diferencas geratrizes determinam a série finita
(0, 1, 6, 6) e que esses nimeros sdo suficientes para produzir todos os termos da série
cubica infinita, desde que os mesmos sejam multiplicados e somados ordenadamente
pelos nimeros combinatorios que estdo dispostos no Tridngulo Aritmético. Assim, para
encontrar o quarto termo da seqii€ncia cubica, que € 27, basta multiplicar cada uma das
geratrizes 0, 1, 6, 6 pelos respectivos niimeros combinatérios da quarta linha do

tridngulo aritmético, (1, 3, 3, 1). Em seguida soma-se cada um dos produtos para
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encontrar o numero procurado, ou seja 0x1 + 1x3 + 6x3 + 6x1 = 27. Esse procedimento
pode ser generalizado para qualquer termo da seqiiéncia cubica como pode ser visto no

tridngulo aritmético de Pascal®’:

Triangulo Aritmético

Série cubica {0, 1, 8, 27, 64, 125} geratrizes {0,1, 6, 6}
1|1 0x1=0

2 (1 1 0x1 + 1x1=1

3 (1 2 1 0x1 + 1x2 + 6x1=8

4 (1 3 3 1 0x1 + 1x3 + 6x3 + 6x1=27
51 4 6 4 1 Ox1+1x4 + 6x6 + 6x4 + 0x1= 64

6|1 5 10 10 5 1 Oxl+1x5+6x10+6x10 + 0x5 + 0x1=125
711 6 15 20 15 6 1 O0x1+1x6+6x15+6x20+0x15+ 0x6 + 0x1=216
8 |1 7 21 35 35 21 71

911 8 28 56 70 56.. 1

10 |1 9 36 84 126 126... 1

11 11 10 45 120 210 252.. 1

Leibniz afirma que “prova por analise que o seu método ¢ universal”, porém, ndo
apresenta, na carta [13], uma expressdo geral para definir os termos da série ctbica
através da seqiiéncia das geratrizes. Ele apenas descreve esse procedimento, conforme
nos mostra o seguinte trecho carta:

“... 0 primeiro termo, 0 , é composto da primeira diferenca geratriz tomada uma vez; o
segundo termo, 1, é composto do segundo uma vez e da segunda uma vez. O terceiro
termo da série, que € 0 8, € igual a primeira diferenca, que € 0, uma vez, a segunda
duas vezes e a terceira 6 uma vez: de modoque 0 x 1 +1x 2 + 6 x 1 = 8. O quarto
termo 27 é a primeira diferenca O uma vez, a segunda 1 trés vezes, a terceira 6 trés

vezes, a quarta 6 uma vez: assim, 0 x1 + 1x 3+ 6 x 3 + 6 x 1 = 27 etc., eu provo por

37 . N e e o
Nessa carta, Leibniz refere-se ao tridngulo aritmético como sendo de Pascal, referéncia que ndo
aparece na Arte Combinatoria e em outras correspondéncias.
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andlise que isto é universal...”.*® Entretanto, podemos representar os termos da série
cubica utilizando a notagdo atual 0.C,p + 1. Cy 1+ 6. Coo + 6. Co3 +0. Coa+...+ 0. Cyp
=n’.

Na ocasido em que Leibniz apresentou seus resultados sobre as séries, alguns
cientistas como Wallis, Briggs, Newton e Pascal, ja tinham desenvolvido alguns
trabalhos nesta area. Nao obstante, ele argumenta que ndo poderia ser acusado de
plagio, pois ndo tinha conhecimento das obras desses cientistas™. *“... Por outro lado eu
reivindico minha honestidade por dois motivos. Primeiramente eu mostrarei meus
esquemas, nos quais ndo aparece somente minha invengdo, mas o modo e a facilidade
de inventar; em seguida se eu acrescentei certas coisas de muito importancia
anunciadas por Regnald e Mouton, ndo me parece verdade que eu as tenha incluido
apos ontem a tarde, pois ndo seria facil nem mesmo para um tradutor”’.

Nessa carta Leibniz fez uma critica a Mouton e a Pascal, por eles ndo terem
percebido as propriedades do tridngulo aritmético e da harmonia existente entre os
nimeros combinatorios que o compdem. Ele diz que essas propriedades foram
observadas em sua dissertagdo sobre a Arte Combinatdria, onde a primeira coluna da
tabela ¢ a coluna das unidades, a segunda dos nimeros naturais, a terceira dos numeros

dos triangulares e assim por diante. Ele acrescenta que qualquer termo de uma coluna

do triangulo aritmético € formado pela soma dos termos da coluna precedente, e que por

¥ le premier terme 0 est composé de la premiére différence génératrice prise une fois; le deuxiéme 1

d’aprés la premiere O et la seconde 1 une fois. Le troisiéme 8 d’apres la premiere 0 une fois, la seconde 1
deux fois et le troisiéme 6 une fois: en effet 0 x 1 + 1 x 2 + 6 x 1 = 8. Le quatriéme 27 d’aprés le
premiére terme 0 une fois, la seconde 1 trois fois, le troisiéme parti 6 trois fois, la quatriéme 6 une fois: en
effet, 0 x1 + 1x 3 + 6 x 3 + 6 x 1 = 27 etc., je prouvé pour analyse que c'est universel... ".
Correspondéncia de Leibniz a Oldenburg de 3 de fevereiro 1673, p.13. Minha tradugéo.

* D autre part je revendiquerai mon honnéteté par deux arguments. D’abord je montrerai mes schémas
méme répandus, dans lesquels apparait non seulement mon invention, mais le mode et la facilité
d’inventer; ensuite si j’ajoute certaines choses de tres grande importance annoncées par Regnald et
Mouton qu’il n’est pas vraisemblable que j’ai attachées depuis hier au soir et qui ne peuvent facilement
étre réclamées d’un Trancripteur. Correspondéncia de Leibniz a Oldenburg de 3 de fevereiro 1673,
p.12.
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1ss0 nao € necessario fazer um célculo desagradavel para continuar a tabela, como
sugeriu Mouton, visto que, as séries dos nimeros da tabela ja sdo previamente dados e
calculados. Leibniz encerra esse trecho da carta com o seguinte comentario: “...eu me
admirei que uma propriedade tdo evidente em relacdo a esses tipos de nimeros nao
tivesse sido observada. Mas este €, certamente, um caso raro em que as grandes idéias
ndo aparecem sO para 0s grandes espiritos, mas também para alguns espiritos
mediocres...".*

Em relagdo a Pascal, essas criticas ndo estdo corretas, pois como se sabe, as
propriedades mencionadas por Leibniz em sua carta [13] ja tinham sido estabelecidas
por Pascal, em 1654, em seu “Tratado do Triangulo Aritmético” [12].

Esta correspondéncia além de nos remeter ao ambiente cientifico daquela época,
também nos permite compreender de que maneira ocorreram os estudos iniciais de
Leibniz sobre seus primeiros resultados, dentre os quais podemos destacar:

1) O reconhecimento de que a diferenga entre os termos extremos de uma série finita ¢
igual a soma de todas as suas diferencas.

2) O reconhecimento de que a soma de uma série de diferencas decrescente ao infinito é
sempre igual ao primeiro termo da série original.

3) O reconhecimento de que as diferengas entre os termos de uma série geométrica sao
sempre proporcionais aos termos da série original.

4) A invengao do Tridngulo Harmdnico, reciproco do Tridngulo Aritmético.

5) A descoberta de que as diferencas geratrizes devidamente combinadas com os

40 oy . . . . o .
“...ces nombres sont ceux que j’ai coutume d’appeler combinatoires, au sujet desquels j’ai beaucoup

trait¢ dans une petite dissertation au sujet de L’Art combinatoire, et que les uns apellent ordres
numériques, les autres dans 1’espéce premiére colonne des unités, second des nombres naturels, troisiéme
des triangulaires, au sujet desquels le traité de Pascal demeure sous le tritre de Triangle Aritmétique; dans
lequel pourtant je m’étonne qu’une propriété si remarquable et si naturelle des nombres de ce mode n’ait
pas été observée. Mais c’est certainement un certain cas dans la recherche qui n’offre pas toujours la plus
grande chose aux plus grands esprits, mais souvent encore quelqu’une aux médiocres”. Correspondéncia
de Leibniz a Oldenburg de 3 de fevereiro 1673, p.14. Minha tradugao.
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numeros figurados podem gerar os termos de uma série finita.

Apos desenvolver seu método, Leibniz estava convicto de que poderia somar tanto
as séries finitas quanto as infinitas, formadas por nimeros inteiros ou fraciondrios. Para
isso basta aplicar as operagdes fundamentais de adig¢do, subtragdo, multiplicacdo e
divisao.

Nos trabalhos de Leibniz sobre as séries, observamos o quanto pode ser util
encontrar um novo ponto de vista para um antigo problema, ou seja, ha pensamento e
criatividade também em observar aquilo que ja foi inventado e, a partir dai, descobrir
novas relagdes que podem ser generalizadas.

Nesse primeiro capitulo, visamos destacar os primeiros conhecimentos de Leibniz
referentes as séries numéricas, que come¢am a surgir, primeiramente, na “Arte
Combinatéria”, onde ele empregou a série geométrica de razao dois para determinar a
soma de todas as combinagdes de um nimero ¢ utiliza, em sua teoria das variagdes, uma
conversdo de uma progressdo aritmética em uma progressao harmoénica. Essa inser¢ao
das séries em sua teoria das combinacdes foi o primeiro exemplo de seu interesse por
esse assunto, o que viria ser confirmado quatro anos mais tarde em suas primeiras
correspondéncias cientificas.

No que tange a originalidade de suas descobertas, pode-se observar algumas
peculiaridades na tabela das complexdes que ndo se encontram no tridngulo aritmético
de Pascal. Por exemplo, a inclusdo das séries numéricas nas duas ultimas linhas da
tabela, fornecendo o total de combinag¢des através de seus termos; a obtenc¢do dos
nimeros combinatorios pela soma dos nimeros combinatorios da coluna precedente; e
uma férmula para as combinagdes de n elementos tomados dois a dois [n. (n-1)] / 2. No
entanto, alguns dos teoremas utilizados por Leibniz na “Arte Combinatoria”, ja tinham

sido abordados anteriormente por outros matematicos, como Cardano que, no ano de
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1570, em seu livro De proportionibus, utilizou para soma dos numeros combinatdrios
C, r aregra 2" — 1, embora ndo se saiba se essa regra foi originalmente descoberta por
ele’’. Pode-se citar também os nomes de outros matematicos que contribuiriam para
padronizar a moderna teoria das combinagdes como Stifel, Pappus, Wallis, Schooten e
Pascal®.

Em suma, podemos destacar os seguintes resultados da Dissertacdo sobre a Arte
Combinatéria como sendo originais.
1. A regra da adi¢do para se determinar de forma direta um nimero combinatério da
tabela aritmética. Exemplo: o nimero de combinagdes de 7 elementos 4 a 4, a saber, 35,
¢ obtida pela soma das combinagdes de 6 elementos tomados 3 a 3 e de 6 elementos 4 a
4 respectivamente. Logo, a combinag¢do formada pelo nimero 7 e o expoente 4 sera
igual a C 63+ C 64 =C 74 = 20 + 15 = 35, De uma forma geral uma combinacao ¢é
obtida pelarelagio C, p=C,_1,p+Chn_1,p-1. 43
2. Uma tabela* explicando como as dez combinagdes referentes a cinco elementos
tomados trés a trés, isto €, Cs, 3 pode ser derivada das combinagdes de dois, trés e quatro
elementos tomados dois a dois; Cs3=Cyo+ Csp+Csp = 10=1+3+6.
3. Uma observagio (sem prova)” de que se n é um numero primo, entdo divide as
combinagdes C,, com 1 < r < n -1. Exemplo: seja n = 5, pode-se mostrar que os
numeros C s 1, C 5,2, C s3e C s4sd0 divisiveis por 5, pois C5; =5; Cs,=10; C53=10
e C 54= 5sdo todos multiplos de 5.

Em relagdo as séries geométricas, Leibniz ndo apresentou nenhuma grande

descoberta na “Arte Combinatdria”, levando em conta que as mesmas ja tinham sido

*I Conforme a observagio feita por A. Edwards no livro Pascal’s Arithmetical Triangle [14].

*2 para um maior aprofundamento dessas questdes, consultar Pascal’s A. Triangle de A. W. F. Edwards;
edit. C. Griffin,, London

# Arte Combinatoria, p. 118.

* Idem, nota 2, pp. 119 .

* Idem, teorema 7, p. 120.
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exploradas por alguns matematicos que o precederam como Jonn Wallis (1616-1703)
que investigou esse tipo de série em seu livro Arithmetica Infinitorum. Gregoire de Saint
Vicent, que no livro Opus geometricum determinou a soma de varias séries geométricas.
Destacamos também o nome de Nicolaus Mercator (1620-1687) que, segundo Leibniz,
foi o primeiro a determinar a quadratura do circulo por uma série infinita. Nao obstante,
o método das diferencas foi, sem duvida, a primeira grande descoberta de Leibniz em
sua passagem por Paris. Este método, que foi fundamentado pelas consideragdes da
logica e da filosofia, surgiu de uma percepcdo singular de Leibniz, como
freqlientemente ocorria em suas descobertas e invengdes.

Conforme ja& haviamos destacado anteriormente, outro resultado relevante em
relacdo as séries foi o reconhecimento de que as diferengas obtidas entre os termos
sucessivos termos de uma série geram uma nova série proporcional a série dada. O
reconhecimento da proporcionalidade entre os termos das séries das diferencas ¢ da
série original permitiu-lhe generalizar essa propriedade para outros resultados; ndo
somente para a soma dos reciprocos dos numeros triangulares, como tinha proposto
Huygens, mas também para sistematizar no triangulo harménico as somas de outras
séries.

Como vimos no inicio deste capitulo, Gregorie obteve um método que permitia
somar varias séries geométricas, no entanto, ndo percebeu que o mesmo poderia ser
sistematizado e generalizado para somar varios tipos de séries numéricas além das
geométricas, como o fez Leibniz. O que diferenciava Leibniz de outros matematicos,
que até possuiam um conhecimento tedrico maior do que o seu, ndo estava relacionado
somente aos resultados obtidos, mas sobretudo o método pelo qual chegava a tais
resultados, como podemos constatar em sua carta para Galloys no ano de 1678 quando

ele diz que “minhas solugdes sdo sempre universais, isto €, eu posso relaciona-las a um

52



numero infinitos de exemplos...”

A carta de Leibniz [13], enviada a Oldenburg no ano de 1673, nos relata alguns
dos obstaculos com os quais deparou em sua passagem por Londres, que era o reduto de
Newton e de seus seguidores. Nessa carta, Leibniz descreveu propriedades do seu
método das diferengas aos cientistas que estavam presentes ao encontro, na casa de
Robert Boyle, dentre estes, o matematico inglés Jean Pell, que criticou Leibniz por ndo
ter ciéncia dos progressos alcangados no assunto das séries numéricas de sua época. No
entanto, conforme destacou J. Hofmann em Accessio ad Arithmeticam Infinitorum, o
matematico Jean Pell, embora fosse considerado um dos principais matematicos daquela
época, trabalhou especificamente nos métodos de aproximagdo numérica para solugao
de equacdes e, demonstrava seus resultados frequentemente, por meio de exemplos
particulares, nunca expondo de forma generalizada suas idéias. Hofmann acrescenta que
soma-se a isso a melancolia de seus sessenta anos e o seu mau humor, que ndo lhe
permitia facilidade para se expressar. Ao contrario, o jovem Leibniz era dotado de
extrema facilidade de comunicagdo. Embora a sua primeira visita a Londres ndo tenha
sido um grande sucesso, em conseqiiéncia das criticas recebidas por Pell ¢ Hooke, ele

foi formalmente aceito como um membro da Royal Society of London.

53



CAPITULO 2
OS FATORES FILOSOFICOS QUE CONDUZIRAM LEIBNIZ EM SUAS
INVENCOES.

No primeiro capitulo de nossa pesquisa nos empenhamos para destacar dos
trabalhos iniciais de Leibniz, seus escritos sobre a questao das séries, que precederam a
invencao do calculo diferencial. No entanto, podemos observar que esses trabalhos nao
eram de carater estritamente matematico devido ao enlace estabelecido por Leibniz
entre a filosofia e a matematica e que permeou tanto o método das diferencas, quanto a
Arte Combinatoria. No caso do método das diferengas, Leibniz obteve a soma das séries
numéricas a partir de dois principios filosoficos: o principio de identidade e o axioma de
Euclides (que relaciona o todo com suas partes). J& na Arte Combinatdria, Leibniz
retoma antigos conceitos da filosofia grega, como os silogismos de Aristoteles, € os
associa as combinagdes desenvolvidas pelos matematicos italianos do século XVI,
como Tartaglia e Cardano por exemplo. Contudo, o recurso a esses pensadores nao
implica numa falta de originalidade em suas invengdes ou em suas descobertas, pelo
contrario, a retomada dos conceitos desses pensadores, sejam eles matematicos ou
filosoficos, foi feita sob novos pontos de vista, de tal forma que os mesmos passam a se
distinguir daqueles que lhe deram origem pela possibilidade de aplica-los a uma
infinidade de problemas, e ndo somente a problemas particulares como ocorria com
grande parte dos métodos elaborados até entdo. Um trago marcante do pensamento
leibniziano reside na sua abordagem a certos conceitos cientificos, como as
combinagdes e as séries, que ndo ¢ somente quantitativa, mas também qualitativa e que
ndo ¢ somente matematica, mas também filosofica, e isto propiciou uma transitividade
entre a ciéncia e a filosofia como pode ser constatado no seguinte pensamento: “... a

medida que os espiritos dominam a materia, produzem nela combinac¢es maravilhosas.
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Isso aparece pelas mudancas que os homens fizeram para esclarecer a superficie da
terra, como pequenos deuses que imitam o grande arquiteto do universo, embora seja
apenas pelo emprego dos corpos e suas leis” *°

Nesse trecho do livro Novos Ensaios[15], Leibniz coloca, com rara elegancia, a sua
visdo cientifica do mundo, que inclui, dentre outras coisas, o aspecto filosofico das
combinagdes ¢ a maneira pela qual as mesmas estdo diretamente relacionadas com a sua
arte da invencdo quando compara os homens a pequenos deuses. Assim, todas as coisas
concebidas no universo, foram geradas por combinagdes. Essa predilegdo por um
pensamento sempre abrangente e nunca particular, que foi um dos pontos marcantes da
filosofia de Leibniz, se confirma na Arte Combinatdria pela composicao entre diferentes
conceitos da matematica, da logica e da filosofia. A pesquisa sobre as variagdes, por
exemplo, ¢ justificada por passagens como a seguinte: ““... a doutrina profunda das
variagdes, que € a Unica a conduzir imediatamente o espirito obediente a si através de
todo infinito, abrange, a0 mesmo tempo, a harmonia do mundo as construcdes intimas
das coisas e a série das formas” *'.

Este trecho pode ser visto como uma sintese filos6fica da Arte Combinatdria, pois
Leibniz refere-se as variagdes como uma multiplicidade obtida a partir das combinagdes
de coisas. Numa primeira etapa, trata-se de encontrar todas as combinagdes possiveis de
coisas, ou seja, todas as misturas, todos os encadeamentos, todas as possibilidades de
unido. Sendo estabelecidas todas as combinagdes possiveis, deve-se obter, dentro de
cada uma delas, as variagdes de relacdo entre as partes que a compde. Com esses dois

instrumentos, as variagdes ¢ as combinagdes, mais o recurso a aritmética, Leibniz

encontrou o suporte necessario para por em pratica a sua arte da invengdo, da qual

4 Novos Ensaios, p.268.

47 . .. . A 15 . . Lo
“..la doctrine profonde des variations qui seule conduit bient6t 1’esprit obéissant a soi a travers tout

I’infini, embrasse en méme temps et ’harmonie du monde et les constructions intimes des choses et la
série des formes.” Arte Combinatdria, pp.130-131. Minha tradug@o.
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falaremos mais adiante.

Na Arte Combinatoria ja comegam a despontar os primeiros principios de seu
sistema filoséfico, que ja foi plenamente estabelecido tempos depois.

No item 1, investigaremos a fundamentacdo filosofica de suas descobertas
iniciais sobre as séries na “Arte Combinatoria”. Ainda neste item, veremos como as
combinagdes e os silogismos foram utilizados para constituir uma Ldgica da Invencao,
que serviu como base para desenvolver a sua arte da Invencdo, que analisaremos no
item 2. No item 3, veremos como Leibniz emprega a aritmética na construgdo de uma
linguagem caracteristica, que foi o principal instrumento para arte da invencao e, no
item 4 faremos uma breve revisdo da questdo que envolve as relagdes entre 0 todo e as
partes, buscando examinar os fundamentos filos6ficos que possibilitaram o
desenvolvimento da teoria das complexdes. E, finalmente, no item 5, examinaremos o

principio da identidade, que foi o principal fundamento para do método das diferencas.

1. A Arte Combinatoria
Como vimos no capitulo I do nosso trabalho, a idéia central da Arte Combinatoria
¢ a proposta de uma escritura universal®, através da qual seria possivel solucionar os
mais diversos problemas, sejam eles morais, cientificos, politicos ou teoldgicos. Além
disso, as combinagdes seriam de grande utilidade para a arte da inveng¢ao, pois, segundo
Leibniz “basta saber combinar as noc¢des simples para poder encontrar todas as
verdades que exprimem suas relagdes. [7]
Leibniz pretendia utilizar a sua Arte Combinatéria nas mais diversas areas do

pensamento. Para isso, era preciso identificar julgar as infinitas combinagdes de coisas,

* Arte Combinatoria, p.112.
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diferenciando uma combinagdo util de uma combinacdo inutil. Mas, para
compreendermos a maneira pela qual esses dois tipos de combinagdes sao distinguidos,
tomaremos como ponto de partida o seguinte fato: em Leibniz, as idéias e os
pensamentos sao manifestados por proposicoes que, por sua vez, sdo formadas pela
combinacdo de letras e de palavras que constituem os termos destas proposi¢des. Logo,
se uma combinagdo de termos ndo expressar uma idéia contraditéria, a combinagdo é
possivel. Porém, dentro das combinagdes possiveis, € preciso, em alguns casos, obter
variagdes, para adequar o sujeito ao predicado e vice-versa. Por exemplo, tomemos a
combinag¢do formada por dois termos “homem racional”. Podemos afirmar que a mesma
¢ possivel, pois 0s termos que a compde nio envolvem nenhuma contradi¢do. No
entanto, deve-se observar que a combinagdo dos termos {homem, racional}, permite
duas variagdes: “homem racional” e “racional homem” sendo que a segunda ¢ uma
variagdo inutil. Dessa maneira, a variacdo de ordem entre os termos de uma proposicao,
define a adequagdo entre o sujeito e o predicado. Segundo Leibniz, “este procedimento
(a variacéo de ordem) é fundamental para a arte inventiva das proposicées, na escolha
das combinacdes Uteis dentre as inumeraveis misturas das coisas”.*’

Para ilustrar, de forma sucinta, como as variagdes obtidas dentro das
combinagbes podem expressar uma idéia 1til ou inutil, daremos os seguintes exemplos:
Seja o conjunto composto pelas seguintes letras {u s r a o}. A partir dessas letras, que
sdo os termos simples, podemos obter cinco combinac¢des de quatro elementos: usra,
usro, usao, urao, srao, suao. Variando, por exemplo, as letras da primeira e da segunda
combinagdo, obtemos as palavras “ruas e urso” que exprimem uma idéia possivel e,
conseqlientemente uma combinagdo util. As palavras “ruas” e “urso” sdo apenas duas

das 120 variagOes possiveis que podem ser obtidas pelas cinco combinagdes dadas, pois

¥ Arte Combinatéria, p. 131.
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cada combinagdo permite 24 variacdes ou permutagdes que multiplicadas pelas cinco
combinacgdes da um total de 120 palavras distintas. Utilizando agora as palavras do
conjunto {pessoa, toda, forte, pensa, azul} podemos formar as seguintes combinagdes
de quatro elementos; pessoa pensa toda forte; pessoa toda forte azul; pessoa toda pensa
azul; pessoa forte pensa azul; toda forte pensa azul. Destacando a primeira combinagao -
pessoa toda forte pensa — pode-se notar que os termos que a compde nao implicam uma
contradi¢do, logo a combinagdo ¢é possivel. No entanto, é preciso dar sentido a
proposicao, para isso, basta trocar a ordem da primeira palavra pela segunda, de tal
forma que a combinagdo fica modificada para: toda pessoa forte pensa, que ¢ uma idéia
possivel. Assim, obtivemos uma combinacdo Util que foi gerada pela variacdo dos
termos da combinacdo inicial (pessoa pensa toda forte). Em suma, podemos dizer que
uma combinagdo til ¢ aquela cujos termos ou elementos que a compde, ndo implicam
nenhuma contradi¢do, caso contrario a combinacao serd impossivel.

Os exemplos colocados acima nos ddo uma amostra da habilidade de Leibniz em
lidar com as combinagdes e as variagdes de caracteres, por esse motivo, ele considerou a
arte combinatdria como uma arte caracteristica, ou seja, “a partir da combinacédo de
termos simples (a,b,c,d, etc.) pode-se formar todo tipo de idéias possiveis” [16]. Por
este motivo, Leibniz considerou a combinatéria “como uma ciéncia mais geral do que a
algebra que serve, basicamente, para resolver alguns tipos de equacdes enquanto, a
combinatdria, que esta fundamentada na aritmética, pode ser aplicada de uma maneira
mais generalizada, isto €, na geometria, nos jogos, nas codificacdes, etc” [17].

Vejamos agora como Leibniz tratou as combinagdes que envolvem contradigao,
ou seja, as combinagdes inUteis e suas respectivas implicagdes dentro da Arte
Combinatéria. Para isso destacaremos a décima terceira definicdo da Arte

Combinatoria: “Quatro elementos podem ser combinados dois a dois de seis modos,
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sendo que duas dessas combinacdes sao inuteis, quer dizer aquelas que sdo combinadas

5950

de contrarios, como o fogo e a agua, 0 ar e a terra... Assim, ¢ preciso avaliar

primeiramente a possibilidade de uma combinacgdo, isto €, verificar se os termos
combinados ndo sao contraditorios, pois havendo contradi¢do de termos a combinacao é
impossivel, logo indtil [16]. Decorre dai, que uma combinagdo nao deve ser estabelecida
de maneira arbitraria ou sem critério, pois, para que a mesma seja possivel, € necessario,
antes de tudo, compreender suficientemente as qualidades particulares das coisas que
combinamos. Nesse sentido, a qualidade’’ é 0 modo ou a maneira pela qual uma coisa
se manifesta, que pode ser sua forma, seu peso, sua cor, a voz de uma pessoa ou o seu
pensamento, etc. Sendo assim, ¢ através da qualidade que cada coisa possui, que
podemos distingui-la de outra coisa qualquer. E aquilo que nos faz diferenciar com
clareza os passaros dos peixes, pois 0 modo pelo qual o peixe respira, através das
guelras, ¢ uma de suas qualidades, que nos permite distingui-lo, por exemplo, de um
passaro, por exemplo. Por outro lado, a pele recoberta de penas é uma das qualidades
que encontramos nos passaros, € ndo nos peixes. No que tange as questdes da
geometria, podemos dizer que aquilo que distingue o tridngulo de outras figuras
geométricas € a sua propriedade, ou a sua qualidade, de possuir trés lados e trés angulos
e que essas qualidades sdo necessdria a sua compreensdo. Em outros termos, trés
angulos e trés lados sdo essenciais ao triangulo. Sendo assim, podemos dizer que a
esséncia de uma certa coisa ¢ o conjunto de todas as qualidades indispensaveis para sua
existéncia. Isso pode ser observado na seguinte passagem do livro Da Origem Primeira
das Coisas [18], que Leibniz escreveu em 1697, quando ja havia estabelecido por

completo, o seu sistema filosofico: *“... todas as coisas possiveis, ou que exprimem a

% A. Combinatoria, p.117. “4 eléments peuvent étre combinés en con 2 naisons de 6 modes; mais deux
con 2 naisons sont inutiles, c¢’est-a-dire auxquelles sont con2nés des contraires, le feu et I’eu, le air et la
terre.” Minha tradugdo.

3! Arte Combinatéria, introdugdo, p.117 e L’art d’inventer et de juger, p.137.
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realidade possivel, tendem com igual direito a existéncia conforme a quantidade de
esséncia [...]. Dai, claramente se entende que das infinitas combinacBes possiveis e
séries possiveis existe aquela pela qual o maximo de esséncia ou possibilidade € levado
a existir”,

Para que tenhamos a garantia da existéncia real de uma coisa, ela deve conter
todos os componentes necessarios para isso, que sio suas qualidades, e o conjunto de
todos esses componentes indispensaveis formam a sua esséncia. Sendo assim, ndo se
pode conceber que um homem exista sem um coragdo ou sem antes respirar, pois essas
qualidades s3o essenciais para sua existéncia. Na medicina, por exemplo, toda a
variedade dos medicamentos compostos e da criagdo dos médicos surgem da mistura de
ingredientes variados, logo é necessario saber julgar devidamente para escolher as
misturas uteis que sdo aquelas que irdo contribuir para a esséncia de uma certa
substancia.

Tempos mais tarde, Leibniz deu seu parecer sobre a Arte Combinatéria no livro
Novos Ensaios sobre o Entendimento Humano, onde ele diz que: “.. a Arte
Combinatoria foi fruto de sua adolescéncia e que embora existam ali teses que ainda
aprovo, existem outras que s6 podem convir a um jovem estudante[15].

Quando ele nos diz que existem teses que s6 podem convir a um jovem estudante,
esta se referindo, por exemplo, a idéia central da Arte Combinatoria que ¢ a proposta de
um alfabeto do pensamento pelo qual seria possivel solucionar os mais diversos
problemas. Essa proposta ndo foi adiante, pois a aplicagdo da mesma as mais diferentes
areas do conhecimento dependeria, dentre outras coisas, de sua aceitagdo pelas
diferentes sociedades, com seus costumes, culturas, crengas, etc. Por outro lado, ele

pode extrair desse texto os fundamentos necessarios para a construgdo de seu sistema

>2 Da Origem Primeira das Coisas, p.394.
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filosofico. Isso se confirma em suas obras posteriores, através das quais podemos
identificar algumas idéias que ja estavam presentes na Arte Combinatdria, como a arte
de inventar, a harmonia do mundo, os infinitos pontos de vista, a logica inventiva e
outras. Essas idéias constituiram o seu projeto de uma poligrafia universal,ou de um
alfabeto dos pensamentos. “Nessa poligrafia universal, todas as nocdes seriam
derivadas das combinacdes das no¢bes fundamentais, como as palavras e as frases que
sdo originadas pelas combinacbes e pelas permutacbes entre as 25 letras do
alfabeto™.

Para construir a “Arte Combinatoria”, Leibniz inspirou-se em varios autores ¢ em
varias obras, dentre estas podemos citar: a Grande Arte (Ars Magna) e a L’Arte
Cabbalastique®® de Raymond Lulle; Encyclopédie de Johann Henrich Alsted;
Polygraphya nova et universalis ex combinatoria arte detecta de Athanase Kircher; a
Arte dos Sinais de Jorge Dalgarno™ e o livro De corpore de Thomas Hobbes, de onde
extraiu a idéia de que todo raciocinio € um calculo, do qual o proprio Hobbes nao tirou
proveito. Leibniz, ao contrario, desenvolveu e aprofundou esta idéia e a utilizou para
expor sua propria inven¢do, que no fim das contas, quanto a originalidade, parece dever
pouca coisa a seus antecessores.

Leibniz também observou que os chineses utilizavam simbolos e figuras para
escrever, assim como fizeram os antigos egipcios. Surge, entdo, a idéia da construgdo de

uma linguagem simbdlica, porém mais universal do que a dos chineses. Para Leibniz,

>3 Leibniz, Arte Combinatoria, p.144. Para desenvolver essa espécie de alfabeto, Leibniz consultou as
obras de alguns de seus precursores cujas idéias foram fundamentais nesse empreendimento, sobretudo a
obra do padre jesuita Athanase Kircher, que publicou a Pollygraphia et universalis ex combinatoria arte
detecta (Roma, 1663)

>4 Este livro tratava, mais especificamente, da “cabala dos nomes” que surgiu no século XII sob a autoria
de d’Abrahan Aboulafia, que atribuiu as letras do alfabeto uma significacdo especial e que sdo reunidas
para formar as idéias através das combinagdes.

>> Esse livro foi publicado no ano de 1666, e exerceu grande influéncia sobre os projetos de Leibniz.
Poderiamos também citar obra do Padre Labbé, jesuita francés, inventou uma lingua cuja base é o latim:
esta lingua ¢ mais facil e tem menos complicagdes que o proprio latim. Essa obra foi intitulada de
Gramatica da Lingua Universal e foi publicada em 1663 — (livro III, Novos Ensaios, cap. II, p.171-179).
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“esta escritura € bem mais simples que a linguagem dos chineses, pois esta requer
muita instrucdo para poder ser utilizada™®. Dessa maneira, ele pretendia que a sua
linguagem pudesse ser empregada pelas mais distintas civilizagdes com o uso de uma
simbologia mais acessivel, que seria entendida por todos. Leibniz denominou essa
linguagem de ‘“caracteristica universal”, ou simplesmente “linguagem caracteristica”.
Ele pretendeu aplicd-la as diversas areas do conhecimento, como a geometria por
exemplo. Foi com o uso dos caracteres que, no ano de 1679, ele desenvolveu o seu livro
“Characteristique Geométrique” [19] que, segundo Javier Echeverria, foi uma das bases
para a topologia desenvolvida hoje em dia:

“Leibniz trabalhou toda sua vida no projeto de construir uma nova geometria,
diferente de Euclides e de Descartes e mais geral do que elas [...]. Para nomear este
projeto, que esta incluido dentro de seu desejo maior de uma Caracteristica Universal,
ele utilizou varias expressdes: Analysis situs, geometria situs, Characteristica
Geometria, Speciosa situs, etc.”

Echeverria acrescenta: *“logo pode-se afirmar que a primeira recepcdo da
geometria caracteristica de Leibniz foi por intermédio de Grassmann; [..] uma
segunda linha de influéncia da geometria Caracteristica sera centrada em Euler [...]
Assim nos limitaremos a quatro pontos particulares e significativos do ponto de vista da
matematica moderna e notadamente a topologia, que constitui, a nosso ver, o
verdadeiro quadro do desenvolvimento do projeto de Leibniz.” [19]

Conforme o proprio Leibniz disse, a linguagem caracteristica é uma espécie de
“fio condutor dentro de um labirinto” e acrescenta que “0 principal objetivo em utilizar
0s caracteres € servir a invencao” [17]. Manipulando os caracteres com o uso das

combinagoes, Leibniz criou a arte de inventar, dentro das varias ciéncias, formando uma

%6 Carta de Leibniz a Galloys, 1675, p.187. “Car cette écriture est instructive bien plus que celle des
Chinois ou il faut étre savant pour savoir écrire.” Minha tradug@o.
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composi¢do entre a logica e a combinatoria e gerando uma nova logica adaptada a
multiplicidade dos conhecimentos. Para isso ele utiliza linguagens distintas para
elaborar uma linguagem propria.

Os cientistas anteriores a Leibniz utilizaram a teoria das combinagdes com o intuito
de aplica-las aos jogos de azar, como pode ser visto no Tratado do Triangulo Aritmético
de Pascal [12]. Mas Leibniz foi além desses propdsitos, pois utilizou as combinagdes
como principal ferramenta na arte de inventar, associando-a aos Silogismos para
fornecer a ordem e a conexdo dos pensamentos ¢ estabelecer a ldgica da invencdo, que

verificaremos a seguir.

2. A Ldgica da Invencao

Vimos na se¢do anterior como Leibniz estabeleceu os critérios qualitativos para
avaliar as combinagdes quanto a sua utilidade. Falta verificar de que maneira Leibniz
utilizou os silogismos para ordenar logicamente as proposi¢cdes que representam as
idéias. Nao entraremos aqui nos pormenores que envolvem os silogismos, como suas
regras, formas, divisdes e modos, pois ndo ¢ nosso objetivo fazer um estudo mais
detalhado desse assunto, somente averiguar a sua pertinéncia e aplicagdo na logica da
invencdo, que Leibniz considerou como uma nova espécie de logica, mais abrangente
do que a de Aristoteles. Porém, antes de examinarmos a Légica da Invengao, cabe-nos
esclarecer que este assunto ndo estd concentrado numa unica obra, mas disperso através
de varios fragmentos e correspondéncias ou comentada dentro de alguns de seus livros.
Como exemplo, podemos mencionar os fragmentos “L’Arte D’Inventer et de Juger”
(1683); ““ Sur la Caractéristique et la Science” (1685); “ L’ Art Combinatoire” (1666); “

Novos Ensaios” (1701), além da correspondéncia de Leibniz para Galloys durante o ano
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de 1678.

Segundo Aristoteles (384-322 a.C.), o silogismo ¢ uma série de palavras em que,
sendo admitidas certas coisas, delas resultard necessariamente alguma outra, pela
simples razao de se terem admitido aquelas. Mas para se ter uma idéia da formalidade
de um silogismo, ¢ preciso analisar seus elementos constituintes, que sao suas
proposicdes, para, em seguida, julgar a utilidade de cada silogismo®’. Uma proposigio é
a expressao verbal de uma idéia que pode ser constituida de um sujeito, um verbo ¢ um
predicado. Entretanto, uma proposi¢do pode estar mal formulada se o predicado for
incompativel com o sujeito. E evidente que a proposi¢do “o passaro tem escamas”
contém uma incompatibilidade entre o sujeito e o predicado, logo, é preciso avaliar,
como ja vimos, se existe uma adequagdo do predicado ao sujeito ou do sujeito ao
predicado. O mesmo ocorre nos silogismos, entdo, ¢ preciso verificar se a combinacao
entre seus termos € possivel. Se for possivel, aplica-se o silogismo e, em seguida, faz-se
a variacdo de ordem para adequar o sujeito ao predicado, como nos mostra o seguinte
exemplo de Leibniz [15]: “0 animal é um ser vivo, o homem é um animal, logo o
homem ¢é um ser vivo™®. Em seguida, Leibniz indica uma outra varia¢io de ordem que,
segundo ele, ¢ uma ordem mais natural, isto é: “o homem ¢ um animal, o animal ¢ um
ser vivo, logom o homem ¢é um ser vivo”. Por outro lado, podemos encontrar no
exemplo que se segue uma forma inadequada de silogismo: “Todo animal ¢ racional;
algum animal ¢ irracional; logo, algum inteligente ¢ irracional”. Essa forma de
silogismo, resultante da combinacdo das palavras {todo, algum, animal, irracional,
inteligente}, seria inutil, pois a conclusdo apresenta uma combinag¢do com dois termos

contraditdrios: inteligente e irracional.

>7 Geralmente, um silogismo ¢ composto de duas proposi¢des, denominadas premissas, das quais se tira
uma conclusdo. Assim, no silogismo categérico simples Todo A é B; todo B ¢ C, logotodo A ¢ C, a
premissa maior ¢ A ¢ B, amenor B ¢ C e a conclusdo, A é C.

>8 Novos.Ensaios, p. 345.
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O emprego dos silogismos na obra de Leibniz se justifica pela necessidade logica
da criagdo das coisas, isto ¢, pela necessidade de ordenar as idéias de forma coerente e
conexa:“‘Sempre vigora nas coisas um principio de orientacédo[...]. Do mesmo modo
acontece em alguns jogos em que todas as casas do tabuleiro devem ser preenchidas
segundo certas leis; ai, a menos que se empregue determinado truque, acabar-se-a
sendo levado a lugares indesejados e deixar-se-do vazias algumas casas que se
poderiam ocupar, a0 passo que o jeito certo leva facilmente ao preenchimento
méaxima’>’

Trinta e oito anos apoés ter escrito a Arte Combinatoria, Leibniz escreveu o livro
Novos Ensaios, onde abre, no capitulo XVII, uma ampla discussdo em torno dos
silogismos, principalmente no que tange as aplicagcdes. Embora os tenha utilizado em
boa parte de suas obras, em particular na Arte Combinatoria, ele reconhece que os
mesmos, aplicados isoladamente, isto é, sem as combinagdes ¢ as variagdes, ndo sao
suficientes para dar conta das infinitas composi¢des de idéias e de pensamentos. Dai a
necessidade de uma légica mais universal do que a de Aristoteles: “Acredita-se
geralmente que o silogismo é o grande instrumento da razéo e o melhor meio para por
esta faculdade em exercicio. Quanto a mim, tenho duvida, pois o silogismo serve
apenas para ver a conexao das provas num s6 exemplo e nédo vai além disso, ao passo
que o espirito vé conexdo facilmente, e talvez melhor sem o silogismo [..] essas formas
n&o sdo o Unico nem se quer o melhor instrumento para o raciocinio...”®.

Ainda que reconheca que o silogismo nao ¢ aplicado a todas as coisas do mundo,
por ser uma forma de raciocinar excessivamente longa e complicada, ele os considera

como uma das mais belas invengdes do espirito humano, desde que se saiba e se tenha

capacidade para usa-lo.

> Origem e principio das coisas, p.394.
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Na “Arte Combinatoria”, Leibniz deixa bem claro que a ldgica da invengao esta
fundamentada na teoria das combinagdes®'. Uma das principais utilidades da ciéncia das
combinagdes ¢ servir a arte de inventar, que ¢ a arte de saber combinar as nogdes
simples para, em seguida, julgar as relagdes que essas combinagdes podem exprimir.
Isso nos remete a um jogo de “quebra-cabega” onde as pegas devem ser unidas
corretamente para atingir o todo pelas partes. Assim, a arte de inventar requer uma
logica, que Leibniz denominou “légica da invengdo”, que une as combinagdes aos
silogismos de Aristoteles e podem ser aplicadas a diversas areas do conhecimento
cientifico, estabelecendo, dessa forma, uma ciéncia mais geral do que a algebra, a
aritmética e a geometria. A defini¢ao dessa ciéncia geral seria a seguinte: “Eu entendo
por ciéncia geral a ciéncia que ensina somente a inventar e a demonstrar a partir dos
dados suficientes. Os dados suficientes para encontrar as verdades sdo 0s principios
que ja estdo disponiveis e a partir dos quais pode-se concluir sobre o que estd em
quest&o sem nenhuma suposicéo adicional 2. Por exemplo, sabendo-se que trés pontos
A, B e C ndo estao situados sobre a mesma reta isso € o suficiente para determinar um
unico circulo.

A construcdo teorica dessa ciéncia geral tem sua origem em varias linhas
filosoficas, como pdde ser confirmado na Arte Combinatéria. No entanto, a
originalidade de Leibniz estd exatamente na conciliacdo dessas varias correntes
filos6ficas em uma unica obra e na inven¢do de um novo ramo da matematica
envolvendo combinagdes, permutagdes, silogismos e teoria dos nimeros.

Segundo Leibniz, para aplicar a légica da invencdo, deve-se partir dos conceitos

59 Novos Ensaios. p.345.

% Arte Combinatoria p.121.

62 Leibniz, Projets de préface a la science générale. Extraido dos Textos Logicos e Metafisicos, p.124.
“J’entends par science générale cette science qui enseigne seulemenet a inventer et 8 démontrer a partir
des donnés suffisants. Les donnés suffisants pour trouver des vérités sont les principes qui sont déja
disponibles et a partir desquels on peut, sans supposer quoi que ce soit de plus, conclure sur ce qui est en
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mais elementares ou irredutiveis, que sdo as combinagdes de um elemento ou de
primeira ordem, para em seguida obter as combinagdes de ordens mais elevadas. Por
exemplo, a partir dos termos simples a, b, ¢, d varias outras expressoes podem ser
obtidas como ab, af, abd, cbf, abcd, etc. Assim, pela combinagdo e pelas permutagdes
desses elementos, podemos obter varios tipos de proposi¢des, considerando que cada
um desses termos elementares podem corresponder a uma palavra, um numero, ou até
uma frase. Nesse caso teriamos uma espécie de codificagio ou uma criptografia®. Para
simplificar ainda mais essa linguagem, Leibniz representou cada classe de combinagdo
com apenas um simbolo. Entdo, um conjunto de termos simples {a,b,c,d} e a sua
respectiva combinagdo de quatro elementos pode ser representada por uma unica letra
ou simbolo, isto ¢, y = abcd. Da mesma forma, as combina¢des de dois e de trés
elementos, podem ser representadas por um unico elemento: m = ab; | = ac; n = ad; p=
bd; r = cd; s = abc; v =abd; w = acd e x = bcd. Nesse caso, a combinagdo que envolve
todos os elementos, ou seja, abcd, foi denominada como sujeito da proposigdo, e as
combinagdes que contém menos elementos ab, ad, abc, bed, ete, sdo os seus predicados
Por outro lado, os predicados podem ser conjugados para representar 0 mesmo “‘sujeito
y” de tal forma que ax, bw, cv, ds, Ir, etc, representam a mesma combinagdo abcd. Para
verificar a equivaléncia das diversas expressdes, basta decompor em termos simples
cada uma delas, para retornar a expressao original. Assim, decompondo a expressdo mr,
em termos simples, encontramos a expressao original abcd, poism =aber = cd.
Leibniz afirma que o problema fundamental da logica da invengdo € o seguinte:
“sendo dado um sujeito, encontrar todos os predicados possiveis; sendo dado um

. - L, . 4
predicado, encontrar todos os sujeitos possiveis”®. Em outras palavras, encontrar todas

question.” Minha tradugdo.

% Nas paginas 144 e 145 da Arte Combinatéria, onde comenta sobre a linguagem universal, Leibniz cita o
livro de Gustave Selenus La Cryptographie.

64 Arte Combinatoria, pp. 134-135.
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as proposicoes verdadeiras que incluam em seu enunciado um conceito, seja como
sujeito, seja como predicado. Por exemplo, a proposicao “todo gavido ¢ um passaro” €
verdadeira, pois o sujeito, “gavido”, acha-se incluido no predicado “péssaro”. Por outro
lado, a proposicao “todo passaro ¢ gaviao” nao ¢ verdadeira, pois o conceito de passaro

ndo se resume ao conceito de gavido, que € apenas um de seus casos particulares.

3. A Aritmética para a logica da invencéo

A aritmética foi um instrumento primordial para a légica da invengdo. Do mesmo
modo que as letras do alfabeto serviram para expressar as proposigdes, os algarismos
serviram de codificadores para os enunciados do pensamento. Para isso, deve-se
analisar todos os conceitos, reduzindo-os a um certo nimero de termos absolutamente
simples e irredutiveis, que sdo aqueles que representam uma uUnica idéia, como uma
pedra, um carro, uma casa, etc. Logo, esses termos podem ser representados por um
unico simbolo, como os nimeros por exemplo. A partir dessa idéia, Leibniz separou os
termos em diferentes classes formadas por um elemento, por dois elementos, por trés
elementos, etc. Sendo assim, a primeira classe é formada pelas combina¢des de um
elemento, e foi designada pelo numero 1. A segunda classe ¢ formada pelas
combinagdes de dois elementos e foi designada pelo nimero 2. A terceira classe ¢
formada por trés elementos e foi designada pelo nimero 3, e assim por diante.

Para reduzir a escritura das defini¢des, uma combinacao de trés elementos pode ser
produzida a partir de uma combinagdo de um elemento ou de dois elementos; ja uma
combinagdo de 4 elementos pode ser produzida a partir das combinagdes de 1, 2 e 3
elementos. Para isso Leibniz fez uso de fragdes cujos denominadores indicam o nimero

de elementos de cada combinagdo e o numerador, a ordem da combinagdo. Assim 1/2
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designa a 1* combinagdo de 2 elementos, 2/2 a 2* combinagdo de 2 elementos, 3/2 a 3?
combinacdo de dois elementos e assim por diante. Por exemplo: seja o conjunto {a, b, c,
d} e suas respectivas combinagdes de dois elementos numeradas pela ordem: (1) ab; (2)
ac; (3) ad; (4) bc; (5) bd.; (6) cd. Dai, uma combinagao de 3* classe, que ¢ formada pela
combinacdo de trés elementos, pode ser representada por (1/2)d. Dai, a combinagdo abd
pode ser escrita como (1/2)d, onde o numerador 1 indica a combinagdo ab e o
denominador 2 indica uma combinagdo de dois elementos, ou seja de segunda classe.
Uma outra maneira de representar essa mesma combinacdo seria (5/2)a que € igual a
bda. J4 a combinagao c.d.a seria representada por ou (6/2)a .

”65’ cada

Conforme a codificacdo definida por Leibniz na “Arte Combinatoria
nimero e cada fragdo podem possuir varios significados. No caso da geometria por
exemplo, o nimero 1 significa ponto, 2 espaco , 3 lado , ..., 7 infinito, 8 incluir uma
regido, ..., 15 varios, 16 distancia,..., 21 regido,..., 26 lugar comum, etc. Assim, a
notagdo 3(3/8) representa trés lados de uma regido, que pode ser um tridngulo. Ja a
notagdo 4(3/8) representa 4 lados de uma regido, que pode ser um quadrado.

Uma outra questdo envolvendo a aritmética apresentada por Leibniz na Arte
Cominatoria, refere-se aos predicados e aos sujeitos de uma proposi¢do. No primeiro
caso trata-se de encontrar todos os predicados de um sujeito. O numero de predicados
corresponderd as combinagdes particulares de um ntmero, que sdo aquelas cujos
expoentes sao diferentes de zero, ou seja, Cp, 1, Cn2. Cn3,. Cy n1, Cn, n, formadas a partir
de um certo nimero de termos simples. Logo, se n ¢ o numero de termos simples de
uma proposi¢do, teremos tantos predicados diferentes quantas forem as combinagdes

desses n termos, ou seja, 2" — 1 predicados. Por exemplo, uma proposi¢do formada por

trés termos, admite 2°- 1 = 7 predicados. Logo, o conjunto abc, que é o sujeito, tem

65 Arte Combinatoria, pp. 137-143.

69



como predicados as combinagdes a, b, ¢, ab, ac, bc e o proprio abc que ¢ a sua
identidade. Os termos elementares de cada combinagdo podem corresponder a palavras,
numeros, conceitos, € outros, dependendo de cada situagao.

Um outro caso tratado por Leibniz ¢ o inverso do anterior: sendo dado um

predicado, achar todos os sujeitos possiveis. Neste caso, basta encontrar todas as
combinagdes possiveis que contenham a combinagdo dada. Por exemplo, a combinagao
ac, que ¢ um predicado, tem como sujeito todas as combinagdes dentro das quais esta
incluida. Assim, as combinagdes abcd e acd sdo sujeitos para o predicado ac. Decorre
dai que, se n é o nimero total de elementos de um conjunto e k é o nimero de termos de
uma combinacgdo dada, (que é o predicado), entdo o nimero de sujeitos procurado €
dado por 2" ¥ —1. Esta expressio indica que a combinacdo de expoente zero (Cy, o) foi
subtraida, pois esta corresponde ao proprio sujeito ou a uma proposicio idéntica®.
Vejamos o exemplo dado por Leibniz:
Seja 5 o0 numero total de termos simples: a, b, ¢, d, e, se o termo dado é uma
combinacao simples de um elemento, por exemplo, a, 0 numero dos sujeitos possiveis €
2 °~1.1=15; se o predicado é uma combinagdo de dois elementos, ab por exemplo, 0
nimero dos sujeitos possiveis é 2°~2-1 = 7, a saber: cdeab, cdab, ceab, deab, cab,
dab, eab, ou seja , sdo todas as combinagfes onde entra o predicado ab, exceto ela
propria” [1].

No entanto, como a combinagdo dada pode ser seu proprio sujeito, pelo principio
da identidade, e que nesse caso corresponde a combinagdo de expoente zero, para se
obter o niumero total de combinagdes (sujeitos), acrescenta-se uma unidade a expressao
2"k.1, obtendo-se a expressdo 2™*. Seguindo o exemplo dado por Leibniz na arte

Combinatoéria, “seja 5 o numero total de termos simples: a, b, ¢, d, e. Se o termo dado ¢é

% La Logique de Leibniz, p. 43, paragrafo 8.
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uma combinacdo simples, a, o numero de sujeitos possiveis ¢ 2> = 2*=16. Se o termo
dado ¢ uma combinacdo dupla, ab, 0 numero de sujeitos é 272 = 2°=8, e assim segue”.
Um outro exemplo da utilizagdo da aritmética na arte da invengdo ¢ a
representacao de um conceito, que pode ser dado por um ou mais termos, através de um
numero. Por exemplo; para expressar a proposi¢do “0 homem ¢ animal racional ”,
representa-se animal pelo numero 2, racional pelo nimero 3 ¢ homem pelo produto 6,
de tal forma que se terd a igualdade numérica 2 x 3 = 6 correspondendo a igualdade
logica “homem animal racional”®’. Segue que, “cada termo composto, sendo uma
combinacdo de termos simples, sera representado pelo produto simbdlico dos
algarismos correspondentes as combinacdes e que, a0 mesmo tempo, constituird sua
definicdo”®®. Dai, se 3 corresponder ao conceito de poligono e 5 ao conceito de regular,
a combinagdo entre 3 e 5 ficara representada pelo produto simbolico 35, que significara,
“poligono regular”. Assim, Leibniz mostra o modo de expressar uma idéia complexa
através de termos simples, que podem ser letras ou algarismos. Como foi classificada
por Leibniz em sua carta a Jean Galloys [17], sua linguagem sera sempre universal,
podendo ser aplicada uma infinidade de exemplos e de conceitos. Nesse contexto, os
nimeros desempenham um papel fundamental, pois sdo os melhores instrumentos para
representar a quantidade de coisas, sejam elas fisicas ou metafisicas. Nesse caso, pode-
se dizer que o conjunto formado pelos elementos {deus, anjo, homem, movimento}
possui 4 elementos, ndo importando se sdo fisicos ou metafisicos®.
Essa linguagem caracteristica [4], como Leibniz costumava denominar, foi o
principal instrumento para a arte da invencdo, pois permite expressar formular os

conceitos e proposicdes pelo uso das combinagdes. Essa linguagem ¢ o encontro da

%7 Sur L’ Art D’Inventer et Julger, p.138
% La Logique de Leibniz, p. 40.
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aritmética com a algebra, porém mais abrangente que estas, pois inclui o uso das
combinacdes e das permutacdes. Dessa forma, com apenas trés termos simples {u,s,a},
podemos ter seis idéias diferentes: asu, aus, sau, sua, uas, usa. A idéia de construir uma,
linguagem universal manifesta-se também em seus métodos matematicos que sao
sempre aplicados com a méaxima abrangéncia, como podemos notar no seguinte trecho
da carta enviada a Oldenburg em 15/ 7/1674 [21]: “tenho certos métodos analiticos
totalmente gerais e bastante conhecidos que considero mais importantes que teoremas
particulares ” ’°.

Toda multiplicidade de coisas existentes, todos os pensamentos e todos os
conceitos, requerem uma ciéncia que seja a mais geral possivel. Essa ciéncia, por sua
vez, requer uma légica mais abrangente do que a légica de Aristoteles, a ldgica da
invencdo, na qual a aritmética exerce um papel fundamental, pois lida-se com uma

variabilidade muito grande de possibilidades. Em suma, podemos dizer que a aritmética

foi para Leibniz, o fio condutor de seus estudos iniciais de matematica.

69« _En effet le nombre est comme une certaine figure incorporelle née de 1"union d’étants quelconques,
par exemple de DIEU, d"un Ange, de 'Homme, du Mouvement, qui ensemble sont quatre”. Arte

Combinatoéria, introducdo p.115. Minha tradug@o.
70 “...Jje posséde certaines méthodes analytiques tout a fait générales et largement répandues que je fais

plus importantes que des Théorémes particuliers et recherchés.” Minha tradugao.
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4. As relacgdes entre o todo e suas partes

Nessa se¢do concentraremos nossas atengdes sobre o problema que envolve as
relagdes entre o todo e a suas partes, que serviu, primeiramente, para fundamentar a
teoria das combinagdes e, sete anos apods ter escrito a “Arte Combinatoria”, fundamentar
e desenvolver o método das diferencas.

A questao da relagdo entre o todo e suas partes, que envolve principalmente a idéia
de divisdo, foi analisado por Leibniz na introdu¢do da Arte Combinatéria e envolve,
dentre outros assuntos, o conceito de unido, a distingdo entre qualidade e quantidade, o
que por sua vez envolve o conceito de nimero e as respectivas implicagdes desses
conceitos na aritmética.

Leibniz desenvolveu essas questdes partindo da afirmativa de que ... as relagoes

dos corpos ndo sdo os proprios corpos...””!

. Nesse sentido, a qualidade de uma
determinada coisa, independe de uma possivel relagdo que ela tenha com outra coisa.
Assim, quando se inscreve um tridngulo numa circunferéncia, suas qualidades
permanecem inalteradas, apenas podemos dizer que existe uma relacdo entre duas
figuras geométricas. Conforme destacou Tatiana Roque em seu artigo sobre os
fundamentos do calculo:

“A quantidade de uma razdo pode ser expressa por uma fracdo mas a razdo em si é
uma relacdo independente dos termos que a compdem. Basta pensar, como dizia
Leibniz, que é possivel, sobre os habitantes de uma cidade qualquer, afirmar que o
numero de olhos € o dobro do numero de narizes, independente do nimero de olhos e
de narizes na cidade. [...] A razdo teria portanto uma natureza qualitativa, ao passo

que a fracdo teria uma natureza quantitativa™[22].

E pela qualidade que percebemos e distinguimos a infinita variedade de coisas

' Arte Combinatéria, Introdugio, p.115. “les relations du corps naturel ne sont pas les corps”. Minha
tradugdo.
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existentes no universo. Por exemplo, ¢ pela qualidade de voar que distinguimos uma ave
de um réptil. Ja a visdo metafisica de Leibniz sobre a questdo da quantidade, de acordo
com que foi exposto na introdugdo da Arte Combinatoria, esta diretamente relacionada
com o problema da divisdo, da divisdo do todo em partes menores. Segundo Michel
Serres, a teoria das complexdes “trata-se de uma teoria dos subconjuntos, ou, para ser
fiel a terminologia do autor, um estudo do todo, das partes e da divisdo™ [8].

Para Leibniz, a quantidade ¢ definida pelo nimero de partes de um todo e, cada
vez que estas partes sdo unidas, chega-se ao todo. Por outro lado, para se chegar a um
todo, é preciso que as partes estejam relacionadas entre si, pois toda relagdo ¢ “uma
unido ou um acordo perfeito”. Assim, o todo ¢ um conjunto de coisas dentre as quais

existe uma relacdo entre suas partes. Por exemplo: dividindo o segmento AD em trés

partes, menores temos: A B C D. Como essas partes estdo

relacionadas entre si, ou seja, A estd relacionado com B e B relacionado com C que por
sua vez esta relacionado com D e, como toda relacdo ¢ uma unido ou um acordo
perfeito, entdo a unido dessas partes corresponde ao todo AD.

Para Leibniz, “os objetos sdo assim as partes de um todo entendido por um ato
intelectual Unico: quando esses objetos estdo em quantidade muito grande, este
pensamento Unico que os reune ¢ dito, pensamento cego (cogitatio caeca). Nesse
pensamento cego, ndo se pode perceber com nitidez todas as partes de um objeto,
quando estas estdo em grande niimero. Nao podemos ter ciéncia de todos os seres de
uma floresta, apenas temos uma vaga idéia de que ali existem varios animais, desde a
mais infima bactéria até o maior mamifero, desde a minuscula planta at¢ uma arvore
centenaria. Assim, a floresta ¢ concebida por um unico ato, ou seja, com todos os seus
elementos simultaneamente.

Como dizia Leibniz, “Para melhor julgar sobre as pequenas percepcdes que
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somos incapazes de distinguir em meio a multidao delas, costumo utilizar o exemplo do
bramido do mar, que nos impressiona quando estamos na praia. Para ouvir este ruido
como se costuma fazer, € necessario que ou¢amos as partes que compde este todo, isto
é, os ruidos de cada onda, embora cada um desses pequenos ruidos so se faca ouvir no
conjunto confuso de todos 0s outros conjugados, isto €, no proprio bramir, que ndo se
ouviria se esta onda que o produz estivesse sozinha” .

Posto isso, podemos compreender como Leibniz atinge a idéia do uno: ““ cada vez
que ha varias partes juntas, nés a supomos como Uno. Por outro lado, o Uno ¢ alguma
coisa percebida num ato, ou seja, ao mesmo tempo [...]. Por outro lado, tudo que ¢
abstraido do Uno ¢ a unidade, e tudo que é composto da unidade ¢ dito namero””. Por
exemplo: o niumero trés € composto de trés unidades, ou seja, 3 = 1+1+1. Em seguida,
ele nos diz que “a quantidade e o numero coincidem dentro de uma mesma coisa”’".
Entretanto, a quantidade pode ser implicita ou explicita. O primeiro tipo de quantidade
envolve as razdes e as proporcdes ¢ estas devem ser descobertas, segundo Leibniz, pela
“Analise cultivada primeiramente por Descartes ¢ tempos depois por Schooten e
Bartholin”. Embora n3o nos mostre, na introdu¢ao da Arte Combinatoria, qual o método
utilizado por Descartes para encontrar uma quantidade ndo declarada, ou seja, uma
incdgnita, basta examinar o livro Regras para Dire¢ao do Espirito[23] para ver do que se
trata. Conforme a regra VI do livro de Descartes “depois de acharmos uma relacdo
entre duas grandezas quaisquer, podemos dar outras inumeraveis que tém entre si a

mesma relacdo [...]. Com efeito, para achar um meio proporcional, é preciso prestar

atencdo ao mesmo tempo aos dois extremos e a relacdo que existe entre eles, a fim de

7 Novos Ensaios, p.118.
7 “chaque fois {qu’il y a] plusieurs [parties] ensemble, nous les supposons comme Un. D’autre part Un
est compris quelque chose pergu en un acte, soit en méme temps...”. Arte Combinatéria, introducdo p.

115. Minha tradug@o.

™ “De 14 il est manifeste que la quantité et le nombre coincident dans la chose”. Minha tradugio.
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extrair um novo termo pela sua divisdo””. Isso fica mais claro no seguinte exemplo,
dado pelo proprio Descartes: “dadas duas grandezas extremas, a saber, 3 e 24 e uma
grandeza média, isto €, 6, é possivel encontrar o outro termo médio fazendo 6.x = 3.
24, logo x=72:6=12 queé o termo médio procurado”’®.

Para Leibniz, o nimero, que ¢ uma quantidade explicita, compete somente a
aritmética, e a natureza dos corpos, a geometria. Para Leibniz, o conceito de nimero,
difere do conceito escolastico, que afirma que o nimero provém somente da divisdo do
continuo e que ndo pode ser aplicado a todo tipo de coisa. Em Leibniz, ao contrario, o
nimero ¢ resultante da unido de todo tipo de coisas, como conceitos, pensamentos,
objetos, em suma, das coisas sensiveis e insensiveis. O conceito de numero em Leibniz
se reflete dentro de sua Aritmética, pois o nimero enquanto uma nog¢ao metafisica
permite que a aritmética também seja aplicada a qualquer tipo de problema, levando em
conta que o nimero ¢ o principal instrumento desse ramo da matematica.

Embora sucinta, a introducdo da Arte combinatdria foi fundamental para Leibniz,
ndo sO para a sua teoria das combinagdes, mas também para dar inicio a construg¢ao de
seu sistema filosofico, que por sua vez fundamenta toda a sua ciéncia. Nesse sentido, a
abordagem metafisica sobre os conceitos de relagdo, qualidade, quantidade, todo e parte
e numero, constituem a base de sua aritmética que, por sua vez, foi um dos principais
instrumentos para a sua teoria das combinagdes. Esse enlace entre a metafisica e a
aritmética fica bem nitido no seguinte trecho da introdugao:

“Assim nascem dois géneros de variagOes, da complexao e da situagcdo, ambos chegam
a metafisica, ou seja a doutrina sobre o todo e as partes. Se consideramos ainda a

variabilidade, que é a quantidade de variagdes, devemos chegar aos nuameros e a

> Descartes, Regras para Diregdo do Espirito, pp.38-39.
76 Idem, nota 76.
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aritmética” ’’.

E preciso esclarecer dois pontos dessa citagdo. O primeiro quanto aos géneros de
variagoes, isto €, existem dois tipos de variagdes. No primeiro, na primeira situagao os
elementos estdo dispostos em linha aberta, ABC e no segundo, os elementos estao

dispostos em circulo.

No primeiro tipo, existe uma questdo de ordem entre os elementos e, na segunda,
uma questdo de vizinhanga. Assim, para o conjunto {A, B, C}, temos as complexdes de
dois elementos (AB, AC, BC) e uma variacdo de ordem para cada complexdo, por
exemplo, AB e BA. Como sabemos, uma mudanca de ordem dentro de uma combinagao
corresponde a um caso particular de permutago, que hoje denominariamos arranjo’.
Esse termo foi mencionado uma unica vez por Leibniz no problema IV da Arte
Combinatoéria, porém sem nenhum esclarecimento mais detalhado. No segundo tipo,
onde os elementos estdo dispostos em circulo, ndo existe uma questdo de ordem entre as
partes e sim de vizinhanga. Nesse caso, ndo ¢ possivel identificar, nem o primeiro nem o
ultimo termo da permutagao.

O segundo ponto da citagdo, que merece ser esclarecido ¢ a afirmacao de que as
complexdes sdo mais da aritmética pura do que da situacdo figurada. Essa afirmagao

serve para distinguir as combinacdes das permutagdes, pois as combinacdes

77 «Ainsi naissent deux genres de variations, de la complexion et de la situation, Et d'une part, la
complexion, et d’autre, aboutissent a la métaphysique, cest-a-dire, a la doctrine au sujet du tout et des
parties. Si de plus nous considérons la variabilité, ce qui est la quantité de variation, on doit arriver aux
nombres et a 1"arithmétique”. Arte Combinatoria, p.116. Minha tradug@o.
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independem da ordem ou do arranjo entre seus elementos, assim, AB e BA representam
uma unica combinag¢do. Por outro lado, se considerarmos a ordem desses elementos,
temos duas permutacdes distintas.

Vimos, no entanto, que relagdes entre todo e suas partes. Examinamos que, nas
relagdes entre as partes de um todo, no contexto puramente aritmético, sdo consideradas
apenas as mudangas de posi¢do entre elas. Em suma, pode-se dizer que a aritmética ¢ a
ciéncia que trata somente das questdes quantitativas, como o numero de partes, a ordem
que as mesmas ocupam dentro de um todo ¢ o nimero de variagdes e de complexdes
dessas partes que essas partes podem fornecer. Mas, conforme Leibniz relatou na
terceira defini¢do, as relagdes entre as partes envolvem o conceito de qualidade, pois
em toda relagdo existe uma afeccdo local das partes, que deve ser considerada na unido
das coisas. Isso significa dizer que a afec¢do ¢ a influéncia que uma parte exerce sobre a
outra numa certa relagdo. Por exemplo, a unido entre o fogo e a agua ¢ um tipo de
relacdo onde a afec¢do entre as partes implica tanto na qualidade do que ¢ fogo, quanto

na qualidade do que ¢ agua.

5. O principio da identidade como fundamento da matematica.

As proposi¢des que sdo denominadas de maximas ou axiomas sdo os principios
das ciéncias, pelo fato de serem evidentes por si mesmos, ficando isentos de
demonstragdo. Mas para Leibniz, ndo bastava estar consciente desta essa evidéncia dos
axiomas, era necessario examinar até que ponto eles poderiam contribuir para a arte da
invencdo e para o conhecimento cientifico. Leibniz observa que o principio da
identidade ¢ o grande “fundamento da matematica”, pois, por mais evidente que possa

ser, ele nos garante “que um enunciado ndo pode ser verdadeiro e falso a0 mesmo

8 Arte Combinatoria, p.158.
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tempo e que, assim, A ¢ A e ndo poderia ser ao mesmo tempo ndo-A, pois isto levaria a
uma contradicao. E esse Uinico principio basta para demonstrar toda a aritmética e toda a
geometria, ou seja, todos os principios matematicos™”’. Assim, dizer que “o retangulo
eqiiilatero € um quadrado” ¢ a mesma coisa que dizer que “um quadrado ¢ o retangulo
eqiiilatero”, pois tanto o sujeito quanto o predicado sdo equivalentes, o que garante a
identidade da proposi¢do. Na aritmética, esse mesmo principio nos garante que o unico
resultado que corresponde a soma de 3 mais 1 ¢ o0 4, o que leva a igualdade 3 + 1 = 4.
Nesse caso, podemos dizer que a identidade existe pela reciprocidade entre os membros
da igualdade, pois tanto faz escrever 3+ 1 =4 como4 =3 + 1.

Mas a identidade, para Leibniz, ndo equivale a reciprocidade entre o sujeito e o
predicado. Por exemplo, dizer que “O tridngulo é um trilatero” ndo é a mesma coisa que
dizer que “O trilatero é um tridngulo”, pois nem sempre trés lados incluem trés angulos,
ou seja, nao ha reciprocidade entre sujeito e predicado. Na proposi¢ao “O triangulo €
um trilatero”, ha uma inclusao do sujeito tridngulo no predicado trilatero o que valida a
identidade, pois certamente todo tridngulo encerra trés lados. Dai surgem dois tipos de
proposicdes idénticas: as proposi¢des reciprocas, onde o sujeito e o predicado se
equivalem ou representam uma mesma coisa, sem nenhuma restricao, € as proposi¢oes
de inclusdo, ou ineréncia, onde o predicado esta contido no préprio sujeito como no
caso do segundo exemplo.

No caso das proposi¢cdes onde ndo ha essa reciprocidade entre o predicado e o
sujeito, é preciso analisar se existe inclusdo. De acordo com que e foi exposto acima, a
identidade entre o sujeito e o predicado acontece de duas maneiras: por reciprocidade ou
por inclusdo. Se ocorrer uma dessas situagdes, a proposi¢ao ¢ tida como idéntica. Por

outro lado, a identidade deixara de existir se atribuirmos, a um determinado sujeito, um

7 Ver correspondéncia com Clarke p.407.
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predicado que nao lhe corresponda ou que nao esteja incluido nele. Por exemplo, a
expressdo 7 = 5 + x sO sera verdadeira se atribuirmos a x o valor 2, pois este valor
conduz a identidade, ou seja, 7 = 7. Leibniz estabeleceu, na Arte Combinat(’)riago, oS
critérios logicos da unido entre as partes, no caso, entre o sujeito e o predicado, de tal
forma que esses critérios permitem verificar a utilidade de uma proposicao quando as

partes sdo unidas, como verificamos no capitulo II.

% Arte Combinatoria, pp. 134-140.
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CONCLUSOES

Desenvolvemos nosso trabalho com o propdsito de compreender o pensamento
inicial de Leibniz sobre as séries e, em particular, o método das diferengas, que foi
fundamental para a invengdo do calculo infinitesimal. Buscamos responder as seguintes
questdes: Como ocorreram as descobertas iniciais de Leibniz sobre as séries? Quais os
fatores filosoficos que o conduziram em suas inveng¢des? Qual a importancia de seus
trabalhos iniciais para a sua aceitacdo na comunidade cientifica do século XVII?

Procuramos responder as questdes colocadas acima pelas afirmagdes do proprio
autor, que aparecem em varios trechos de sua obra, de que a teoria das séries ¢ a idéia de
uma linguagem com caracteristicas universais formaram o corpo fundamental para suas
obras posteriores, como a invengao calculo infinitesimal.

No capitulo I de nossa pesquisa, no qual examinamos a Arte Combinatoria,
pudemos constatar a relevancia dessa obra para os projetos filosoficos e cientificos de
Leibniz. Observamos a densidade de seu texto, que reune varias correntes cientificas e
filosoficas, desde os antigos, como Euclides e Aristoteles, até os modernos, como
Descartes ¢ Cardano, e sua proposta inovadora de reunir a ldgica, a aritmética e a
filosofia numa tnica linguagem. Um bom exemplo dessa proposta foi na logica da
inven¢do, modo racional e seguro que conduz as invengdes € que possui, como
elementos fundamentais, as combinagdes, os silogismos e a filologia, ou seja, um estudo
das linguas. Por exemplo, no que tange as questdes juridicas, Leibniz ja sugere que, pela
logica, seria possivel resolver todas as causas publicas, ou seja, toda a argumentagdo
juridica deveria ser analisada através da coeréncia logica de seus argumentos ou de suas
proposicdes, € ndo pelo ponto de vista pessoal das partes envolvidas na questdo. Assim,
a logica garantiria a imparcialidade nos julgamentos e os principais instrumentos para

1sso seriam os silogismos e as combinagdes. Pela aritmética, Leibniz desenvolveu a sua
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teoria das combinagdes e das séries. Pela logica, verificou a coeréncia e a validade das
proposigdes. Nesse ponto, vimos o surgimento de uma nova logica que foi a ldgica da
invencao, originada da associagdo entre a combinatoria e a 16gica formal de Aristoteles.

Mais especificamente, foi possivel constatar, na introdugdo da ‘“Arte
Combinatéria”, a fundamentacdo de sua matematica, principalmente no que tange aos
problemas de aritmética, que envolvem o conceito de nimero, de quantidade, de unido e
das relagdes entre o todo e suas partes. Este ultimo fornece os critérios de divisdo, tanto
para as combinagdes, quanto para as séries geométricas. No caso das combinagdes,
trata-se de dividir um conjunto de elementos em subconjuntos ou, conforme disse
Leibniz, dividir as totalidades maiores em menores. No caso das séries, o axioma do
todo e das partes serviu para fundamentar o seu método das diferencas e, em particular,
para definir os termos de uma série geométrica pela divisdo proporcional de um
segmento. As varias correspondéncias de Leibniz nos confirma que o método das
diferencas teve suas origens na Arte Combinatoria, como na correspondéncia enviada a
Condessa de Kilmansegg [24], visando esclarecer que as origens de seu calculo
diferencial eram distintas do calculo das fluxdes de Newton. “Eu me dediquei a
Matematica, e conheci algumas propriedades dos nudmeros, tendo publicado um
pequeno livro sobre a Arte das CombinagBes no ano de 1666, onde fiz uma observagao
consideravel sobre as diferencas das sequéncias de nimeros que outros ndo haviam
percebido” &

Para atingir suas invengdes, Leibniz partiu na busca incessante de métodos mais
praticos e gerais do que aqueles que estavam disponiveis até entdo. Como ele costumava

dizer “ndo se trata somente de inventar, mas também do modo e da facilidade de

81 e me plaisais pourtant a la Mathématique pratique, et je m’étais un peu exercé aux propriétés des
nombres, ayant publié un petit livre sur 1’Arte des Combinaisons dés 1’'an 1666, et je fis méme une
remarque considérable sur les différences des suites des nombres, ou d’autres n’avaient pas assez pris
garde”. Minha tradugio.
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inventar”. Esse pensamento permeou grande parte de suas invengdes € de seu intuito
cientifico de uma matematica mais pragmatica e geral. Leibniz afirma, no plano de
trabalho da Arte Combinatéria que, para determinar um método de solugao para um
certo tipo de problema, devem ser considerados trés aspectos: o problema em si, 0s
teoremas e suas aplicagdes. E foi pela consideragdo desses trés aspectos que ele
desenvolveu a “Arte Combinatoria”, primeiro apresentando os problemas, em seguida
os teoremas e depois as respectivas aplicagdes. Além disso, a clareza e a simplicidade
de seus métodos, foi um dos fatores que contribuiram para o seu ingresso definitivo na
comunidade cientifica daquela época, mais precisamente como um membro da Royal
Society de London, onde havia um certo ceticismo quanto aos seus conhecimentos
iniciais de matematica, principalmente por parte dos cientistas ingleses, que tinham em
Newton a sua maior referéncia cientifica.

Os seus estudos de filosofia forneceram os conceitos fundamentais para suas
primeiras obras e para suas invengdes posteriores. Assim, o jovem Leibniz surge no
panorama cientifico do século XVII como matematico amador, acumulando
conhecimentos das mais diversas areas e buscando sempre novos pontos de vista para
antigos problemas. Isso pode justificar a sua aptiddo para areas tdo distintas do
conhecimento, como o direito, a matematica, a fisica, a légica a gramatica e a filosofia.
Entretanto, ndo se trata de uma simples curiosidade, trata-se de ressaltar um carater que
encara de forma simples aquilo que outros véem com muita dificuldade. Como o
proprio Leibniz costumava dizer “eu encontrei com um olho clinico quase todos os
teoremas que observei” [21]. O termo “olho clinico” ¢ inerente a sua filosofia, pois as
suas descobertas ocorrem pela percepgao da possibilidade, a partir da observagdao de um

problema, de se construir um novo teorema ou extrair propriedades que nao foram
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observadas anteriormente pelos proprios autores, como no caso de alguns principios dos
antigos gregos e da reciprocidade entre o triangulo harmonico e o tridngulo aritmético
de Pascal.

Mas nao foi somente pelas investigagdes dos teoremas de outros cientistas que
Leibniz conseguiu o seu reconhecimento cientifico. Uma de suas maiores invengdes
cientificas, que foi o calculo infinitesimal, foi um aglutinador de sua prépria filosofia
uma filosofia voltada para a multiplicidade, tragco marcante em todas as suas invengdes.
Além disso, seu projeto de uma linguagem universal, ou seja, uma linguagem acessivel
a todos, refletiu em suas invengdes, principalmente no célculo infinitesimal, cuja
simbologia adotada facilitou sensivelmente as resolugdes de problemas que envolviam
quadraturas e tangentes. Nesse ponto, o método das diferencgas, foi sem divida um fator
decisivo para essa invengao, pois possibilitou encontrar a soma de varios tipos de série
que, por esse motivo, Leibniz costumava chamar de séries arbitrarias. Foi exatamente
pela generalidade de seu método, associada aos seus estudos da algebra cartesiana, que
ele observou que, através da expressdo analitica de uma curva, os termos da série
passam a ser definidos numericamente e que a soma desses termos correspondem a area
da regido sob esta mesma curva, ou seja, a sua quadratura.

Na carta de Leibniz enviada para Abbé Conti no ano de 1716, encontram-se

informagdes que tornam mais clara, a importancia do método das diferencas para o seu
calculo:
“Foi reunindo minhas antigas observacdes sobre as diferencas das séries dos nimeros
com as minhas novas meditacGes de geometria que eu encontrei, aproximadamente em
1676, um novo calculo, que chamei de Caélculo das Diferencas, cuja aplicacdo a
geometria produz coisas maravilhosas”[25].

Os conceitos de Leibniz nunca sdo criados de forma desvinculada ao problema,
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mas sempre mantendo a ineréncia entre o problema e o conceito. Leibniz procurou
sempre encontrar o meio mais “elegante” para resolver um problema, o que significa
dizer que deve-se sempre buscar um método de solugdo que possibilite resolver um
problema, por mais complexo que seja, da maneira mais simples possivel onde simples
significa 0 modo mais rapido e rigoroso de se atingir uma solucdo. Além disso, o
método deve dar conta do problema em sua totalidade e ndo somente para alguns casos
particulares.

Ap6s o ano de 1673, com um maior aprofundamento da literatura matematica da
época, tendo lido os trabalhos de Wallis, Pascal, Fermat e da algebra cartesiana, Leibniz
pode aplicar o método das diferengas nas questdes de geometria, como na quadratura de
curvas e na determinagdo de retas tangentes, usando, para isso, a soma de séries e as
respectivas diferencas entre seus termos. Nesses casos, os termos das séries
corresponderiam as respectivas abscissas que, escolhidas convenientemente,
conduziriam, pela soma destes termos, a quadratura da curva. Por outro lado, cada
diferenca entre os termos da série, determinaria a reta tangente a curva no intervalo
definido por estes mesmos termos. Considerando que essas diferencas podem assumir
valores infinitamente pequenos, as mesmas passaram a ser denominadas “diferenciais”
(e as quadraturas como “integrais”). Inicia-se, assim, uma nova fase de descobertas que
culminou na invengdo do calculo infinitesimal, o que aconteceu de forma
surpreendentemente rapida para alguém que tinha iniciado seus estudos de matematica
aproximadamente cinco anos antes dessa invengao e cuja formacao académica ndo era
de um matematico (e sim de um filésofo e jurista). Leibniz percebeu que o problema era
sistematizar adequadamente a aritmética e a geometria, ou seja, encontrar o melhor
caminho para associar as sé€ries com os problemas das quadraturas e das tangentes. A

inveng¢ao do calculo, além de situar Leibniz como um dos maiores matematicos daquela
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época, proporcionou um grande avanco cientifico. Leibniz, como grande matematico
que foi, buscou sempre os conceitos gerais € nao particulares e soube relacionar a
matematica com a filosofia criando uma linguagem que possibilitou integrar varios
pontos de vista.

Vimos através de nossa pesquisa, que os trabalhos iniciais de Leibniz sobre as
séries, foram fundamentais para a invengdo do calculo infinitesimal. Surge, nesse
contexto, a possibilidade de uma nova pesquisa sobre a importancia da teoria das séries
de Leibniz para o céalculo infinitesimal e, por conseguinte, para o seu reconhecimento na

comunidade cientifica do século XVII.
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