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Introducéo

“Toda a ciéncia seria supérflua se aparéncia e esgecoincidissem diretamente.”

Marx, Capital I1I*

A obra de Cantor conquistou uma posicdo de graadeiracdo entre
matematicos e historiadores da ciéncia, ndo sonpamtsua importancia, mas também
pelos resultados surpreendentes do seu trabalho.

A questédo que torna o trabalho de Cantor tdoatitgado € o grande desafio que
ele enfrentou ao lidar com questdes matematicastiguscendem a dimensdo da
aparéncia. A esse aspecto cabe tracar um paral@l@ ¢ilosofia.

Diversos filésofos refletiram sobre a discussaot@mo da aparéncia e da coisa
em si. A aparéncia € a forma como as coisas sedayiean para o observador, de acordo
com a interpretacdo, o sensivel de cada um. A eoisai € sua esséncia, é o objeto de
observacdo, pura e simplesmente, sem depender dairam@omo o observador a
percebe. Surgiram, entdo, inimeras vertentes claigéea esta questdo, cada qual com
seu ponto de vista. A preocupacao entre a distimpdmdo entre a esséncia e a
aparéncia sempre se fez presente na Filosofia.

Sera que a aparéncia revela realmente a coisaZ%fMuskera que a aparéncia
pode ser tao diferente da realidade, ao ponto grexa ser justamente o oposto do que
€ na verdade? Apesar de parecer estranho a primsiea serd& mostrado como isso
ocorre com frequéncia nas obras de Cantor, por geem

No primeiro capitulo aborda-se algumas correntesdficas com suas opinides
distintas relacionadas a esta questdo, com énfasgpplmente nas idéias de Kant,
presentes n@ritica da Raz&o Pura

Posteriormente, sera possivperceber que esta dicotomia ndo encontra
fundamento apenas na Filosofia. Muitos dos grarmg®blemas da Matematica,
principalmente os tratados por Cantor, encontram ay@aréncias uma espécie de

barreira que a principio ndo permite enxergar ddade Matematica fazendo crer em

! Marx, Karl. Capital Il apud Sayers, Sean. Reality and Reason. Basil BlackwelB85



algo que corresponde ao oposto do que é na verdae, € 0 caso da comparacao das
dimensdes, feita por Cantor. E importante, poréfierstar que a referida realidade, é
relativa a matematica e ndo ha a pretenséo de castgpdiretamente a nossa realidade
(da mesma maneira a esséncia de algo matematicarada com respeito somente a
matematica, sem buscar nenhuma relacdo com o mextddor). A realidade aqui
considerada é uma espécie de realidade paralelagependente, e nao tem
necessariamente compromisso algum com o que semiando real. Quando sao feitas
referéncia a realidade matematica, ndo se espdmarda alguma que esta corresponda
a realidade do nosso mundo, espera-se apenasjguossivel estuda-la e compreendé-
la no ambito da matematica. Na matematica, as glesdsdo 0s postulados e a esséncia
que se busca alcancar corresponde aos TeoremasarBaisesséncia das coisas €
equivalente basicamente a tentar a demonstrarooentas. Na verdade, muitos dos
erros cometidos ao se analisar uma questdo matematirgem justamente desta
dificuldade de desvincular a matemética da nosabdagle, através de julgamentos
precoces, baseados principalmente nas aparéncds-se dizer que a intuicdo falha
buscando um entendimento que seja prudente comeoapgarentaria ser no NoOSso
mundo real, porém muitas coisas que sao verdade@asatematica ndo possuem
nenhuma equivaléncia plausivel com a nossa realidad

Ainda com relacdo a essa busca pela “realidade&mdtica, é interessante
também chamar a atencao para esse aspecto espadiiatematica, o que a diferencia
das ciéncias como um todo. A matematica, ndo lufa a realidade objetiva, como o
restante. As ciéncias buscam encontrar respostasogafenébmenos da natureza nos
préprios fendmenos. A ciéncia responde empiricaenanias perguntas. O que nao
acontece na matematica. A fisica e a quimica, yemplo, fazem experimentos para a
comprovacdo ou ndo de uma suposicao. A matematiteitstra suas hipoteses para
tornd-las um teorema. A experiéncia na matematicaleva a conclusdes seguras. Se
for averiguado que tal fenbmeno ocorre para n épeans, ndo demonstra que o
mesmo ird se repetir na n-ésima primeira (n+1) e&pea.

Portanto, ndo é apropriado buscar o entendimentenndico de uma questao
nem através de experimentos, nem a julgando coneiton pré-estabelecidos, calcados
nas suas aparéncias, a Matematica ndo necessitaesente com o que a principio se

espera intuitivamente.. As respostas da matema#icacostumam ser superficiais a
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ponto de serem julgadas apenas pelas aparénciadp atpsta forma as conclusdes
serdo equivocadas em sua grande maioria, pois emdgrparte dos problemas
matematicos suas aparéncias nao correspondemdadeafrealidade matematica).

Muito desses problemas foram esclarecidos somestedg se transpuseram as
aparéncias e entdo investigaram a fundo sua baskodyificariam, de certa forma,
satisfeitos com as aparentes respostas a essaSeyuemtematicas. Porém, certamente
nao foi isto que aconteceu com Georg Cantor, amlasts propriedades dos conjuntos
numericos e das dimensodes.

Apéds abordar a questdo na Filosofia, segue-sarfargte ao objetivo principal:
os trabalhos de Cantor. Serdo enfocados os problesfecionados as cardinalidades
dos Conjuntos Numeéricos, fazendo comparacdes entardinalidade dos Numeros
Naturais, dos Numeros Inteiros, dos NuUmeros Raonalgébricos e dos
Trancendentes, chegando finalmente a cardinalidasidkeais. Ser4 apresentada a idéia
de Conjuntos Transfinitos, o Teorema de Cantor €oajunto de Cantor, tratando
também a questdo que envolve dimensdes distintas.

No decorrer destes capitulos serd possivel se atepaimeras vezes com
algumas questbes levantadas por Cantor, que aipadnseriam consideradas
desnecessarias e muitas vezes até absurdas (camwespondéncias de cardinalidades
gue ele propds); uma vez que as respostas parapguntas parecem ser
“visivelmente” tdo 6bvias. Porém, logo em seguiba, o convencimento de estar
cometendo desta forma um grave erro, por julgacgmemente tais questdes, baseados
apenas nas aparéncias, no sensivel. Apés umaeamafigciosa e matematica, calcada
na logica e na razao, é possivel ver que a reaidstematica corresponde justamente
ao oposto do que foi pré suposto inicialmente. hibdaassim, que, em muitos casos ha
Matematica, ocorre o que era defendido por algung-ilosofia: que a esséncia nao
corresponde a aparéncia, mas que em alguns casopdssibilidade de buscéa-la e até
alcanca-la.
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Capitulo I: Aparéncia e Esséncia na Filosofia

“ A realidade de um objeto, circunstancia ou evest@ importancia
intrinseca ou esséncia, a coisa da qual tudo dependo evidencia-se na
consciéncia, ou coincide com a primeira impressée gossamos ter. Mas
pelo contrario, € necessario reflexdo para desaobua verdadeira e real
constituicad.

Hegel, Logic?

Essa discussédo entre aparéncia e esséncia nané&remem permeia somente a
Filosofia. Este questionamento procede em varieasée € bem pertinente ao ambito
matematico.

Neste capitulo sera tratado primeiramente a quest&dosofia para em seguida

aplicar e comparar esses conceitos a Matematica.

1.1 — Uma visao geral

Diversas correntes filosoficas trataram a questparéncia x esséncia. Na
Filosofia essa questéo é conhecida como o prolbdennealidade objetiva, podendo ser
também chamado de problema do mundo externo, da,aile problema da percepcéao,
e esta questdo esta no cerne da epistemologiardepp@o. Este problema nasce da
dificuldade de que todo o conhecimento que se temmdndo fisico € fruto dos
sentidos. Porém, essas percepcdes sao provengentesssa mente, de conteudos de
consciéncia cuja natureza € interna. E como qua fmsna seria possivel conhecer um
mundo externo?

Este foi um dos principais questionamentos dasbfla moderna, desde

Descartes até Kant (que sera o principal abordagkygair) e as principais teorias que

2 Marx apud Sayers, 1985.
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tratam desde assunto podem ser agrupadas em ipratiga trés grupos: o realismo

direto, o realismo representativo e o fenomenalismo

e Realismo DiretoEsta corrente adota a visdo de que estamos itaetiate e

diretamente ligados a realidade através das exp@a®@sensoriais, de que a realidade é
dada diretamente pela aparéncia. Ha uma ideniificaqtre realidade (a coisa em si) e
aparéncia (a coisa para nés) — a aparéncia € dadazrealidade. O filosofo grego
Aristoteles € considerado como o primeiro defemlsorealismo direto, o que pode ser
observado em sua obra “De Anima”, quando ele de i percepcédo a mente toma a
formado objeto percebido, mas sem a swaérig

e Realismo Representativoconhecido também como Realismo Indireto,

7z

considera que todo ato cognitivo € dado indiretameque € intermediado pelas
sensagfes. Assim hd o chamado “véu das sensagie&sth inevitavelmente entre o
mundo externo e noés. O filésofo francés René Dessamdotou o representacionalismo
ao admitir que mesmo que nenhuma das nossas nejaiE®es corresponda a realidade,
ISso ndo implica na impossibilidade da nossa exasdé

hY

e Fenomenalismo Esse grupo estd historicamente associado a georia

comprometidas com o idealismo, embora ndo sejantiods. Porém, assim como no
idealismo ha a reducdo de matérias a idéias. Adeskd passa a ser uma criacdo de
meras idéias ou interpretacdes, onde a construgdcriacdo mental determina a
realidade, reduzindo o mundo fisico as sensac@keRy, fildsofo irlandés do século
XVII, afirmava que as coisas ndo eram nada emramaneras colecbes de idéias,
“construcdes” de aparéncias. Berkeley afirma qua substancia material ndo pode ser
conhecida em si mesma. Na verdade, o que se comkeuee-se as qualidades
reveladas durante o processo perceptivo. ComowiariBerkeley: €sse est percipt’

3 Ser, é ser percebido. Berkelegpud COSTA, CLAUDIO.
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1.2 — As idéias de Kant

As principais idéias da Filosofia moderna provénind@anuel Kant. O cenario
da Filosofia é totalmente reestruturado depoisedessrgimento. Ha alguns estudiosos
que inclusive fazem a distincdo entre a Filosofides e depois de Kant. Essa
importancia dada aos seus trabalhos ndo € parasmeoid@ o0 mesmo foi um grande
marco e influenciou muitas geracdes. Por isso, eas®elo tracado entre a questdo na
Filosofia e na Matemética é estruturado com bassuas ideias.

Essa distingdo entre aparéncia e esséncia € datraxaustivamente em uma de
suas obras mais consagradas: a Critica da RazaoNreste trabalho, pode-se perceber
claramente qual é a opinido de Kant com relacaoeat§o aparéncia X esséncia, como

€ possivel conferir no trecho abaixo:

“Ao afirmar que a intuicdo dos objetos exterioresa que o0 espirito
tem de si mesmo, representam, no espaco e no teageouma de per si, seu
objeto, tal como este afeta os nossos sentidasg¢jssegundo nos aparecem,
nao quero dizer que esses objetos sejam mera aparéh sustentamos isto,
porque, no fendmeno, 0s objetos e também as pdaues que lhe
atribuimos sado sempre considerados como algo dadémente; somente,
como essas qualidades dependem unicamente da mafeiintuicdo, do
sujeito em sua relagédo com o objeto dado, estembjemo manifestacdo de

si mesmo, é distinto do que ele é em si.

N&do se deve censurar ao bom Berkeley, por ter ziddutudo a
aparéncia. Nossa propria existéncia, dependentetaintaso da realidade
subsistente em si de uma quimera, tal como o tesgwd,como este uma va

aparéncia: absurdo que até agora ninguém ousotestest” *

4 Kant, Imanuel. Critica da Razdo Pura. Versdo digitéizada disponivel na pagina:

http://www.ateus.net/ebooks/index.php(p.29)
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Kant vé a aparéncia como algo que ludibria a dedk e procura explicar
claramente sua opinido sobre a natureza fundamdatalonhecimento sensivel em
geral. Ele reitera esta sua posi¢cdo continuamaotéongo de sua obra, deixando
sempre nitido o abismo entre o sensivel e o reatrétho seguinte € possivel perceber
0 quanto Kant é categérico ao defender esta disiieqtre a aparéncia e o objeto em si.

“Temos querido provar que todas as nossas intuigiesao
representacdes de fendbmenos, que nao percebencogsas como sao em
si mesmas, nem sao as suas relagdes tais come spresentam, e que se
suprimissemos nosso sujeito, ou simplesmente &taa# subjetiva dos
nossos sentidos em geral, desapareceriam tambéas axlpropriedades,
todas as relacdes dos objetos no espaco e no tesripmbém o espaco e
0 tempo, porque tudo isto, como fenbmeno, ndo patir em si, mas
somente em nGs Mesmos.

Para nés é completamente desconhecida qual possarsdureza
das coisas em si, independentes de toda receplwidda nossa
sensibilidade. Ndo conhecemos delas sendo a margieatemos de
percebé-las; maneira que nos é peculiar; mas quepéuco deve ser

necessariamente a de todo ser, ainda que seja@dds os homens.

Por mais alto que fosse o grau de clareza que $setaos dar a
nossa intuicdo, nunca nos aproximariamos da natudks coisas em si;
porque em todo caso sO conheceriamos perfeitanmassa maneira de
intuicdo, quer dizer, nossa sensibilidade, e igimgre sob as condi¢des de
tempo e espaco originariamente inerentes no sujeito

O mais perfeito conhecimento dos fendmenos queidco que
nos é dado atingir, jamais nos proporcionara o cecimento dos objetos

em si mesmos?

Ao longo de toda esta obra de Kant, estdo preseniggeras referéncias a esta
guestao. Ele vé que a aparéncia de forma algumespande a realidade, que o que é
captado pela sensibilidade é bem diferente da @isai. Kant desenvolve essa idéia

®Kant, op.cit, p. 25
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base de diversas formas diferentes, frisando seangdigtincdo entre o objeto em si e a
forma que ele se apresenta para nés. O trecho wr skgtra esta mesma idéia

apresentada mais uma vez.

“Ora, esta receptividade de nossa faculdade de eoeh que se
denomina sensibilidade, permanece sempre profunal@mdistinta do
conhecimento do objeto em si, ainda que se pugesssrar o fenbmeno
até o seu amago. A filosofia leibnitzwolfiana adotoas suas indagacdes
sobre a natureza e origem dos nossos conhecimantof@onto de vista
errbneo, ao considerar como exclusivamente l6giadifarenca entre a
sensibilidade e o entendimento.

Tal diferenca é claramente transcendental, e ndoe$ere sO a
clareza ou obscuridade, mas também a origem e @datele nossos
conhecimentos; de tal sorte que, mediante a sdidside, n&o
conhecemos de nenhuma maneira as coisas em si meBmeade o
momento em que fazemos abstracdo de nossa nasuejgdiva, 0 objeto
representado e as propriedades que lhe atribuimediante a intuicdo

desaparecem; porque a natureza subjetiva € pre@stan quem

determina a forma desse objeto como fenomeho.”

Na citacdo acima é possivel observar que, para, [gantmais que se busque a
coisa em si, acaba-se restringindo as percepcoeserasivel. A intuicdo interfere no
entendimento e a sensibilidade ndo permite conhecebjeto em si, nem as suas
relacbes. Trechos com idéias semelhantes a est@gansem diversos momentos do
texto de Kant.

O mais estimulante de tudo isso é perceber quesign apie muitas “coisas”
também se apresentam na Matematica. Como serawissoadiante, muitas das idéias
que temos inicialmente com relacdo aos Conjuntas Miameros Naturais, Inteiros,
Racionais, Irracionais e Reais, provém de concdiéseados na nossa sensibilidade, e
ao analisar as relacbes destes conjuntos surgewiusdes equivocadas, pois tal
julgamento estd apoiado em pura intuicdo. Estaupostcapacita o conhecimento de

® Kant, op.cit, p. 26
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cada Conjunto em si e suas relacdes. Porém, nodeabtatematica, por ela ser feita
apenas de idéias e relacdes logicas entre idéias¢ mecessario parar no mundo das
aparéncias; sua esséncia é permitida e a Matenmssibilita, com seus métodos,
seguir adiante e chegar tdo préximo quanto seajuddresséncia de seus objetos. Esse
é, justamente, o maior objetivo deste trabalha@attdo um paralelo com a Filosofia,
analisar esta questdo na Matemética. Isso serdvebasravés do estudo da obra de
Cantor, que foi além da aparéncia efémera dassceisgergulhou numa profunda busca

pela realidade essencial que nela estava escondida.

7 X wex A\t H ” =4 =
a expressdo “tdo proximo quanto se queira” faz akfio ao uso desta e de outras expressées como
esta (“tdo pequeno quanto se queira”) que apareceaom freqiiéncia no cotidiano dos matematicos,

como por exemplo, nos cursos de Célculo e Analise.
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Capitulo 2: Uma breve introducao a histéria de Canbr

“H4 uma coisa ainda mais importante que 0 que pdececertos
conhecimentos por meio de conceitos, cujos obgogspondentes ndo podem ser
fornecidos pela experiéncia, emancipam-se delareggague estendem o circulo de
NOSSos juizos além dos seus limites.

Precisamente nesses conhecimentos, que transcesmemundo sensivel,
aos quais a experiéncia ndo pode servir de guia demetificacdo, consistem as
investigacOes de nossa razéo, investigacdes qusysrmportancia nos parecem
superiores, e por seu fim muito mais sublimes @ hAnto a experiéncia pode
apreender no mundo dos fendmenos; investigacOasdmrtantes que, abandona-
las por incapacidade, revela pouco apreco ou indifiea, razdo pela qual tudo
intentamos para as fazer, ainda que incidindo ero.er

Kant, Critica da Razao Pura

Ha na Matematica diversos exemplos onde a apar&ocimaria a realidade,
onde toda a sensibilidade e intuicdo levariam aliegt erro. Neste caso, porém, sera
visto restritamente o que esta relacionado a Cantor

Ao lidar com o infinito € comum deparar-se com peoias deste tipo, onde
surgem coisas, de certa forma, contraditérias ger@éncias. O infinito traz muitas
surpresas e suas respostas sdo completamenterauzspeds verdades validas, quando
se trata do infinito, costumam ser totalmente wlig§ das intuicdes e por isso, todas as
perguntas feitas neste ambito devem ser bem ah@disgpara que nao sejam
respondidas precocemente, com a influéncia de qwéeitos baseados em
sensibilidade, que sdo na maioria dos casos entmsad experiéncias e idéias de
origem finita.

Um bom exemplo onde € possivel constatar que nempreea intuicdo
corresponde a realidade é a Teoria de Conjuntas fajfundada e desenvolvida por
Georg Cantor (cujo trabalho tem forte ligacdo connfmito), onde nota-se que o
grande desafio de seu percurso foi ndo se dei@anan pela simples aparéncia das

coisas.
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A Teoria de Conjuntos tem grande importancia paveematica, pois serve de
fundamento para toda a estrutura matematica. Enpay da Teoria dos Conjuntos que
o rigor matematico foi alcancado no final do sécil¥ e inicio do século XX e foi a
partir da analise dos problemas oriundos da TemsaConjuntos que Godel chegou ao
seu famoso resultado sobre a incompletude da Afitaié

Para uma melhor compreenséao dos trabalhos de Gaimt@ressante conhecer o
minimo de sua historia. A vida de Cantor represantecapitulo muito interessante da
Historia da Matematica e € de suma importancia paws pesquisadores conhecé-la.
Cantor desenvolveu idéias que contrariavam todasapséncias e expectativas.
Realmente a probabilidade de sair ileso de tudo $&sia muito pequena, e nao foi
diferente para ele. Suas idéias, eram muito avascadousadas para sua época e
consequentemente foi muito atacado por esse mdiismo exemplo disto, podemos
citar suas desavencas com Kronecker, seu ex-poofapsge 0 perseguiu até o final de
sua vida, em funcdo dessas idéias inovadoras, lgquge admitia. Além disto, ainda
teve que passar por toda uma revolucéo de concedosdigo em relacado a quebra de
paradigma do meio cientifico, todavia mais aindarevolucdo em sua propria mente,
em suas concepcdes. Assim, o preco de sua com@oedasncompreensivel pode ter
sido a sua propria sanidade mental. E por essevonaticapitulo seguinte retrata um
pouco da vida pessoal de Cantor.

8 Para consultar mais sobre o assunto, ver: MOURA, LBIANE DE PAIVA . O Teorema de Godel.
2003 Monografia de final de curso — Instituto detdadtica, Universidade Federal do Rio de Janeiro,
Rio de Janeiro.
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2.1 Os Primeiros Passos

“The essence of mathemathics resides in its freedom

Georg Cantor

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor nasceu em 3 de mar¢co de 1845, em
S&o Petersburgo, Russia. Seu pai, Georg WoldenrdaoiQaasceu em Copenhagen, na
Dinamarca, mas migrou ainda jovem para Sao PetgshbA maioria das bibliografias
a seu respeito afirma que o pai, Georg Woldemaruderano e sua esposa (mae de
Cantor) Maria Anna B6hm, nascera catélica, casasigorém em uma cerimonia
luterana, em 21 de abril de 1845. As origens defamdia sédo ainda incertas. Alguns,
no entanto, afirmam que a familia possuia origenkRi¢as (pelo menos por parte
paterna, supondo, por outro lado algumas fonteddeael, inclusive materna) devido
ao sobrenome Cant8re a alguns outros fatos. Um deles é uma cartau@rCantor
revela a um amigo, ter avés “Israelitish”, provawvehte se referindo aos avos paternos
Jacob Cantor e Méier. Outro fato que apodia esgaecekmcdes é uma carta onde seu
irmao mais novo, Louis (que imigrou para os EUA B863) que estava em Chicago
escreveu para sua mae em um trecho: “... nés sdessendentes de judetis”

A familia Cantor estava muito ligada ao meio adistSeu irmao Constantin,
que se tornou um oficial das forcas armadas da &im, era um grande pianista e de
um modo geral, a familia gozava de um grande w@lenisical, davam aulas e tocavam
varios instrumentos. Do lado materno, além de um idmdos de Maria, que era
musico, havia também seu avd, Joseph Bohm, quemfmstro e fundador do
conservatorio de Viena, e ainda, um dos irmdosodeph, chamado Joachim que era
um celebrado violinista. Do lado paterno, o prireosgu pai, Joseph Grimm, era um

famoso instrumentista de camara

9 A L. . .
A esséncia da matematica reside em sua liberdade.

10 Porém, em “Toward a biography of Georg Cantor”, Ivar Grattan Guiness contesta esta
afirmacédo. Ja E.T. Bell em “Men of Mathematics"corsidera que ambos os lados da familia tinham

raizes judaicas.

1 Apud Aczel.
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na corte real da Russia. Assim, Georg Cantor, gaeoemais velho dos seis filhos,
cresceu imerso no meio da musica e da arte. Algumoasntes acreditam que esse
ambiente artistico, com tantos parentes brilhanpessa ter causado uma certa
“cobranca” para Cantor e, com isso, ter contribuide alguma forma, para sua
instabilidade emocional.

O pai de Cantor era dono de uma empresa atacadistaacional em S&o
Petersburgo, chamada: Cantor & Co. Todavia, desidima doenca pulmonar, em
1856, a familia mudou-se para Frankfurt (onde malseria mais adequado). Quando
ele se aposentou, havia acumulado uma fortunademasiel e vivia confortavelmente,
passando suas horas vagas escrevendo cartas pafdgheeGeorg, que depois de
estudar fora de casa (no liceu), morou na Suicas@&pda mudanca, seu pai veio a
falecer de tuberculose em 1863, mas as cartas suevera em vida, influenciaram
muito Georg Cantor no periodo em que estabelediamas de sua carreira.

Cantor estudava em escolas particulares em Frankfamo o Darmstadt
Gewerbeschule por exemplo, e em 1860, aos quinzg & admitido no Wiesbaden
Gymnasium. Nesta época, Cantor ja havia despegaddnteresse pela Matematica,
porém, seu pai tentava convencé-lo a tentar um@iGammais promissora como a
engenharia. Dentre as tantas cartas que seu pastinevia, havia uma, de 1860, dos
primeiros dias de Cantor no Liceu, onde se pode &&guinte trecho:

“...I close with these words: Your father, or ratheur parents and
all members of the family both in Germany and isg® and in Denmark
have their eyes on you as the eldest, and expectoybe nothing less than
que um Theodor Schaeffeand, God willing later perhaps a shining star on

the horizon of science®

12 . . .
Theodor Schaefferera professor de Cantor no liceu e o pai de Cantgrarece ter visto nele um
modelo para o filho. Cantor guardava essa carta dde os tempos da escola, como se fosse uma

motivacdo para 0s momentos mais dificeis

13 “Encerro com estas palavras: seu pai, ou melhorusepais e todas as outras pessoas da familia,
tanto na Russia como na Alemanha e na Dinamarcant®s olhos voltados para vocé como o mais
velho, e esperam que vocé seja hada menoShieodor Schaeffer e depois, se Deus quiser, quebesa
um astro brilhante no horizonte da ciéncia”

Reproduzido in Dauben,Georg Cantor: his mathematicas and philosophy ofinite. Princeton, NJ:
Princeton University Press, 1990, p. 275-6.
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Como Cantor ja mostrava interesse pela Matemdiitscava para iSso 0 apoio
do pai Aos 17 anos, quando ja havia terminado a escefdawa prestes a ingressar na
universidade, escreveu ao pai em uma espécie ddemgmento, por ele ter “permitido”

gue Cantor seguisse a carreira de matemdtico:

“ My Dear Papa!

You can imagine how very happy your letter mede itndetermines my
future. The last few days have left mew in doulat @ancentanty. | could
reach no decision! My sense of duty and my ownesigbught continuously
one against the other. Now | am happy when | saé ithwill no longer
distress you if | follow my own fellings in thiscdgon. | hope that you will
still be proud of me one day, dear Father, for raylsmy entire being lives
in my calling; whatever one wants and is able towbatever it is towward
which an unknown, secret voice calls him, that hik carry through to

success *

Ao prestar seus exames finais , em agosto de XB&2tor passou com notas
altas, principalmente nas ciéncias exatas, qualitio-se assim para estudar ciéncias na
universidade.

No mesmo ano Cantor comecou a estudar Matematitrsstituto Politécnico de
Zurique, mas no ano seguinte (ano da morte de agucpnseguiu transferir-se para a
Universidade de Berlim, que tinha mais prestigioa Berlim, se especializou em
matematica, filosofia e fisica, sendo a ultima &dmue ele ndo tinha verdadeiros
interesses. Mudar-se para Berlim foi de grande rtApoia para sua carreira, pois foi
onde teve oportunidade de estudar com professoree &rnst Eduard Kummer, Karl

Weierstrass e Leopold Kronecker (0 mesmo que nordute tornaria seu maior

14 Alguns autores (como por exemplo E.T.Bell) véem s relacionamento entre o pai e filho um
dos motivos que posteriormente contribuiriam para gravar os problemas mentais de Cantor.

15 “Meu querido papail... Vocé ndo pode imaginar o peazjue sua carta me proporcionou. A carta
decidiu meu futuro... Agora eu estou feliz em vaneqeu ndo vou desagrada-lo em seguir os meus
sentimentos para fazer minha escolha. Eu espero gaeé um dia ainda possa sentir orgulho de mim,
querido pai, uma vez que minha alma, todo o meu, S&ntem essa vocac¢édo; o que um homem deseja
fazer e o que no fundo o direciona, é que lhe &amatisfacdo”

Dauben, opus cit., p. 277
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inimigo). Embora tenha se destacado em todas eiplthas que cursou, sua atracdo foi
por teoria dos numeros.

Seguindo o costume alemao, ele passou um sendesfr@66 na Universidade
de Gottingen. Ja de volta a Berlim, estudou prodomehte o Disquisitiones
Arithmeticaede Gauss e escreveu sua dissertacao na area i@ deo Numeros, em
1867. Continuou posteriormente a se dedicar aaegaussiana, onde fez grandes
contribuicdes, que foram publicadas em periodicatematicos nos anos seguintes.

Apoés o doutorado, lhe ofereceram o carggdeatdozentna Universidade de
Halle. Nas universidades alemées, um instrutoranie dava aulas particulares e seu
pagamento era qualquer dinheiro que os estudantlEespem pagar. Sob as influéncias
de Weierstrass, ele ocupava seu tempo restanteirdensivas pesquisas em analise
matematica, com principal enfoque em séries trigu#tdcas. Esse foi o tipo de
trabalho que ocasionou os conflitos (que serdorii@sca seguir) com seu antigo
professor de Berlim, Leopold Kronecker.

Com base nos métodos de Weierstrass, Cantor conoegstudo das funcoes,
chegando ao conceito de convergéncia. Envolveuedarmamente com os métodos de
infinito potencial utilizados em matematica desdegoegos, porém acabou, de certa
forma, ficando estagnado. A Universidade de Hafle ara uma instituicdo de muito
prestigio, com grandes congressos e um ambienteutetite para a pesquisa e Cantor
acomodou-se.

Havia se mudado para Halle em 1875, casando-sedogseguida com uma
amiga de sua irm&: Vally Guttmann. Iniciaram atimco modesto saléario de Cantor
(que era muito abaixo dos valores pagos na Undemlsi de Berlim), sua familia, e
tiveram dois filhos e quatro filhas. Todavia, mesestando em uma Universidade de
baixa remuneracéo, numa pequena cidade da zonadesanvolveu sozinho toda uma
teoria matemética.

O fato de estar em um ambiente académico que adw@picio a sua pesquisa o
levou a trabalhar sozinho. O que o ajudou de algiommaa foram os amigos que fez.
Um deles era Gosta Mittag —Leffler, grande maternatjue também foi aluno de
Weierstrass (responsavel pela sobrevivéncia daltraldo professor Weierstrass, pois
apesar do mestre ndo gostar, tomava nota de tsdasa aulas) e que sempre apoiou

Cantor. Mesmo nos piores momentos, ndo s6 davgdaexs idéias de Cantor, como
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ainda as publicava em seu periodicoAota Mathematica Em Berlim o Gnico
matematico que o apoiou foi seu ex-professor Wesss, por quem tinha grande
admiracao (€ importante ressaltar que esta admimrgdmutua). Além deles, logo nos
seus primeiros anos em Halle, teve um grande anijohard Dedekind (que
desempenha um grande papel em sua vida como s&davseguir), com quem trocou
muitas cartas e que inclusive interveio quando 8V LCantor quase teve um ensaio

rejeitado em um periddico, o Crelle’s Journal, oKdenecker tinha grande influéncia.

2.2 — A amizade de Cantor e Dedekind

“Zeno was concerned with three problems, ... Tlesethe problem
of infinitesimal, the infinite, and continuity. ..rdfm his day to our own,the
finest intellects, of each generation in turn akied these problems ,but
achieved, broadly speaking, nothing. ...Weierstr@ssjekind, and Cantor
... have completely solved them. Their solutions re. sa clear as to leave
no longer the slightest doubt of difficulty. Thisheevement is probably the
greatest of which the age can boast. ... The proldEmfinitesimal was
solved by Weierstrass, the solution of other tws tsegun by Dedekind and
definitely accomplished by Cantot®

Bertrand Russel

A amizade entre esses dois grandes matematicosnfaito importante na
historia de ambos. Eles se conheceram quando Cestiava de férias na Suica, em
1872 e desde entdo passaram a ser grandes amigoglddera estudante, Dedekind se

matriculou, em 1850, na Universidade de Gottingem. 1952 recebeu seu Ph.D. em

16« 7enao foi concernido com trés problemas... Estdsram: o problema de infinitesimal, o infinito,

e continuidade... Daquele tempo até os dias de hpjes maiores intelectuais, de cada geracéo
atacaram estes problemas, porém nada esclarecedai flito. ... Weierstrass, Dedekind, e Cantor...
resolveram-os completamente. Suas solucdes... edfmclaras a ponto de ndo deixar mais nenhuma
davida. Esta realizacao é provavelmente a maior quseus contemporaneos podem se vangloriar. ...
O problema de infinitesimal foi resolvido por Weiestrass, a solucao de outros dois foi iniciada por
Dedekind e definitivamente solucionada por Cantor."
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matematica com uma tese sobre integrais, redggpbasupervisdo de Gauss, de quem
ele foi o Ultimo aluno. Posteriormente, se tornoofgssor de matematica no Instituto
Politécnico de Brunswick, onde lecionou por 50 anos

Cantor e Dedekind foram amigos durante muito tempmcaram inUmeras
cartas. Porém, ficaram afastados durante muitos éema torno de dezessete anos).
Acredita-se que esse afastamento se deu em videdema possivel indicacdo de
Dedekind, feita por Cantor, para que ele ocupasseargo na Universidade de Halle
(onde Cantor trabalhava). Dedekind educadamentasoac o convite (alegando
condicOes financeiras) e Cantor parece ter ficadgaado, se afastando em virtude
desse episodio.

A maior contribuicdo de Dedekind para a matemé&icaferente aos numeros
irracionais e a sua definicdo. Para isso, definereito de “cortes”. Esse trabalho, por
lidar com irracionais, trata, consequentemente,irdmidades, ponto de enorme
interesse para Cantor. Por ser algo, de grandeémdfla na obra de Cantor consta no

apéndice uma descricao dos “Cortes de Dedekind”.

2.3 — Os atritos entre Cantor e Kronecker

“The fear of infinity is a form of myopia that dests the possibility of
seeing the actual infinite.1*

Georg Cantor

Como foi dito, Kronecker foi professor de CantorUraiversidade de Berlim, e
até 1871 posicionou-se favoravelmente ao trabath&ahtor, apoiando-o durante os
anos na universidade e oferecendo inclusive ajada Que este se estabelecesse na
Universidade de Halle. Kronecker chegou até a famgestdes sobre os primeiros
ensaios de Cantor que o levaram posteriormenteuaofigaria conhecido como o
Teorema Cantor-Lebesgue, que lidava com sériemigétricas.

Porém, Cantor comecgou a enveredar para o estudoldosros irracionais e do

infinito, o que para Kronecker era inadmissivelawez que ele ndo admitia sequer a

17«0 medo da infinidade é uma forma de miopia que desti a possibilidade de ver o infinito real”
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existéncia de tais entidades. Kronecker era um m@&ieo muito importante o que
tornava essa sua oposi¢ao ao trabalho de Cantta miais drastica, chegando a ponto
de chamar Cantor de “corruptor da juventdfigior ensinar seus novos conceitos.

Kronecker rejeitava tanto as idéias de Cantor quel877, quando Cantor
enviou seu artigo sobre dimensfes, o “Beitrag z@anmgfaltigkeitslehre”, para o
Crelle’s Journal ele interveio tentando impedirublfwacdo, que acabou adiada por um
ano. A aversao de Kronecker aos irracionais e fattmera tamanha, que ele opusera-
se a varios resultados em analise matematica, simelutao Teorema de Bolzano-
WeierstrasS e tentou convencer outros matematicos a ndo publesultados que o
utilizassem.

Weierstrass ja havia se estabelecido como um matem@uito respeitado
Infelizmente, no caso de Cantor os estragos foraores. Em setembro de 1883,
Cantor escreveu para 0 matematico francés Charamité e também para seu
confidente Mittag-Leffler, queixando-se dos atagdiesos por Kronecker, que ja
haviam se tornado uma questdo pessoal. Para rewddgundo Aczel, Cantor se
candidatou a uma cadeira na Universidade de Bentiesmo sabendo claramente que
seu pedido seria negado (devido a influéncia dendaker), com o Unico objetivo de
incomodar, como podemos conferir no trecho abagtioado de uma carta que Cantor
escreveu em 30 de dezembro de 1883 a Mittag-Leffler

“Eu sabia exatamente que efeito imediato isso;tqua de fato Kronecker iria
explodir de raiva como se tivesse sido picado porescorpido e, com suas tropas de
reserva, iria comecar uma gritaria tamanha queirBedeve ter pensado que foi
transportada para os desertos da Africa, com s@es,| tigres e hienas. Parece que eu

realmente consegui alcancar esse objetfYo!”

18 Dauben,o.p.cit.p.1

190 Teorema de Bolzano - Weierstrass tem um papel @xtrema importancia na Analise e diversas
aplicacbes. O Teorema diz o seguinte: Toda sucesdiiitada de niimeros reais admite subsucessao
convergente. Dem: Sejx = (X,) uma sucesséo limitada. Send® = lim inf x, um valor de aderéncia,
alguma subsequécia d& converge para a.

20 Reproduzido em ACZEL, AMIR D. O mistério do Alef: a matematica, a Cabala e a puce do
infinito . S&o Paulo: Globo, 2003.
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Kronecker por sua vez escreveu a Mittag-Lefflerdipgdo para publicar um
artigo no Acta Mathematica. Cantor ficou assustado receio de que tal artigo tivesse
0 objetivo de atacar seu trabalho anteriormentdiqadm no mesmo peridédico. Com
medo de perder seu “espaco” no Acta Mathematica (uv@z que era um dos poucos
periddicos onde ele podia contar com um editoréstado em seu trabalho e solidario
com sua atual situacdo), Cantor escreveu tambéan Nigiag-Leffler ameagcando néo
mandar mais seus trabalhos se ele publicasse Kiodecker. Com essa reacdo, Cantor
praticamente perdeu um dos Unicos amigos que #medeestavam. E ainda que ndo
bastasse, esse desentendimento foi em vao, pois semevelou posteriormente, ndo

passava de um blefe, Kronecker ndo pretendia ulditigo nenhum.

2.4 — O perfil psicoldgico de Cantor

Cantor teve uma histéria emocional muito conturba&lguns autores, como
Bell?!, atribuem essa sua instabilidade mental ao sewpgaicobra-lo em excesso,
criando expectativas que o pressionavam. Outrosresjtporém, como Schoenflies,
culpam os atritos entre Cantor e Kronecker pordiases.

Sua primeira crise mental se deu em maio de 1884sdlocasido ele havia
acabado de retornar de uma agradavel viagem a Blibavia tido tempo de passear,
visitar galerias e museus e também de entrar ertatoonom grandes matematicos
como Hermite e Picard e estava extremamente stiisfa contar a Mittag-Leffler, que
havia gostado muito de Poincaré (1854-1912) e ast@imente feliz em ver que os
franceses haviam compreendido a Teoria dos Corguitansfinitos e suas aplicacdes
em analise funcional. Porém, oito dias depois,felechamado inesperadamente de
volta a Frankfurt, pois havia alguns problemasateilia, que ndo se sabem quais, que
necessitavam ser resolvidos. Logo depois dissoerg#in a primeira crise.

Alguns autores, como Aczel, vinculam essa primgiige as suas frustracées em
tentar resolver a hipétese do continuum, pois epsa nervoso viria logo apos ele ter

cancelado a publicacdo do seu artigo no Acta Madhieen (Cantor estava muito

1 Todos os autores citados tém o nome de seus trab@dma bibliografia desta dissertacéo para
facilitar eventuais consultas.
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confuso a respeito do continuum. Ora pensava lmeeado a hipétese, ora pensava ter
chegado a conclusao contraria).

Essa crise durou mais de um més e deixou todaasudid preocupada. Sua
filha mais velha, chamada Else, tinha apenas naes aa ocasido e nao conseguia
compreender tamanha mudan¢ca no comportamento ddMpaes depois, em 18 de
agosto, Cantor escreveu a Mittag-Leffler. Ele est@ntando relaxar e se recuperar da
experiéncia desagradavel e estava hospedado rri€mr®da, um resort de verado. Ele
se sentia de certa forma culpado por sua crisepei@oexcesso de trabalho, mas pelos
resultados de sua pesquisa.

Para Cantor, sua crise havia sido desencadeada peitbs que teve com
Kronecker. Ele escreveu, que nunca deveria teripdongue Kronecker o tirasse tanto
do sério. Tamanho foi o incomodo, que ele decidie deveria contacta-lo para tentar
uma reconciliacdo. No mesmo dia que escreveu ad/it effler, postou uma carta
para Kronecker. Nesta carta, ele tentou explicanssatisfacdo com a rivalidade que se
formou entre eles. Independente de como Kroneckeraagir, ele gostaria de sentir
que fez sua parte, para ficar mais aliviado. Nalfole agosto, Kronecker respondeu
com uma carta educada, relembrando Cantor o qu&donpy eles ja estiveram nos
tempos em que ele era estudante em Berlin. Cantar tao satisfeito com a resposta
recebida que escreveu novamente a Mittag-Lefflataswlo o ocorrido e desabafando
gue agora se sentia bem para pegar no trabalhoneove.

Apesar de Cantor ter retornado aos seus traballtsmmaticos, ele dividia sua
atencdo com outras questdes totalmente distingssoB a desenvolver uma pesquisa,
gue para ele era de extrema importancia e que tioim® objetivo provar que as obras
de Shakespeare eram na verdade de autoria ded-Bawmn. Essa sua hipotese Bacon-
Shakespeare o acompanhou ao longo de muitos gaye@a voltar ainda mais intensa,
como uma espécie de fuga, apOs cada crise. Alé&no,dantor também nutria grande
interesse pela macgonaria, pela Fraternidade Rosa-étambém por teologia. Mas um
dos fatos mais marcantes foi, apds essa primeisg, c€Cantor repentinamente se
candidatar, em Halle, ao cargo de professor desdfilm em vez de Matematica. Isso
mostra como 0S seus interesses extra-matematicas ftomando cada vez mais

importancia em sua vida.
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Essa estratégia de desviar seu foco de atencdmattanatica, s surtiu efeito
num primeiro momento. Posteriormente as crisesarait a acontecer, cada vez mais
fortes, mais longas e mais frequentes.

Em 1899, Cantor sofreu um novo ataque e desta agzop um longo periodo
internado na Halle Nervenklinik. Nessa ocasiaagcsol licenca médica de um ano e
no outono, ao receber alta pediu afastamento deensimdade sendo atendido pelo
Ministério da Educacdo em ambos os casos. Entdmogembro, escreveu novamente
uma carta ao Ministério, pedindo, porém, para destaabrir mao definitivamente da
sua carreira de professor em Halle. E disse aindasg seu salario ndo fosse reduzido,
ele ficaria muito satisfeito em trabalhar em umhblibieca, alegando ser altamente
qualificado para tal, por seu extenso conhecimentdistoria e literatura e seu trabalho
de pesquisa na questdo Bacon — Shakespeare, aoexahgive trés copias de um
panfleto que ele havia publicado sobre o assuntoes&entou ainda que tinha uma
informacé&o sobre o primeiro rei da Inglaterra (geerevelada, iria apavorar o governo
inglés. Além disso, solicitou que a resposta fassgada em dois dias e advertiu que
caso seu pedido fosse recusado ele iria se apresanho cidadao natural russo ao
corpo diplomatico e oferecer seus servigos ao Czar.

A carta escrita logo ap0s ter recebido alta daicelimental, parece ter sido
desconsiderada e Cantor permaneceu como professétaie. Cantor ainda passou
parte de 1899 hospitalizado, mas antes do finaroalguns tragicos acontecimentos
ainda o aguardavam.

A perda da mée de Cantor em 1896, trinta anos apusrte do pai, j& havia
sido um duro golpe. Porém, em 1899, Cantor virgealer também seu irmao mais
novo, Constantin, que morreu em Capri. Como seba&tasse, no dia 16 de dezembro
de 1899, apoOs retornar de um discurso sobre suzebg Bacon-Shakespeare em
Leipzig, Cantor recebeu a terrivel noticia de gee Blho Rudolf havia morrido de
repente naquela tarde. Rudolf era extremamentehcs® e muito querido e iria fazer
treze anos em quatro dias. O menino havia sidd fragnfancia, mas estava se tornado
cada vez mais forte. Em uma carta que Cantor escigara o0 matematico alemao Felix
Klein (1849-1925) no dia 31 de dezembro de 1898 lahentava muito a morte de
Rudolf, que era um filho em quem ele depositavaasiexpectativas. Por ter herdado o

talento musical da familia, Cantor esperava quee&l®rnasse um grande violinista e se
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arrependia, ele mesmo, de ter abandonado seu daitanhpara seguir a carreira

matematica. Cantor ndo conseguia sequer se requodgue havia tomado tal decisdo
tdo equivocada na juventude. Ele tentava realeatravés de seu filho, que poderia ter
feito o que ele ndo fez, mas até essa esperangaegiava acabada.

Mesmo com todos os acontecimentos ocorridos em,188ator conseguiu
manter-se longe das clinicas pelos proximos trés,aretornando a se hospitalizar
novamente somente em 1902, ficando afastado daalli@bpor varios meses
consecutivos e voltando ao meio académico em 1®8. 1904, Cantor foi.
acompanhado de suas filhas Else e Anna-Marie,cgsati do Terceiro Congresso
Internacional de Matematica, realizado em Heidglbéteste congresso, Jules C.
Konig, um respeitado matematico hungaro, leu unaiensnde afirmava que nenhum
dosalefsde Cantor correspondiam ao numero cardinat@tinuum.Essa afirmacéo
foi humilhante para Cantor e serviu de estopim pakaele desmoronasse novamente.
O artigo de Konig repercutiu demasiadamente e ssma aflicdo de Cantor também se
multiplicou. Cantor, porém, ndo acreditou em nenhmomento que o artigo pudesse
estar correto. No dia seguinte 0 matematico aldandest Zermelo (1871-1953) provou
que havia um erro no uso de um dos lemas no atéd<onig.

Antes desse episddio, Cantor vinha de uma fasdiyagogm sua carreira. A
atencdo para os trabalhos de Cantor se intensifigato, que nos dois congressos
anteriores os trabalhos de Cantor haviam tomadgmsle destaque. No primeiro,
realizado em 1897, em Zurique, Cantor havia congg@dweacompanhado de suas filhas
Else e Gertrude e teve o prazer de ver a teori@dgintos, desenvolvida por ele, ser
extremamente exaltada por grandes matematicosn@esso seguinte aconteceu em
1900, em Paris, porém Cantor ndo participou. Essgresso ficou conhecido na
Histéria da Matematica por ter sido onde David elitb (1862-1943), grande
matematico alemao, enunciou os famosos “Dez Prasdefposteriormente expandido
para uma lista de 23 problemas, que consta no m@gngue se encontravam ainda em
aberto e que Hilbert esperava que fossem soluaisnad longo do século XX. O
primeiro desses problemas (e também do grupo eig@nera a Hipotese do
Continuum, de Cantor. Nesta época, renomados matesm@&omo Zermelo e Hilbert,
se interessavam realmente pelos trabalhos de Cantor
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Apds o ocorrido em Heidelberg, Cantor foi mais urea hospitalizado, ficando
afastado do trabalho até 1905. Depois disso, asscpassaram a ser freqlentes e ele
ficou internado na Halle Nervenklinik de 22 de dutude 1907 a 15 de junho de 1908,
depois novamente de 28 de setembro de 1911 a &8 1912, quando foi removido
para um outro sanatorio. Foi internado pela ultimaa na clinica em Halle em 11 de
maio de 1917. Ele ndo queria ficar internado eesstr diversas vezes para sua familia
pedindo para voltar para casa. Em uma de suasa8lthartas para sua esposa podemos
ver o lado emocional de Cantor, o verdadeiro hondentarne e 0osso que havia por
detrds do génio incompreendido. Cantor era um hormmum, carinhoso, sensivel,
gue amava sua esposa e que se sentia resignadoroome que sua vida tomara, como

se pode perceber no poema abaixo:

“That was a winter cold and wild,
Like none one can recall;
But then | had it good and mild,

Was my luck your at all?

The love you gave me my good wife,
You cared for me so well;
However gray might seem this life,

Your cooking would excell!

And now that spring is come full-fledged,
The Holy Child is gone,;
And in greatest haste are pledged,

To visit sites unknown.

But had you then remained at home,
Cold would my winter've been;
To suffer gladly, pen a poem,

To escape the world I'm in#

22 : : . . ~ .
Aquele era um inverno frio e selvagem, como ninguépode recordar; Mas entdo eu tive-o bom e
suave. Era sua a minha sorte?
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O tempo se passou e Cantor ndo recebeu alta. BueaRrimeira Guerra
Mundial, tudo se tornou mais escasso, inclusivenaida, e Cantor foi ficando cada vez
mais abatido. A maioria dos internos foi transferidia clinica para dar lugar aos
soldados feridos na guerra, ficando somente umaosare Cantor. Em 6 de janeiro de
1918, Cantor morreu supostamente de um ataqueacardéssa foi a causa mortis
oficial, porém, ndo se pode esquecer que Cantavashuito fraco e desnutrido havia
meses). A imortalidade de Cantor, nessa épocastfiva assegurada e, como disse
Edmund Landau em uma carta a esposa de Cantordidsisapos ele haver falecido:

“Never will anyone remain more alive?®

O amor que vocé me deu minha boa esposa, vocé seqmupou tanto comigo; Por mais cinza que
possa parecer esta vida, sua comida se supera!

E agora que a primavera chega cheia de forca, a arica sagrada se foi; mais rapido com a
promessa, de visitar lugares desconhecidos.

Mas entdo vocé permaneceu em casa, frio viria a sateu inverno; Para sofrer agradavelmente,
escrever um poema, para escapar do mundo no qual estou

Cantor to Vally Guttmann Cantor, May 3,1917; Natchlass Cantor Il. ApudDauben,o.p.cit.p. 284

23 «“Nunca ninguém continuara tdo vivo.” Landau to Vally Guttmann Cantor, January 8, 1918;
Nachlass Cantor XVI| transcribed in Meschkowski (1967), 270Apud Dauben,o.p.cit.p. 284
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Capitulo 3 — Aparéncia e Esséncia na Matematica deantor

Os trabalhos de Cantor apresentam um vasto mabeni&® é possivel se tragar
um paralelo com o que foi visto sobre as idéiaKaet. O diferencial do que Cantor
fez, reside justo no fato dos resultados que elevelbn&o coincidirem com o que era
observado, percebido. Os sentidos diziam algo gummtra os resultados que seriam
encontrados. Para compreender melhor essa quest&guir sera apresentada uma

breve introducéo a Teoria de Conjuntos.

3.1 Cantor e a Teoria de Conjuntos

“A Matematica € a rainha das ciéncias e a teoria emimeros é a
rainha das matematicas”.
Gauss

As inovacgbes que Georg Cantor introduziu na Tedgi&onjuntos se iniciaram
com a nocéo de infinito real, algo que ainda naoccenhecido. Nos séculos anteriores,
muitos matematicos haviam chegado, através da raedimites, apenas a nocao de
infinito potencial. Cantor, porém, nao focalizourgmte nos nameros, e ao analisar
também os conjuntos foi muito além de tudo ja véstteriormente.

Influenciado pelas idéias de seu mestre Weierst@astor decidiu analisar o
conjunto P’ composto por todos os pontos limitesudeconjunto P (por exemplo, 0
conjunto de numeros irracionais em um intervalo éonjunto dos pontos-limite do
conjunto de ndameros racionais). Como acontece aoteshente ao longo da vida de
Cantor (como serd mostrado nos capitulos seguiatessempre procurava ir além,
mesmo quando era totalmente contra-intuitiva suestdo), ele ndo se satisfez, e se
propds a analisar o conjunto P”, que seria o auojude todos os pontos limite do
conjunto P’. Entdo, continuou a se questionar s@brfermacdo de infinitos novos
conjuntos derivados P, P””, ... Do questionamto sobre conjuntos e 0s primeiros
contatos com o infinito surgiu sua Teria de Corgant
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Nao se pode iniciar um estudo em Teoria de Congusem antes entender
realmente o que € um conjunto. Para Georg Cantorcanjunto=/{ € uma colecao
completa de objetos distintos (chamados elemen@®no exemplos, ha o conjunto
dos vértices de um triangulo, composto por 3 eléoseno conjunto dos numeros
primos, composto de infinitos elementos e muitososu E necessario lembrar que a
ordem dos elementos de um conjunto n&o importaloserconjunto {1, 2, 3 } igual ao
conjunto {3, 2, 1}, uma vez que sdo compostos desmos elementos, estando apenas
em ordem diferente. Além disso, um mesmo elemeftopode aparecer mais de uma
vez no conjunto (ndo podemos construir um conjeota os elementos 1, 2, 3, 2, pois
o elemento 2 s6 pode aparecer uma vez).

Dois conjuntos-/!l e =V sao considerados iguais, ou sejd| = =V, se e
somente se todos os elementos—desdo também elementos dé&/e se da mesma
maneira, todos os elementosésao também elementos dé. Para representar que
um elementan pertence ao conjuntel( denota-sen LI =1/, e usa-se a notacaal /1,
guando o elementm ndo pertence ao conjuntadl.

Os conjuntos séo classificados também em finitoapdo tem uma quantidade
finita de elementos (como o conjunto {1, 2, 3} paxemplo) ou infinitos, quando
possuem uma quantidade infinita de elementos. uisindos numeros naturais € um
bom exemplo de conjunto infinito e seus elementds dados seguindo uma
determinada ordem natural estabelecida atravésudassucessoes {1, 2, 3, 4, ...} e por

essa caracteristica é classificado como conjunimeravel.

DEFINICAOQ: De forma geral, classificamos um conjuat{ comoenumeravel
se, e somente se, este pode ser escrito como ansefmy, mp, mg, ...}, isto é, se e
somente se, € possivel estabelecer uma corresmad@mivoca entre cada elemento
m com um numero natural, de forma que, todo elemenpmssua um Unico namero
natural correspondente, e de maneira analogat@@wanimero natural corresponda um
e somente um elemento. Caso néo seja possivel estabelecer esta corréspmadom

0S numeros naturais, o conjunto € chamado de saomeravel.

Georg Cantor publicou em 1874 um dos seus primeartigos, conhecido
como: “On a Property of Collections of All AlgebcaNumbers” onde provou a
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enumerabilidade de dois conjuntos (sera visto aigegue ndo aparentam de forma
alguma ter essa caracteristica. Esse foi o comegua jornada em busca de descobrir
as verdades intrinsecas, independentemente dgguengam. Depois disso, ele passou
a comparar a quantidade de elementos de algunsintos] definindo o que seria

equivaléncia entre dois conjuntos.

DEFINICAO: Um conjunto-!{ é considerad@quivalente a um conjunta-V,
i.6. =M ~/V, se é possivel estabelecer uma correspondéncitvdda (um a um) entre
cada elemento dos conjuntos, ou seja, se para dt@inentom pertencente a//
corresponder um e somente um elemenpertencente &\ e analogamente, para todo
elementon pertencente a/\' correspondeum e somentelementom pertencente a/ll.
Essa correspondéncia biunivoca é chamada tambénapgeamento. Deve-se ressaltar
gue o conjunto vazio é equivalente somente a esenoe

Desta definicdo pode-se concluir que se dois ctogusdo equivalentes tém a
mesma quantidade de elementos, ou seja, tem a memmiamalidade (possuem o
mesmo numero cardinal para representa-los).

Também é importante saber as relagfes entre cosjustibconjuntos e unido
ou soma de conjuntos e para isso sera necesstatieleser mais algumas defini¢des.

Seja um conjunte{. O conjunto=/V é considerado subconjunto gé, ou seja
N =M, se todos os elementos & pertencem simultaneamente ao conjuat i.
€., sen LI =V, entdon LI 1. De acordo com essa definicao, todo conjunto émsyboto
de si mesmo e nesse caso € chamado de subconmpmaprio. Por outro laday/V é
chamado subconjunto proprio d€{, ou sejaz/V LI =M, se=/V é um subconjunto del/
e Nz M. O conjunto de todos os elementos d# que nao pertencem
simultaneamente ao conjuntd € chamado de complementarde-/\ em relacéo a/f,
ou sejal = M — <N. Essa definicdo deve ser valida mesmo no case/\dser
subconjunto impréprio dell, e para isso sera introduzido o conjunto vazideamesse

casoZ ={ }. O conjunto vazio deve ser classificado como aujdinito e deve ser

considerado subconjunto de todos os conjuntos)sive dele mesmo.
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Como exemplo para as definicbes anteriores, € y@ssimar o conjunto dos
nameros racionais como um subconjunto do conjumt® @imeros reais, onde o
conjunto dos irracionais é o complementar dos rexgoem relacdo aos reais.

Agora é possivel definir o que € um conjunto indini

DEFINICAO: Um conjunto=/1 é infinito se e somente se este contem um
subconjunto prépria-/V, ou sejas/V LI < tal que=/\'= 1.

Voltando ao conceito de enumerabilidade, adicionads ultimos conceitos
desenvolvidos nos dois paragrafos anteriores, ssmsegientemente:

TEOREMA: Todo subconjunto de um conjunto enumeraeeltambém

enumeravel.

Prova: Seja-Il = {my, mp, Mg, ...} um conjunto enumeravel dado, e suponha que
{} U =VU =M. Entdo do conjunta/!| pode-se tomar um primeiro elememiy que
pertence a/V, onden; = my;. Esse é seguido novamente por um outro elenmaptal
M que também esta emlV, onden, = my,. Esse processo pode ou ndo terminar, vai

depender sesV é ou nédo finito. Coma-ll contém todos os elementos d& (e
possivelmente muitos outros), a sequénaia f,, ng, ...} inclui precisamente todos os

elementos de/V. Logo=/V é finito ou enumeravel.

E necessario definir ainda algumas operacgdes.deanacar, a uniio ou soma

= de finitos ou infinitos conjuntos é tida como cgmto de todos os elementos que

pertencempelo menosa um dos conjuntos envolvidos. A unido dos cosint

enumeraveisiiy, N, s, ... € dada pela notacgéao:

S =t M+ s+ .. ou S=) i
k=1

No caso da intersecé@o ou produto> de finitos ou infinitos conjuntos é tida

como o conjunto de todos os elementos que pertesgamtaneamente a todass
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conjuntos envolvidos. A intersecao dos conjuntasr@raveis/(i, =My, M3, ... € dada

pela notacéo:

D =DMy, Mo, Ms, ...) ou D= M. M. Ms... = |‘|

k=1

Mk

Outra notacéo utilizada € a que relaciona as dp@sgdes vistas acima e que é

similar a utilizada com nimeros:
M(B+Q)==M.B+M.Q

Na soma, o0 conjunto vazio ndo é levado em conta@a de conjuntos vazios
resulta em um conjunto vazio. Ja no produto, selasiconjuntos for vazida = {},
uma vez que 0s conjuntos nao terdo nenhum elereanttomum. Se a intersecéo entre
guaisquer dois conjuntos for vazia, esses doisuctog sdo chamados de mutuamente
exclusivos ou disjuntos. Para exemplificar, valesiderac/i( = {1, 2, 3, ...} es\V'= {2,

3, 4}, entdaM + N =M e M .=V = V. Se agora/| for tomado como o conjunto
de todos os numeros naturais paresd/€omo 0 conjunto de todos 0s naturais impares,
entdo-/Il + =V é o conjunto de todos 0s numeros naturaif e-/\' = {}.

AplOs a introducdo desses conceitos iniciais, € iypelsentdo analisar as

primeiras grandes questdes levantadas por Cantor.
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3.2 — A Cardinalidade de alguns Conjuntos Numéricos

“I have spoken...of our need to return continuatly the first
principles of our science, and of the advantageshdd for the study of
human mind. This need has inspired two enterprnggish have assumed a
very prominent place in the most recent developmémhathematics. The
first is Cantorism... Cantor introduced into scienee new way of
considering the mathematical infinite... but it hasne about that we have
encoutered certain paradoxes, certain apparent reahttions that would
have delighted Zeno the Eleatic and the schooleddvia. So each must seek
the remedy. | for my part — and | am not aloneirkhhat important thing is
never to introduce entities not completely defmibl a finite number of
words. Whatever be the cure adopted, we may promuisselves the joy of
the physician called in to treat a beautiful pathgit case.®*

Henri Poincaré

Antes de analisar direto o “tamanho” dos NUumerdsinos, € interessante se
iniciar por algo mais simples. Primeiro deve-sepoesler a seguinte pergunta: nos
NuUmeros Naturais, existe a mesma quantidade dernd@mares e nimeros impares?

Essa pergunta parece ter uma resposta obvia: S#klfente, aparentam existir
tantos nameros pares quanto impares no conjuntdNdaseros Naturais. Porém, por
estar lidando com matematica, ndo se deve restrasgaparéncias. Mesmo assim, é
simples verificar essa equivaléncia entre os pam@simpares. Para isso, basta associar
a cada numero da forma 2m numero da forman2— 1, para todm pertencente ao

conjunto dos Numeros Naturais. Desta maneira,stadonimeros pares terdo um e

4 Eu havia dito... de nossa necessidade retornar dotuamente aos primeiros principios de nossa
ciéncia, e das vantagens disto para o estudo da nerhumana. Esta necessidade inspirou dois
empreendimentos que assumiram uma posicdo de dest@gnos mais recentes progressos da
matematica. O primeiro € o “Cantorismo”... Cantor introduziu na ciéncia uma nova maneira de
considerar o infinito matematico... porém surgiu atavés de determinados paradoxos encontrados,
algumas aparentes contradicdes que deleitariam Zeoale Eléia e a escola de Megéara. Assim cada
um deve procurar o remédio. Eu por minha parte - &u ndo estao sozinho — acho que o importante
€ nunca introduzir as entidades que ndo sejam congihmente definidas em um numero finito das
palavras. O que quer que seja a cura adotada, n6£¥emos nos prometer a contentamento de um
médico chamado para tratar de um belo caso patolagp.
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somente um numero impar correspondente, da mesma todos os nimeros impares
terdo um e somente um namero par correspondemtanRonenhum namero; nem par,

nem impar, deixou de ser mapeado, tendo todos ugtese somente um elemento

correspondente.
1 3 5 7 2n—-1 (impares)
2 4 6 8 2n (pares)

3.2.1 — A Cardinalidade dos Numeros Inteiros

“A verdade cientifica € sempre um paradoxo se jdigapela
experiéncia cotidiana, que se agarra a aparéncenefra das coisas.”
Albert Einstein

Depois deste primeiro exemplo, pode-se entdo analisaso do Conjunto dos
NUmeros Inteiros. Surge a pergunta: teria o Cdaajdos Naturais a mesma quantidade
de elementos (nUmeros) que o Conjunto dos Inteiros?

A principio, a pergunta parece absurda, e semdggntma vez que “percebe-
se” claramente que o Conjunto dos Numeros Intéegnso dobro de elementos que o
Conjunto dos Numeros Naturais. Ora, se o ConjuatoNlimeros Inteiros possiaidos
os elementos do Conjunto dos Numeros Naturais @adiodos os simétricos desses
nameros (ou seja, os infinitos Numeros Naturaissnaa infinitos Numeros Inteiros
negativos, que seriam em “mesma quantidade” dosekasnNaturais, porém com o
sinal negativo) conclui-se que o Conjunto dos Nasénteiros tem, portanto o dobro
de elementos do Conjunto dos Numeros Naturais.

A argumentacdo acima parece totalmente satisfafgmia a maioria das
pessoas, mas nao para Georg Cantor. Realmentecéiaser assim que funciona, ja

gue os Inteiros tém duas vezes o tamanho infinid® Maturais, mas sera que as
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operacdes que séo realizadas normalmente valemdagusa trata de quantidades
infinitas? Seré que “@. > «"?

A partir daqui Cantor encontra respostas que coatnatotalmente a intuicao,
ao lidar com o infinito, nem tudo € o que aparesga A coisa em si ultrapassa a
sensibilidade, que fica incapaz de perceber adaaidi por detras das aparéncias. Cantor
nao se deixa acomodar pela aparéncia das coisasgelha em busca das verdadeiras
respostas.

Ainda é possivel ter tanta certeza, do que foi lodte alguns paragrafos
acima? Cantor mostra que ndo, que mais uma vezihawa engano pelo julgamento
precoce, fundamentado na aparéncia das coisas. i$&rapode-se construir uma
argumentacdo semelhante a utilizada quando faiioglada a quantidade de nameros
pares com numeros impares.

Uma correspondéncia pode ser criada da seguinteafoPara todos os
nameros pares dos Naturais € possivel associar smmente um namero positivo do
Conjunto dos Inteiros, da mesma forma que, parastams numeros impares dos
Naturais também € possivel associar um e somentalorero negativo dos Inteiros. A
“volta” da correspondéncia também ¢é feita de manairdloga. Desta forma, nenhum
elemento de nenhum dos conjuntos fica desprovidandeorrespondente e todos os
elementos de um conjunto s&o relacionados a unmerge um elemento do outro
conjunto. Portanto, os dois conjuntos possuem anaepuantidade de elementos e

entdo pode-se dizer que possuem a mesma carddwbdigpoténcia (Machtigkeit).



40

3.2.2 — A cardinalidade dos Numeros Racionais

“Intuition, as he (Cantor) had learned, was a poguide in
rigorous mathematics®

Joseph Dauben

Uma vez que a primeira questdo Naturais x Inteiobsesolvida, é natural
para Cantor prosseguir para a questao seguinig:ot€onjunto dos Naturais a mesma
quantidade de elementos (niUmeros) que o Conjurst&Reoionais?

Ao analisar essa segunda pergunta, mesmo com tadela provida pelo
backgroundda questdo anterior, esta parece ainda mais setideseE “claro” que
existe muito mais NUmeros Racionais do que NumBatsirais. Uma vez que, entre
quaisquer dois numeros racionais distintos, sengpmossivel encontrar um outro

namero racional (Se tomados os nimereb pertencentes ao Conjunto dos NUmeros
. . . , a+b . . .
Racionais, pode-se construir um nume1:oT gue também pertence aos Racionais).

Porém, entre dois numeros naturais consecutivoshddam outro namero natural.
Aparentemente, conclui-se que existem mais numegio®nais do que nuameros
naturais.

Entdo, Cantor, em um de seus primeiros artigoses@boria de Conjuntos,
rearranjou o Conjunto dos NUmeros Racionais de nopaopudessem ser postos em
correspondéncia biunivoca com os Naturais, provagde os Racionais eram
enumeraveis e, portanto, com a mesma quantidagéedentos que os Naturais, logo

de mesma cardinalidade.
TEOREMA: O Conjunto dos NUumeros Racionais € enuvnetra

Prova Primeiro trabalha-se apenas com 0s numeros @signositivos,

escrevendo todos em ordem de magnitude, iniciarmdo os de denominador 1,

% A intuicdo, como ele (cantor) havia aprendido, eraima guia deficiente para uma matematica
rigorosa.
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posteriormente todas as fracdes de denominadod@s tas fracbes de denominador 3 e
assim sucessivamente, obtendo uma lista da sedaornta:
1 2 3_, 4
2

/

N |
N W
NS

wIlN
w|lw
w| s

7
7,/
-/

NI
NN
Nlw
NG N

Escrevendo os nimeros na ordem indicada pelag%etiasse uma sequiéncia
onde certamente todo numero racional aparece semerd vez listado (ndo repetindo
nameros como 1 e 2/ 2, que sdo representac@srtiés do mesmo nimero), como na
sequUéncia abaixo:

11

1)2) ) )
2’3

3,43 2,
2 3

NG

Se essa sequUéncia for denotada pgrr§, rs, ...}, tem-se que {0; ry, ry, - ro,
ra, - 3, I3, ...} S€ra consequentemente o conjunto de toddRamfonais e portanto €
enumeravél. Logo, o conjunto dos Racionais pode ser postocemespondéncia

biunivoca com os Naturais e, portanto possuem anaeardinalidade.

% Algumas pessoas conhecem erroneamente esse mecamistomo 0 argumento diagonal de
Cantor, porém esse artificio utilizado acima é origal de Cauchy. O verdadeiro argumento
diagonal de Cantor é o que é empregado na demonsté&o de 1887, da ndo-enumerabilidade dos
Reais, que sera visto adiante

27 Note gue isso ndo seria uma tarefa simples, se Cannéao tivesse tido a idéia de organizar essa
lista sob essa espécie de matriz de dupla entradppis se fosse escrever todos os numeros
sequencialmente (em uma mesma linha), ele nunca gheia nem a escrever as fracBes de
numerador 2 (muito menos o restante), uma vez que&istem infinitos nimeros de numerador 1 e
como ele ainda nao teria acabado de lista-los aind@o poderia iniciar a etapa seguinte).
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Assim, foi criado o primeiro dos numeros transéisitpara descrever a
cardinalidade ou poténcia desses conjuntos infirdftumeraveis, chamado por Cantor
deJo (Aleph zero).

Com base nessa demonstracdo acima, utilizando ssnonenecanismo de

mapeamento, € demonstrado o seguinte teorema:

TEOREMA: A soma de enumerdv@isconjuntos enumeraveis é também

enumeravel.

Prova: Se houver um numero finito de conjuntos enumesaymr exemplo, a
soma de apenas dois conjuntos enumeraveis edtro{m, M, M, ...} eV = {ny, Ny,
ns ...} pode-se facilmente formar a sequénm@a n;, N, Ny, ..., obtendo obviamente
através dessa sequéncia o conjunto enumeraveldorpela soma dos conjuntesl e
.

Portanto, € necessario agora analisar de formageaeralizada, considerando a
soma de uma quantidade enumeravel de conjuntosezaueis. Toma-se para iSSO 0S
conjuntos =My, Mo, Ms, ..., onde-A{x temm g, M2, Myz, ... COMO elementos. Entao

sao listados os infinitos conjuntos com seus itdmelementos da seguinte forma:

Entdo, pode-se reescrever todos os elementos emardlicada pelas setas,
obtendo:m 11, M2, M1z M3, Moy Ma3 ..., desconsiderando elementos que por
ventura ja tenham aparecido. Desta maneira, f@aipelsmapear todos os elementos da
unido dos-lk’s conjuntos, provando assim o teorema.

Assim, comecgou-se a achar que todos os conjunfostos poderiam ser

postos em correspondéncia.

28 e . L -
Podem ser uma soma finita de conjuntos ou uma som#inita, desde que enumeravel.
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3.2.3 — A cardinalidade dos Numeros Algébricos

“O real esta escrito em caracteres matematicos”

Galileu

Antes de analisar direto o conjunto de todos osemasnreais, sera visto
primeiro um subconjunto dos Reais: 0s numeros &algeh
Os numeros algébricos sdo 0s numeros que sao deizas polinbmio como:
f(x) = ax" +a.x"+ ... +ax + &,
onde a # 0 e todo 0 @é um numero raciorfdl Os ndmeros algébricos
incluem todos os numeros racionais e ainda todaawes numeros que se enquadram

como raizes de polinémios.
TEOREMA: O conjunto de todos os numeros algébriceaumeravel.

Prova®® Denota-se f(x) um polinémio do tipo descrito a&iff(x) = ax" + a.
X"+ .. +ax+a,onde a0 e todo 0 @é um ndmero inteiro).

Supde-se, sem perda de generalidade, gueta A alturd* do polindmio é
definida como um numero positivo do tipo:

h= n+a,+|a, 4 +... +]ay +]a|-

A altura desse polinbmio é claramente um inteirb. Somente um ndamero

finito de polinbmios possuem a mesma altura, porgue e todo|ak| <h. Além disso,

29 Onde esse japode ser pensado como um inteiro apés uma reducdaim denominador comum.

30 , . . . . .

Esta sendo considerado nessa prova o conjunto dosimeros algébricosreais porém esse
teorema e essa demonstracdo podem ser estendidosd® validos também para os numeros
algébricoscomplexos

3 Essa definicdo de altura esta presente no livro ddanke, onde o h é definido por height. Usei
como traducao a palavra altura, pois no artigo do Ata Matematica a palavra em francés também
seria adequadamente traduzida por altura. Foi mantia a notagcdo h, pois mesmo em portugués os
valores de altura também s&o muitas vezes atribuida uma constante h.
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para cada altura h corresponde somente um nénmétw die nimeros algébricBgque
seriam as raizes desses polinbmios). Assim, ta@r@essivel escrever o conjunto de
nameros algébricos como uma seqUéncia. Primeiroesé@dtos todos os numeros
algébricos que sao raizes de polinbmios de altur@ono os unicos polinémios de
altura 2 sax e 2, obtem-se somente o 0 (zero) como raiz. Procedeseesma forma
com os de altura 3, que sdo os polindmLx, x + 1, x — 1, 3Esses polindmios de

altura 3 fornecem duas novas raizes : -1 e +1. Panra maneira, as novas raizes

provenientes dos polinbmios de altura 4 sao: -;2, +%, +2. Para os polinbmios de
altura 5 sdo encontradas as raizes—3-~+5, -2, —242, 1-1p5, -1 1
2 2 2 2 2 3 3
1.1~ 1 11 . _ _
—E+E\/§, E\/E, V2, E+E\/§, 3. E assim se segue a listagem:

1 1 1 1 1 1 1
Ol -11+11 -2’-_1 +_’+21 -31____ 5! - 2! - 2’ —~ T = 5’ -
2 2 2 2\/_ V2 2\/_ 2 2\/_

(A=Y
[SSA=

1 1 1 1 1
——+=45, =42,V2,=+=45,3, ...
2 2\/_ 2\/_ \/_ 2 2\/_

Fazendo a altura dos polinbmios variar em fun¢cé& rdoneros naturais séo
produzidos numeros algébricos distintos a cada atiuea. Como todo polinbmio tem
uma altura, todos os nameros algébricos aparecer@aqliéncia. Ao mapear todos 0s

algébricos, a prova do teorema esta concluida.

32 Coa L . .
Vale lembrar que um polindmio tem no maximo tantasraizes reais quanto o seu grau. Por
exemplo, um polinbmio de grau 2 pode ter até duasizes reais, sendo sempre a sua quantidade de

raizes limitada pelo seu grau.



45

3.2.4 — A cardinalidade dos Numeros Reais

“But the uninitiated may wonder how it is possildte deal
with a number wich cannot be counted.”

Bertrand Russel

Em dezembro de 1873, Cantor desenvolveu sua progmal para a nao-
enumerabilidade dos NUumeros Reais, demonstracaajestfoi publicada no inicio de
1874. Seu trabalho foi publicado com o titulo: “Bobma propriedade do conjunto de
todos 0os numeros reais algébricos”, pois nessgoadites da prova propriamente dita
sobre a enumerabilidade ou n&do dos reais, prireeralemonstrado a enumerabilidade
dos algébricos (por isso foi importante ser abavdaalcapitulo anterior), resultado esse
gue juntamente com a ndo-enumerabilidade dos pearsria conseqlientemente a nao-
enumerabilidade também dos numeros transcendemues sera visto a seguir). Ao
contrario do que normalmente se imagina, sua demagae original se deu atraves de
intervalos encaixadd$ porém sua demonstracdo mais conhecida (que émesua
citada, o que causa a falsa imagem de que folizaga no artigo de 1874) e que tras o
famoso argumento diagonal de Cantor, sO surgiu&8i,lapos ele ja haver investigado
inclusive as questdes das dimensdes que veremgassalgpitulos a seguir.

Apds tantos conjuntos serem analisados e serem ¢timmo enumeraveis, soO
faria sentido haver a classificagdo e distingdoeenbnjuntos enumeraveis e nao-
enumeraveis, somente apds ser verificado que existeconjunto que satisfaz a
condicéo de ser ndo-enumeravel, uma vez que até agios os exemplos encontrados
anteriormente eram de conjuntos enumeraveis. Aesspdo era de que sé haveria
conjuntos enumeraveis, sendo sempre possivel aarrespondéncia biunivoca com
os Naturais.

Essa impressao de todos os infinitos passaremarnesmo “tamanho” dos
naturais mostra como a intuicdo (dada pela apagpessa por uma variagdo muito

interessante. H4 uma diferenca entre um primeirmembo que surge antes da analise

% Mas um ndo iniciado pode querer saber como é possiMidar com um nimero que ndo pode ser
contado.

3 Essa demonstracdo pode ser encontrada em Daubem.cit p. 51.
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comparativa dos conjuntos e um segundo momentofonfilgta a comparagao entre os
naturais e os algébricos. E possivel perceber wtilansudanca entre n&o “crer” nas
diferencas de “tamanhos” entre os conjuntos (quersendentemente se tornaram
iguais em cardinalidade), para “crer” que enta@soals conjuntos infinitos sdo, ou tem
de ser, do mesmo “tamanho”. Desta forma, surge ‘tnoea” aparéncia, que leva a
conclusao de que todos os infinitos sédo contaveis.

Porém, ao trabalhar com os niumeros Reais ao irevédsstobrir uma prova de
que eles poderiam ser postos em correspondénciavbaa com os Naturais, como era
esperado, Cantor descobriu justamente o oposto,puova de que eles ndo poderiam
ser mapeados dessa forma. Na demonstracdo a pegeederemos da forma que se

tornou classica (surgida somente em 1887).

TEOREMA: O conjunto de todos os nameros reais dervalo [0,1] € ndo-

enumeravel.

Prova: Como o subconjunto de todo conjunto enumeravehdémeravel,
segue-se conseglentemente que se um subconjuéteennmeravel, logo o conjunto
no qual ele esta contido também é nado-enumeravel. @de-se restringir a
demonstracao ao intervalo (0,1].

Cantor comeca supondo que assim como fizera caacamnais, existe algum
modo de enumerar todos os Reais. Restringiu arsilise aos nimeros entre 0 e 1 e
assumiu que os numeros deste intervalo poderiaristtos em alguma ordem, para
assim poder associar a cada um deles um Naturafie encontrar a correspondéncia
biunivoca.

Para fazer esta lista, Cantor decide escrever toslogimeros desse intervalo

sob a forma de um nimero que possua infinitas aEsamais como @; a; az ..., onde

a2 0% Como exemplo, o numer% (que é igual a 0,5) poderia ser escrito como

35 o, . . L . . N
Essa restricdo s6 € possivel, pois como sera vistseguir quando se tratar de dimensao, o
conjunto de pontos de um intervalo na reta real, t® a mesma poténcia que a reta toda.

36 ~ - - L o
Essa notacdo numeérica foi utilizada por Cantor pelgrimeira vez em seu artigo “Bertarg zur
Mannigfaltigkeitslehre”, publicado em 1878, que trdava sobre dimensbes. Porém originalmente a
notacao acarretaria em erros, uma vez que permitique um mesmo numero possuisse duas
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0,4999... e o0 proprio 1 como 0,999... Assim, os enas desse intervalo seriam listados

sob a seguinte forma:

0, a41 &4 A4z

Selecionada a parte decimal indicada pela linhgodial (dai entdo que surge

o nome do conhecido argumento diagonal de Camt@f)contrado o nimero &1 ay»
Azzaus... € desse é possivel criar um novo nimero ,nocaada digit@,,, por umby,

£0 eb, # ayn, obtendo dessa forma um novo nium@rs 0, b; b, by b, ... Comod é

um numero decimal que também pertence ao inte(@ald, deveria entdo coincidir em
todos os digitos com algum namero ja presenteste lima vez que essa lista pretende
possuir todos os nimeros reais desse interval@nPat foi construido de forma a
possuir ao menos um digito diferente de cada urmdéoeros ja listados (onde o seu n-
ésimo digito o diferencia de cada um dos n-ésindosenos listados). Por contradizer a
hipotese inicial de que seria possivel organiddrsta (pois sempre é possivel construir
um numero ainda nao listado) para por os reais amespondéncia com 0s naturais,
prova-se o teorema de que 0s reais Sd0 nao-enugserav

Mais uma vez o que para alguns era esperado, euneste a investigacédo de
Cantor.

Logo Cantor percebe que vai precisar de um novoensincardinal para
descrever a poténéfado conjunto dos nimeros reais, desenvolvendo isamsua

teoria sobre os transfinits's

representacdes diferentes (o nimero 3 poderia sesaito como 3,0000... ou como 2,99999... ). Ao
perceber isso no original que recebera do amigo moiantes de sua publicacdo, Dedekind, em uma
carta escrita para Cantor em 22 de junho de 1877, alertou e entdo Cantor ao reescrever seu

artigo, adotou a segunda representacéo, ndo perrmtio uma seqiiéncia de zeros nas Ultimas casas
decimais.

37 A classe de todos os subconjuntos de qualquer conjo A é chamada o conjunto das partes de A,
ou o conjunto de poténcia de A. Designamos o conjinde poténcia de A por 2 ou por P(A). Na
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3.2.5 — A cardinalidade dos Numeros Transcendentes

“... the set of all algebraic numbers, which Canproved to be
denumerable. But if points on a mere line-segmennhan-denumerable,
it follows that all the points on Cartesian planeealikewise no-
denumerable. The algebraic numbers are spotted twerplane like
stars against a black sky; the dense blackneskdsfitmament of the
transcendentals®

E.T. Bell

Os numeros transcenderifesdo realmente interessantes e surpreendentes.
Esses nimeros sdo um subconjunto dos reais. Ma@s@amente, o conjunto dos
nameros reais pode ser dividido em dois subcongurite algébricos, que como ja foi
dito, sdo numeros que podem ser escritos comosraigeum polinbmio (do tipo
definido de maneira mais adequada na pagina 38 némeros transcendentes, que nao
sao raizes de nenhum polinbmio com coeficientesmars.

O gue os torna téo interessantes é que normalrasriessoas sO sao capazes

n 41

de se recordar a principio de somente dois exempl66” e o “n No mesmo

instante surge a pergunta: Existem outros? Quamto€Bposta a essas perguntas foi
dada por Liouville, que provou que em qualquerrusio (a,B) dado, existem infinitos

nameros transcendentes (mais um exemplo matemdieoquebra as expectativas).

Teoria de Conjuntos a “poténcia” de um conjunto fazmencédo ao seu “tamanho” em potencial, a
sua cardinalidade.

38 Antes do “Grundlagen”, Cantor utilizava os ndmeros transfinitos praticanente apenas como
notagéo para a cardinalidade dos conjuntos infinite.

%9 .. o conjunto de todos os nimeros algébricos, q@antor provou ser ndo-enumeravel. Mas se os

pontos em um mero segmento de reta forem ndo-enundeeis, segue que todos os pontos no Plano
Cartesiano sdo do mesmo modo nao-enumeraveis. Osnmaros algébricos sdo marcados sobre o

plano como estrelas no céu escuro; a escuridao daréo firmamento dos transcendentes

“0Foi Liouville que estabeleceu pela primeira vez axisténcia dos niimeros transcendentes.

4 Em 1873, Hermite provou que o & era um numero transcendente e em 1882, Lindemann
provou que o “T” também era transcendente.



49

Porém, depois de Cantor e tudo que foi visto, essa@osta ndo satisfaz totalmente, pois
trds inerente outra pergunta: Infinito, “de quedahn”?

Por outro lado, mais uma vez essa pergunta pacd@e fois se 0 menor
“tamanho de infinito” conhecido, ou melhor, o metransfinito visto é dJo (poténcia
dos Naturais), logo os transcendentes devem(fgy como poténcia (j& que usualmente
s6 dois transcendentes sdo lembrados e entdo do¥edn correspondéncia com 0s
naturais ja pareceria uma “vantagem” para os prosgi Parece Obvio que se até o
conjunto de todos os algébricos conseguiu ser rdapeealos naturais, ndo serao
justamente os transcendentes (que existem em t&Eop@xemplos, apesar de ja se
saber que eram infinitos) que irdo extrapolar dsrass.

Porém, novamente a aparéncia prega uma peca. Bernestivo que o0s
intuicionistas criaram tanta oposicédo aos trabatteo€antor, porque como nos outros
exemplos, a realidade néo se deixa revelar pel@mrga. Mais uma vez é o contrario
das percepc¢des que traz a verdadeira respostan& roms casos anteriores, Cantor nao

se satisfaz e investiga para chegar a realidadégtGrs das aparéncias:

Coroléarid? : O conjunto de todos os numeros transcendentesicgd@ n

enumeravel.

Prova: Supondo que o conjunto dos transcendentes sejaesavel, ao se
adicionar o conjunto de todos 0s numeros algéhripos também é enumeravel (como
foi visto) sera encontrado novamente um conjuntoneravel (a unido de conjuntos
enumeraveis resulta em um conjunto enumeravel).oLa@g conjunto dos reais e
consequentemente o0 seu subconjunto contido novaher(0,1] também seria
enumeravel, o que contradiz o ultimo teorema provad

Ou seja, mais uma vez Cantor consegue contrarastas expectativas e
prova que esse conjunto que parece tao “pequeravidal aos poucos exemplos
usualmente lembrados, tem poténcia maior que ograigt inteiros, racionais e
algébricos. O que s6 vem legitimar ainda mais sigténcia de Cantor em revelar a
realidade por detras do sensivel.

42 , . . . - L
Esse corolario deriva do resultado apresentado aniermente: os reais serem ndo-enumeraveis.
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3.3 - O Teorema de Cantor

“the finest product of mathematical genius and ohéhe supreme
achievements of purely intellectual human activity”

Ainda tratando de conjuntos infinitos de cardiredies diferentes, ha um
exemplo ainda mais interessante: o Teorema de Cdfése Teorema mostra que o
conjunto das Partes de um Conjunto infinito ndoepser posto em correspondéncia
biunivoca com o conjunto original, ou seja, tem wquantidade de elementos também
infinita como no primeiro, porém de cardinalidadiergnte. Portanto, a partir de um
conjunto infinito sempre € possivel construir umtreuconjunto infinito de

cardinalidade maior.

TEOREMA: Seja A um conjunto infinito, e P(A) o canjo das partes do

conjunto A, entdo A e P(A) ndo podem ser postos@mespondéncia biunivoca.

DEMONSTRACAG": Seja A o conjunto A={g &, &, ...} e P(A) ={{}, A,
{ai}{a2}, {as},...{an.a&}, {a1, &},..., {a1, &, a},...} 0 Conjunto das Partes de A, supde-

se por absurdo que o conjunto A e o conjunto P(Aflem ser postos em

correspondéncia biunivoca. Para isso associa-se aelathento @do conjunto A com

um elemento Pdo conjunto P(A). Como exemplo, é possivel tessmaiacdo a seguir:

430 produto o mais fino do génio matematico e uma dasalizacdes supremas da atividade humana
puramente intelectual
Reid sobre Cantor

44 Essa demonstracéo é baseada em notas de aula dof@seor Ricardo Kubrusly, durante o curso
de mestrado e graduacéo.
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A P(A)

& 0 A=(ai, &, &, ...}

2 A

8 {aa}

& {az}
P(A) ={{}, A {a 1}, {a2}, {ash.... {ay, &}, {as, &h..., {as, &,
ag... }

& {7}k

Desta maneira poderiam ocorrer duas situacOesdifss que serdo chamadas
aqui de Caso 1 e Caso 2:

Caso 1:0 elemento aque pertence ao conjunto A também pertence,a P
conjunto P(A) ao qual foi associado. No exemplanacpode-se considerar o caso do

elemento a do conjunto A ser associado ao A do P(A), ondici ver que all A.

Caso 2:0 elemento @ que pertence ao conjunto A ndo pertence aad’
qual esta associado. No exemplo acima pode-sedesasio caso do elementg @o
conjunto A ser associado ao {} do conjunto P(A)em facil ver queia{}.

Entdo, é possivel criar um conjunto M formado pados os elementos
pertencentes ao conjunto A que se enquadram noZ>&xude M={g&, / a, 0P}

Esse novo conjunto NI A e portanto MCIP(A). Portanto existe um elemento

m LA tal quem esté associado a M. Entédo surge uma pergomia?

12 PossibilidadeSIM

Supondo quem [1 M, chega-se a uma contradicdo, pois por defini¢piod
formado apenas pelos elementos que sdo associacmgjumtos aos quais eles nao
pertencem, entdo seesta associado a vh1M. Contradicao.
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2% PossibilidadeNAO

Supondo quemdM, novamente outra contradicdo € encontrada, pela p
definicdo do conjunto M, este deve conter TODOS®lementos associados a conjuntos
aos guais nao pertenca, entaarsesta associado a M e por suposigadM, entaom

atende as definicbes de M e portamitol M. Outra Contradicéo.

Logo a suposicao inicial de que era possivel eslocConjunto das Partes de
um conjunto A em correspondéncia biunivoca comépniw conjunto A ndo pode ser
verdadeira, pois leva inexoravelmente a contradieadanto, A ndo pode ser posto em
correspondéncia com P(A) o que leva a conclusdo teue 0s conjuntos tem
cardinalidades diferentes e que a partir de umucdajinfinito € sempre possivel se
criar outro de cardinalidade superior.
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3.4 — A Questao da Dimensao

“Cantor’'s theorem is thus a beautiful example of a
mathematical paradox, of a true statement whiclmse® be false to the
uninformed. And in terms of the problems of setorthe all
mathematicians at that time were ‘beginners’ att5é3

Herbert Meschkowski, sobre o Beitrag

Apds os surpreendentes resultados referentes aalatdde dos conjuntos,
Cantor passou a se dedicar as questdes relacionadiasensédo. Seu trabalho sobre
dimensao foi enviado em 12 de julho e 1877 ao €sellournal e foi publicado em
1878 sob o titulo: “Beitrag zur Mannigfaltigkeitste”.

As idéias comecaram a surgir em 5 de Janeiro dd,1&7fando a nao-
enumerabilidade dos reais ja estava estabelecatdoCenviou uma carta ao seu amigo

Dedekind com a seguinte pergunta:

“It's possible to map uniquely a surface (supposesguare
including its boundaries) onto a line (supposeraight line including its
endpoints), so that to each point of the surface paint of the line and
reciprocally to each point of the line one point d¢fie surfece
corresponds?™®

Cantor percebeu que esta era uma questdo com eeiadéer especial

cuidado, uma vez que a resposta parecia ser clatanmé&o; resultando em uma prova

4 “O Teorema de Cantor é, portanto um belo exemplo dem paradoxo matematico, de uma
afirmacao verdadeira que pareca ser falsa para umeasinformado. E em termos dos problemas de
Teoria de Conjuntos, todos os matematicos daquelerhpo eram “novatos” em potencial.”

6 “E possivel mapear excepcionalmente uma superficisuponha um quadrado incluindo seus
limites) em um segmento de reta (suponha uma linhata incluindo seus pontos extremos), de modo
gue a cada ponto da superficie corresponda um pontib segmento e também sua reciproca a cada
ponto do segmento corresponda um ponto da superfé@”

Dauben — opus cit. Cantor/Dedekind (1937), 20
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gue seria supérflua. De fato, segundo Dauben, gu@adtor mencionou tal problema a
alguns amigos em sua visita a Berlim (na primaderd874) eles ficaram atonitos com
o absurdo de se perguntar sobre tal questdo, umgueeeles estavam convencidos de
que duas variaveis ndo poderiam, sob forma algser@m reduzidas a apenas uma.
Mais uma vez a forca da aparéncia e da intuicaedoiasna sensibilidade, sobrepunham
a razao cegando-os perante a verdadeira essénmigesiAo.

Trés anos se passaram e em 1877, Cantor escrevamernte para Dedekind,
porém desta vez dizia que ao contrario do que [@e&@ana opinido matematica no
geral, a “absurda” correspondéncia entre linhatarog ndo era impossivel. Espacos
continuos de n-dimensfes possuiam a mesma potEs@irvas. Ou seja, 0 numero de
pontos existentes na linha € igual ao existente espaco tridimensional,
quadridimensional ou de dimensdes superiores.

A prova de Cantor enviada para Dedekind, era senglerém continha um
pequeno erro que posteriormente foi facilmente dmndniciava com variaveis

independentes, definida entre [0,1]:x;, X, ..., X,; € entdo ele considerava a

(p+1)°5M2 variavel y entre [0,1], e entdo questionou se seria possiegear p

nameros xy, Xz, ..., X, €m um vy, de forma que a cadp-upla (x;, X2, ..., Xp)

corresponde um valor definidg, e reciprocamente, para todo valor definigq

corresponde, uma e somente upajpla (x;, Xz, ..., X5) ?

Depois de anos acreditando no contrario, ele admyie a Unica possivel
resposta deveria ser afirmativa. Todo numero[0,1], pode ser escrito através de uma
Unica expanséo decinfal

x=a1i+a2i+...+avi+...

10 102 10V
Se for considerado um ponkonum espaco de dimens@osua posicao sera

determinada por:

X~ =0 i.f.a i-}- +0a iq-
0 pl 10 p.2 102 PV 10V

4”0 mesmo tipo de escrita decimal utilizada na provda cardinalidade dos Reais
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Cantor considerou entdo um uUnico ponto:

(1) Y =Bt +By Byt

e criou a correspondéncia com um mapeamento deicg emy atraves de
quatro equacoes:
O1n =B(n-1p+1
0o n =Bn-1p+2
Ogn =Bn-1p+o
Opn =Bn-1p+p
Além disso, esse processo era reversivel. Dado alar y expresso sob sua

escrita decimal infinita, bastava alterar os tersi@®quacao (1) para se encontrap as

variaveis independentes, .

Cantor ficou tdo impressionado com a riqgueza do syuge descoberta havia
revelado no dominio dos numeros reais, que em @ma a Dedekind, enviada em 25
de junho de 1877 ele disse:

“what wonderful power there is in the ordinary rdedtional
and irrational) numbers, since one is in a positimndetermine
uniquely, with a single coordinate, the elementa ptdimensional

continuos spacé*®

Porém, Dedekind percebeu um erro na primeira pdev@antor e escreveu em
22 de junho de 1877 para avisa-lo. A fim de ewuliaas representacées de um mesmo
valor x, ndo poderia ser permitida nenhuma reptaséan que, apés um determinado
digito, se sucedesse uma seqiéncia de zeros. Gasario um namerx da seguinte
forma teria duas representacoes:

x = 3,00000... oux = 2,999999...

8 “que poder maravilhoso ha nos nimeros (racionais ieracionais) reais ordinarios, desde que em

uma posicdo para determinar unicamente, com uma Uice coordenada, os elementos d@ -
dimensbes espacos continuos.”
Dauben — opus cit. Cantor to Dedekind (1937), 34.
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A Unica excecdo da restricdo acima era a represeni@o proprio zero. De
acordo com essas condi¢coes, 0 mapeamento de @aatoecessariamente incompleto.
Considerando meramente o caso de duas dimensOes, xpa 04,05,...,0y,... €
Xo =B1,B2,.-,By,... O 'y correspondente no mapeamento de Cantor seria:
y =01,B1,02,B2...Qy,By--.

Contudo, caso y tivesse uma representacdo sob a forma:
y=0a1,B1,02,B5...,0y,By,0,By+1,.0,By+2.,0,... seria inadmissivel, pois seria decomposta
em: X; =04,05,...,0,,000,... € Xy =B1,B2,....Ry.... ONdeX; estaria fora das condi¢bes
assumidas.

Cantor percebeu seu erro e mandou um postal camtedcom Dedekind
avisando:*Unfortunately your objection is entirely correctortunatelly it affects only
de proff, not the conclusidff. Dois dias depois ele estava pronto para repapan\a,
mas foi forcado a admitir que a simplicidade da gpwava anterior teria de ser
sacrificada neste processo. Sua nova prova era lengnais complicada, mas tinha

esperancas que depois de estabelecido o teorempaddda eventualmente simplifica-

la, como se pode ver no trecho a seguir:

“On a postcard which | sent you yesterday | ackremlgked the
gap you found in my proff, and also remarked thaml in a position to
fill it, even though | cannot help expressing ataer regret that the
matter cannot be resolved without more complicateassideration, this
however is the nature of the subject and | mussalenmyself; perhaps
later it will turn out that the error in that prof€an be avoided more

easily than it is possible for me to do at pregéfit.

49 “Infelizmente sua objecdo esta inteiramente corretafelizmente afeta somente de prova, nédo a
concluséao.”

Dauben, opus cit. Cantor / Dedekind (1937), 28

0 “Em um cartéio postal que eu lhe enviei ontem onde eaconheci a lacuna que vocé encontrou em
minha prova, e também observei que eu estou em urpasi¢cdo para corrigi-la, mesmo que eu nao

pudesse deixar de expressar um determinado pesar & problema ndo pode ser resolvido sem
consideragfes mais complicadas, isto, entretantanétural nesse caso e eu devo consolar-me; talvez

mais tarde perceba-se que aquele erro na prova paig ser evitado mais facilmente do que eu fui
capaz de fazer no presente.”

Dauben, opus cit. Cantor /Dedekind (1937), 29.
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Apés fazer as alteracdes necessarias e respoedsaauestdo, Cantor percebeu
que a forma como os matematicos usualmente defiaidimensao estava inadequada.
Ele reconheceu que ele, assim como todo o restEntociedade matematica, tinha
assumido por todo tempo que os elementos de ungaspatinuo n-dimensional eram
determinados por n coordenadas reais independdfiee® todo o restante tomavam
isso como uma verdade matematica que nao necesdiggwrova e influenciado por sua
descoberta atacou: “that all philosophical or matdgcal deduction which make use of
that erroneous assumption, are inadmissitie.”

Dedekind o congratulou pelo resultado, mas com a#firgnacOes feitas por
Cantor ficou realmente apreensivo. Para ele, Cam@o deveria desmerecer
indistintamente qualquer trabalho, fosse filosofmo matematico, que assumisse a
invariancia da dimensdo. Com medo de Cantor anunse@us resultados
prematuramente e da repercussao de suas implicasEsveu para Cantor em 2 de
julho de 1877, desestimulando a publicacdo de ssultado, por ser, de certa forma,

extremamente provocativo. O ultimo paragrafo deatta dizia:

“lI hope | have expressed myself clearly enoughptiet of my
writing is only to request that you not polemicizgenly against the
universal beliefs of dimension theory, heretofoeddhrue, without first

giving my objections a thorough consideratio.”

Esse resultado de Cantor, assim como 0s anterierastotalmente contra-
intuitivo e mais uma vez era oposto a “crenca’edig. Cantor ndo se cansava de
desafiar as aparéncias, e sempre objetivava eac@nésséncia de seu objeto de estudo.
Por ndo se satisfazer com a simples aparénciacdeaas” a obra de Cantor € tao rica e

surpreendente.

1 “que toda a deducdo filoséfica ou matematica que emggam essa Suposicdo errénea, é

inadmissivel.”
Dauben, opus cit. Cantor /Dedekind (1937), 34.

2 “Ey espero que tenha me expressado de maneira céap bastante, o objetivo da minha carta é
somente pedir que vocé ndo polemize abertamente eecontro & opinido universal sobre as teorias
da dimenséo, sem antes levar minhas objecdes em sideracdo.”

Dauben, opus cit. Cantor /Dedekind (1937), 38.
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A frase que melhor define a sensacgéo de quem w@mlecer seus resultados
€ a que foi dita por Cantor, ao se surpreender @@ue ele mesmo havia provado ao
estudar as dimensdes:

“ Je le vois, mais je ne le crois pa3
Carta de Cantor para Dedekind em 29 de junho dé.187

®3 Famosa frase gue é conhecida em portugués como: ¥gmas néo acredito!



59

3.5 — O Conjunto Ternario de Cantor

“The Cantor set is an instructively simple examplea fractal,
demonstrating that our geometrical intuitions absptice (even such simple
spaces as the unit interval) can fail to captureclmwf the deep structure
inherent in those very intuitions™

Math Academy Online™

O Conjunto Ternario de Cantor, conhecido tambématguins como Conjunto
Fractal de Cantor, ou também como Poeira de Cantion dos maiores desafios para a
intuicdo. Este € um exemplo que contraria ainda msiaparéncias, surpreendendo até
0S que ja conhecem os exemplos anteriores. Suaidaga de romper a barreira do

sensivel é Gnica e é o que faz desse exemplo umaissnteressantes

7

Este conjunto é construido a partir do segmento rgpeesenta o intervalo

fechado [0,1]. Este segmento é dividido em trédeparguais dando origem aos

é
intervalos com extremos enm,%,g,l. E retirado o intervalo abertoE,g[que
representa o segmento do meio, ficando com osdois tergos extremos. Repete-se
entdo o mesmo procedimento com cada um dos segn@Estiantes, sempre retirando
fora o terco médio de cada divisdo. Os quatro setpaeaestantes sofrerdo 0 mesmo
processo de divisao e retirada do terco meédio, @arnidem a oito segmentos cada vez
menores. Este processo deve ser repetido contimi@rtes infinitum”, de maneira que

0 que resta em seu limite é o Conjunto TernariGaletor.

% O Conjunto de Cantor é um instrutivo exemplo simple de um fractal, demonstrando que nossas
intuicdes geométricas sobre o espaco (mesmo espagiagples como o intervalo d& unidade) podem
falhar ao capturar muito da profunda estrutura inerente a nossa intuicéo.

O desenvolvimento do texto sobre o Conjunto de Camt é baseado no texto escrito pelo
Professor Ricardo Kubrusly encontrado em sua homegge que consta na bibliografia.
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0 1
0 1/3 2/3 1
00— 1/9 2/ 1/c 213 719 8/

Neste processo infinito de construcédo do conjurdo foi retirado o intervalo
aberto do meio da divisdo, pode-se observar qupoasos extremos dos diversos
segmentos obtidos em qualquer etapa da construc@mgjunto de Cantor (como por
exemplo: 0,1,1/3,2/3,1/9,2/9,7/9,8/9,...), esta@mpre presentes até o fim, pertencendo
portanto ao Conjunto de Cantor propriamente ditapEsar de serem tirados infinitos
pontos (mais que iSso, pois ao se retirar os segsa@d meio, retiram-se infinitos
intervalos, cada um contendo um infinito ndo-endwver de pontos), restam ainda
assim esses infinitos pontos (pois em cada etapgeraumais pontos e sao infinitas

etapas) dos extremos.

Porém, retirar tantos infinitos pontos e aindamasgermanecer com infinitos
pontos ndo é a maior das surpresas que esse @n@serva. Como foi visto, restar
infinitos pontos € muito vago, uma vez que existemmanhos” distintos de infinitos. A

questado é: Qual a cardinalidade do Conjunto dedCant
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3.5.1 — A cardinalidade do Conjunto Ternario de Cator

“The conclusion is inescapable: once we removelalse intervals, the
number of points remaining is no less than the remale started with>

Math Academy Online™

E possivel mostrar, que a cardinalidade do Conjdiemario de Cantor é a
mesma do segmento [0,1] e portanto da reta, ambsarinfinitos pontos que sao

retirados do segmento durante a sua construcao.

Para isso, deve-se recordar que todo numero temesanda infinita (como foi
feito na demonstracao sobre a cardinalidade dantmgos nimeros Reais) e que isso

pode ser feito em qualquer base.

Diferente da maneira como foi procedida a demogé&tralos reais, desta vez os
nameros desse intervalo ndo seréo escritos nalbag®mo de costume e sim na base
2. O processo inicia-se pelo primeiro nivel da toigéo, o intervalo [0,1] propriamente
dito, que sera associado a " 0,". Nas etapas deguindigito O serd associado ao
segmento anterior (a esquerda) ao segmento reéraddigito 1 ao segmento posterior

(a direita) ao retirado, como mostra a figura aiseg

0,
( 1
0 _1 " _1
01 01 01 _ 01
0101 0101 0101 0101

% “A conclusdo ndo deixa dividas: uma vez que nés rem@nos todos aqueles intervalos, o nimero
de pontos restantes é nada menos do que o nimeranco qual nés comegamos.”
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Desta forma, cada sub-intervalo utilizado na caigsiv do conjunto estara sendo
associado a um numero real entre zero e um, eseribmse 2 (pois s6 foram utilizados
os algarismos 0 e 1 para escrevé-lo). Essa as8ociaea acima entre cada segmento
da construcdo do conjunto de Cantor e os digitasu QL cria uma infinidade de
sequéncias infinitas do tipo; & & ag &...onde cadagy assume somente o valor de 0
ou 1. Essas sequéncias apontam ( i. é. tem conite)linprecisamente, para 0s pontos
remanescentes do processo de divisdo ternariagjspara os elementos do proprio

conjunto de Cantor.

Portanto, as sequéncias infinitas criadas sdotdeataescritas infinitas na base
dois dos nameros reais entre zero e um. Esta pomdéncia € biunivoca, pois qualquer
sequéncia do tipo,0ay & &g &..., onde cada®, assume somente o valor de 0 ou 1,

representa (na base dois) um Unico numero realneadeira analoga, qualquer nimero
real entre zero e um é representado por uma seagiténtbém desse tipo. Portanto, o
Conjunto Ternério de Cantor, assim como o Conjwids NUmeros Reais, € nao

enumeravel.

Como foi dito, a obra de Cantor é um paraiso denpl@s que contrariam as
percepcdes. Quanto mais se conhece, mais se eneargan, isso ainda ndo € nada se
comparado a mais um surpreendente aspecto desgmtoora analise do que foi

retirado.

Ao somar o que se retira em cada etapa (o “comptoheo que foi retirado)
obtem-se:
1 .1 1 1 & 20

—+2—+4—+8.—+... = -
3 9 27 81 ~ 3
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Esse somatorio pode ser calculado como a somatanfie uma progressao
geométricd’ de razdo menor do que 1 e cujo valor é igual a 1.

Portanto, ao contrario do que se espera, depoisodatrucdo completa do
conjunto de Cantor (no limite), é possivel perceher o comprimento da soma do tudo

que foi retirado é igual a 1, ou seja, o tudo qustie no inicio.

Agora, para a surpresa maior pode-se concluir qugowjunto Ternario de
Cantor, possui simultaneamente duas propriedagiesotmesmo namero de pontos do
segmento [0,1], e por outro lado, toda a parteadsd tem também a mesma medida do
segmento original, o que parece ser completameoéraclitorio. Ao julgar pelo
sensivel, jamais seria admitido tal fato, onde wet@rminada “quantidade” inicial de
pontos ao ser subtraida de uma quantidade detagnahho resulte no mesmo valor que

havia inicialmente.

“ O tudo que se tinha é igual ao tanto que se eetjue € 0 mesmo que

restou.”

Ricardo Kubrusly

1
3 -1,

a
5" Como a soma da PG infinita é dada po{L entéo:
-q

1-<
3
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Conclusao

“H4, portanto, que desconfiar dos sentidos e damusportunidade a razao
como 6rgao da constituicdo do verdadeiro conhectmén
Fonseca, M.J.M.

A questéo de haver ou ndo um abismo entre aparéresgéncia ja permeou
grandes discussdes e foi analisada por grandessnoorao Kant, por exemplo. Alguns
créem gque ha uma correspondéncia direta entre pagleamos perceber e a realidade do
objeto de observacédo, mas para outros séo duas ¢otalmente distintas.

O homem pode se satisfazer com a resposta queaaoiezrvacao das coisas
Ihe fornece, mas o que vemos € que o0 que motiwmslgomo Cantor, € a investigacao
real sejam dos objetos ou fendbmenos, através da,razo levando em consideracdo
apenas seus julgamentos precipitados baseadossapesaa forma de “ver” as coisas.

O grande diferencial da obra de Cantor, foi just@ameua capacidade de ir
além do senso comum, da opinido formada por asabksibjetivas, baseadas em
percepcdes, no sensivel. Cantor buscou a ess@simibas por mais contraditorio que
pudesse parecer, ndo se deixando influenciar pal@@te controvérsia entre a coisa em
Si e a sua representacao para nos. Por este mmiotanta dificuldade e enfrentou
tanta oposicédo. Antes dele s6 havia o infinito poid, que surgia através de processos
de divisbes (como os presentes nos Paradoxos dm/Zpar exemplo) ou através de
conjuntos ou sequéncias que convergissem parainitanfporém como se o infinito
fosse algo inalcancavel. Cantor trouxe o infinitargp perto, chegou ao conceito de
infinito atual, estudando as cardinalidades dogucos e criando os transfinitos e toda
a sua aritmética. O infinito que antes era tdoadist tornou-se real. Cantor era
realmente um homem a frente do seu tempo e pofdstambém tao incompreendido.

Cultivou inimigos e teve de enfrentar as idéiasseovadoras de mentes que
nao eram capazes de enxergar de forma puramenteaiase deixando cegar por sua
propria visdo. Os sentidos, a intuicdo, as apaén@ram seus inimigos silenciosos,
inimigos estes que ndo emudeciam seus opositoregrde e 0sso. Foi dificil enfrentar
Kronecker e outros tantos matematicos que iam &s#u trabalho. Para eles, Cantor

era uma ameaca aos conceitos ja estabelecidosmgsiava coisas que sO a ele
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interessavam ser vistas. Estava tudo muito bono@stava, ndo era interessante surgir
alguém desestabilizando o sistema e influenciaodens com suas idéias inovadoras e
revolucionarias. Cantor quebrou todos os paradigmaocou a todos com suas
revelacdes. Para lutar contra concepc¢des enraipadasto tempo era necessaria muita
coragem e também confianga no que se esta fazendo.

Cantor descobriu a verdade por detras das apaséma@aou toda a Teoria de
Conjuntos. Se a matematica € ou nao descoberta,caisa é certa: Cantor superou
muitos obstaculos. Se por um lado alguns consideramatematica como descoberta,
realmente podemos ver Cantor como um grande igaektr que descobriu verdades
jamais imaginadas, tamanha contradicdo com o nsessivel. Para os que vém a
matematica como invencdo, podemos considerar Caoino um dos maiores génios,
criando toda uma nova matematica, abrindo as pdgasm paraiso que nem mesmo
Hilbert suportaria perdgt

Talvez uma das maiores lutas de Cantor tenha ®doraldele mesmo. Ele
proprio era pego incapaz de absorver o que haiadarEra incapaz de acreditar no
que ele racionalmente concluia, pois no seu intm extremamente contraditorio.
Mesmo sendo demonstrado matematicamente por gdei@ralguns de seus resultados
eram absurdos até mesmo para seu “criador”. Era lutaainterna, pois seu lado
sensivel apontava um caminho, em acordo com o s&Emsom, mas seu lado racional,
mostrava através de argumentos ldgicos irrefutduems caminho completamente
oposto. Nao restam duvidas, um dos grandes deski@antor era vencer sua propria
fé sobre as coisas as quais investigava, e esfiéacoartamente deve ter colaborado
para sua instabilidade mental. Ninguém haveria asgr impune por tal experiéncia
audaciosa.

Inegavelmente, essa constante contradicdo entrgpagéreia e esséncia
presente ao longo de toda a carreira de Cantorgéeofaz de sua obra algo téo
magnifico e original. Muitos se surpreendem e seatm grandes admiradores de
Cantor apOs ter o prazer de conhecer seu trabRiw@m, ndo acredito que sejam

habilidade matematica ou raciocinio l6gico querodgm tdo especial. O que realmente

%8 Uma referéncia a famosa frase de Hilbert usou pareebater os ataques feitos aos trabalhos de

Cantor: “ninguém nos expulsaria do paraiso que Geagy Cantor abriu para nés” (Aczel, p.103).
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fascina é a sua capacidade de ndo se deixar eenpezante a forca da aparéncia, mas
sim investigar racionalmente sua verdadeira essépar mais paradoxal que possa
parecer. Sua genialidade é ainda maior, pois etgiados se acomodavam perante a
aparéncia, para ele isto ndo era o suficiente neetetoda uma estrutura conservadora
estabelecida, para se aproximar da verdade intdndas coisas, por mais pedregoso

gue fosse seu caminho.

“O homem pode chegar, pela razdo, a verdades dervabsoluto. Isso
porque o homem nao esta limitado ao conhecimergdatos. Conhece também
0 nexo necessario, conhece a razdo que constiess&ncia dos mesmos; e
conhece a relacdo essencial entre eles.”

Descartes
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APENDICE 1: Cortes de Dedekind

Usualmente, o conceito de numeros irracionaisrédorzido atraves da idéia de
buscar encontrar a diagonal de um quadrado deitadd a um. Esse é o exemplo
classico, que para gebmetras como Eudoxo e Eucj@eeria suficiente para narrar o
surgimento dos irracionais. Todavia, Dedekind n&osatisfaz com este tipo de
explicacéo e deixa isto bem explicito no prefa@aedu livro “The Nature and Meaning
of Numbers”. Para Euclides e Eudoxo o problema daionais esta ligado a
magnitudes geométricas, como areas e volumes,ex@amplo. Porém, Dedekind
pretende resolver isto sem a geometria e paraitgsza a analise.

Primeiro, € necessario esclarecer que antes dekiddde Cantor ndo existia
tecnicamente a Reta Real, somente a Reta Num@gtieaDedekind costumava chamar
de L (Line), e € como usarei nos proximos paragrafo

Ja se sabia que L era densa e ordenada e quessfagbassociar a cada numero
racional um Unico ponto em L, porém sabia-se quecgroca ndo seria verdadeira e
gue nem todo ponto de L poderia ser associado Ragional, devido ao fato de L ser
continua e o Conjunto dos NUmeros Racionais naoDssta forma, restam infinitos

pontos de L (como se fossem “buracos” na Reta)rgigecorrespondem a nenhum

Racional (com&/2, o classico exemplo da diagonal do quadrado deua).

Hoje, todos sabem que esses numeros que faltavam qoanpletar estes
“buracos” da reta sdo os irracionais, porém, naqieehpo ninguém era capaz de defini-
los diretamente. Entdo, ao se questionar sobre ® epatamente garantiria a
continuidade da reta, foi que surgiu realmente ta Real e com Cantor, se estabeleceu
gue o conjunto de todos os NUumeros Reais formanbi@mm.

Dedekind trabalha com a Reta Numeérica e o concitécorte” e a primeira
pergunta que costuma surgir a quem esteja anatisamgicio de seu método €: como
gue através do “corte” da Reta Numérica, que éddarapenas de nimeros racionais, é
possivel definir os niUmeros irracionais, que s&@erdadeiro segredo da continuidade?

Em “Continuity and Irrational Numbers” (que é untigo conhecido como
surpreendentemente simples de se entender em @@ipa maioria dos outros artigos

matematicos), Dedekind chega a ironizar pedindaudeas por sua idéia de“corte”ser
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tdo dbvia e segue afirmando: “A maioria dos meiterks ficard muito desapontado ao
perceber como é simples o segredo da continuidaglsara revelado.”

Para iniciar seu método, Dedekind comeca (utilivamdato da Reta Numérica
ser ordenada) pegando um ponto para fazer o “cbeafividindo L em duas partes, as
duas mutuamente exclusivas e com um numero infitgtpontos. O lado esquerdo ele
chama deA e o lado direito d8, onde todos 0s numeros racionaiBd&io maiores que
0os racionais emA. Desta forma, unindo o conjuntd ao conjuntoB, obtem-se
novamente todos os niumeros racionais.

Portanto, ao dividir os infinitos nUmeros raciorgis dois conjuntoé e B cujos
elementod pertencentes ao conjunBosao maiores que 0s elemensodo conjuntoA,
pode-se perceber que, com relacdo a esses confuetBsterem ou ndo um maior ou
menor elemento, sO existem trés possibilidadesirgra seria do conjuntd possuir
um element@’ que fosse o0 maior do conjunto (como por exemploasm do corte ser
feito de forma queéA contenha todos 0s racionais menores ou iguaig 8 2ontenha
todos os racionais estritamente maiores que 2).edurgda possibilidade seria do
conjuntoB possuir um elementy’ que fosse o menor do conjunto (como no caso em
gue o conjuntoA € o que contem todos os racionais estritamenterazaque 2). A
terceira e ultima possibilidade é a que ndao ha meor membro de\, nem menor

membro deB.?

! No inglés usa-se o termacut, porém o termo original, utilizado por Dedekind éo verbo

geschnitten.

% N&o existem outras possibilidades além dessas ti@gresentadas, poisA ndo pode ter um menor
elemento (por compreender um intervalo decs ao ponto onde foi feito o corte), da mesma forma
que B também ndo pode possuir um maior elemento (por cqmeender um intervalo que vai do
ponto onde foi feito o corte a &). Além disso, nao é possivel também nenhuma poshkitade onde

houvesse simultaneamente uma’ que fosseo maior elemento deA e um b’que fosse o menor

elemento deB. (se isso fosse possivel, poderia ser construidm miimero racional , que por

ser ao mesmo tempo maior qua’ e menor queb’, ndo seria nem membro dé\, nem deB; o que

contraria a hipétese inicial deA e B juntos conteremtodosos niimeros racionais.)
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Para essa terceira possibilidade, Dedekind da cexempld um corte sendo
feito de forma que o conjuntA contenha todos as racionais negativos e todos 0s
racionais positivox tal quex >< 2, eB contenha todos os racionais positixasl que
x 2> 2. A prova é feita através de reducéo ao abserdomeca assumindo que existe
um racionalx que corresponde a terceira possibilidade de cariio se esseexiste,
pela definicdox ndo pertence ao conjunfo(x ndo é nem o maior, nem qualquer outro
elemento deéA\, devendo consequentemente estarBpmL_ogo, todo niumero maior do
quex (pode ser chamado dé) deveria, por definicdo estar én o que significa que
(x")? deve ser > 2. Se para algurg possivel produzir uxi > x, onde £)?< 2, havera
contradicdo na suposicéo inicial gué racional.

Para que isso seja possivel € definido arbitrammdenum nimero positivop =

(2 -x9), e definido unx* = (“ij'
Dai tira-se a primeira igualdade:(x+)2: [X+—pJ2 (D

2 2
onde (x+—J = x2+&+f—6. Como, por definicdox > 1, entdox’ >x. Logo,

2 2 2 (1)
Portanto é encontrada a desigualdade:| x? d PP e X PP
2 16 2 16

Reduzindo ao mesmo denominador o segundo membrigudidade tem-se:

[16x2 +8x2p+ p?

6 J Pela definicég = (2 -X°), entdo é possivel substitufr = (2 — p)

_ _ 2
obtendo [16(2 p)+€i(62 p)p+p J Desenvolvendo esse membro €& obtido:

30 real exemplo de Dedekind em “Continuity and Irraional Numbers” é mais abstrato, pois ele

gueria que a sua prova fosse mais geral, para moair que existem infinitos “cortes” que ndo séo

produzidos por nimeros racionais.
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32-16p+(16-8p)p+p’ |_(32-16p+16p-8p° +p? |_(32-7p? | _ o T 2
16 16 16 6" )

cujo valor serd sempre maior que 2, uma vez quegforicdo p > 0.
Unindo este ultimo passo a primeira equacao #@desigualdade (ll), encontra-

se )2 < (2 _% sz < 2. Aplicando a propriedade da transitividadeobse X*)* < 2,

que é justamente 0 que seria necessario para daetra afirmacao inicial que o corte

corresponde a um namero racional. Q.E.D.
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APENDICE 2: Os 23 Problemas de Hilbert

Na conferéncia do Congresso Internacional de Mdtemde Paris, em 1900,

David Hilbert enunciou uma lista com 10 problemas ginda nao tinham tido solucéo

até entdo, e varios deles acabaram se tornando mflitentes na matematica do século

XX. Nessa conferéncia, ele publicou inicialmentemente 10 problemas e

posteriormente esta lista foi expandida para 2Blpnoas. A seguir é possivel conferir a

lista dos 23 problemas. Os primeiros 10 problemmapgstos no congresso por Hilbert
séo os de numero: 1, 2, 6, 7, 8, 13, 16, 19, 22,da lista abaixo:

Problema 1

Problema 2

Problema 3

Problema 4
Problema 5

Problema 6

Problema 7

Problema 8

Problema 9

Problema 10

Problema 11
Problema 12

Problema 13

Problema 14
Problema 15
Problema 16

Problema 17

Provar a hipétese do continuum (HC) atet @
Demonstrar a consisténcia dos axiomasgtda&tica

Pode-se provar que dois tetraedros tém o mesmmeqg(sob certas
condicdes)?

Construir todos os espacos métricosuenas)linhas sdo geodésicas
Todo grupo continuo é automaticamentgrupo diferencial?
Transformar toda a Fisica em axiomas
a® é transcendental pasa 0,1 algébrico & irracional algébrico? (ex.:
2v?)
A Hipotese de Riemann e a Conjectufaadi@bach
Achar a lei de reciprocidade mais garatodo campo de numero algébrico

Encontrar um algoritmo que determine se uma equaigdantina tem
solucéo

Classificar as formas quadréticas fictsr@e nos anéis algébricos inteiros
Estender o teorema de Kroneker pararpss nédo abelianos.

Demonstrar a impossibilidade de resolver equacéegtimo grau atraves
de funcdes de somente duas variaveis

Provar o carater finito de certos isiagecompletos de funcdes
Desenvolver bases sdélidas para o o&ouimerativo de Schubert
Desenvolver uma topologia de curvaperficies algébricas

Demonstrar que uma fungéo racional positiva podes®ita sob a forma
de soma de quadrados de func¢des racionais



Problema 18

Problema 19

Problema 20

Problema 21

Problema 22
Problema 23
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Construir um espaco euclidiano com poliedros cogrgies. Qual a maneira
mais densa de se empacotarem esferas?

Provar que o célculo de variacbes @reenecessariamente analitico

Todos os problemas variacionais com certas consligéeontorno tém
solucéao?

Prova da existéncia de equacdes diferenciais Bsdando um determinado
grupo monodrémico

Uniformizar as curvas analiticas agaefuncdes automorfas

Desenvolver um método geral de resolug&alculo de variagcdes
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APENDICE 3: A Hip6tese do Continuum

N&o se pode escrever sobre Cantor sem falar niadsg do Continuum. Apesar
de n&o estar enfocada na dissertacao, foi citajlanals vezes (por ser talvez a parte
mais marcante do trabalho de Cantor) e ndo poderiéinalizada sem uma explicagcéo
sobre a Hipotese do Continuum. Portanto a segudé s@resentada uma breve
introduc&o ao assunto.

Quando Cantor comegou a estudar as propriedad€onjointo dos Numeros
Reais, ou seja, @ontinuumda reta real; ele percebeu que este continha todos
possiveis subconjuntos dos numeros Naturais, auoseReais podem ser tidos como o
Conjunto Poténcia dos Naturais. E como a cardiadédde um Conjunto Poténcia de
um dado conjunto de n elementos é dada Pompdde-se concluir que a cardinalidade
dos Reais (chamada de c, para fazer referéndardimuum) é dada por:

o
c=2 uma vez que a cardinalidade dos naturai®e

De forma mais clara, pode-se comecar lembranddagleenimero do continuo
possui expansdo decimal infinita e que portant@doas algarismos que compdem a
parte decimal sdo necessariamente os numeros isaderd a 9, sendo que cada uma
dessas enumeravelmente infinitas posicbes € ocyp@adam e somente um desses
algarismos. Para clarear mais as coisas € pogsisshr para o sistema binario e utilizar
a base 2, escrevendo entdo todos o numeros deeatteomo uma sequénciade O e 1
(seqliéncia essa infinita e enumeravel). Portaai@ gualquer nimero dado, s6 ha duas
possibilidades para preencher cada digito: 0 o€dmo existem infinitas posi¢coes
enumeraveis que podem ser ocupadaS£8r duas etsotio@s opcoes, se pode concluir
novamente que a quantidade de niumeros do contirauo 2

Cantor percebeu que ao formar o conjunto poténciaeja o conjunto de todos
0s subconjuntos, sempre produzia um conjunto ntpiero original, de cardinalidade

mais alta. Ao contrario das outras operacfes dittas: que na matematica transfinita
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ndo alteravam o valor dos alefa potenciacdo dava origem a um infinito de maior
cardinalidade. Dando continuidade ao que havia,feita possivel obter um conjunto
formado pelo conjunto das partes do continuum e &sta cardinalidade igual 4.2
Esse processo poderia continuar indefinidamenteadangem a conjuntos cada vez
maiores. Assim, Cantor imaginou existir uma seqi@idinita de niumeros cardinais
transfinitos e pretendia nomea-los e ordena-losocaio, [y, Oy, O3z, O4...

Logo em seguida Cantor passou a se questionaveed outro numero cardinal
entre oJo e o numero cardinal do continuum. Caso ndo heeye® invés de chamar a
poténcia do continuo de “c”, seria possivel chaméé ;. Como foi visto que a

cardinalidade do continuo era dada porléc; se ¢ forl; péde-se concluir que:

2 29y,

Essa sentenca ficou conhecida como a HipéteseodtinQum e em 1908, foi
generalizada por Felix Hausdorff para que pudesseaglicada a todos os alefs da
sequéncia de Cantor, aparecendo sob a foan?aﬂzﬂ:

A Hipdtese do Continuo ficou em aberto por mugmpo e como ja foi dito,
encabecou a lista dos “Dez Problemas do século ¥e{ta por Hilbert. Apds muitos
terem se envolvido com a Hipotese do Continuo,teméando prova-la, ora refuté-la,
em 1930 um dos maiores matematicos pos fim emitatld. Kurt Godel, com apenas
26 anos, provou um dos teoremas mais polémicosstiaih, conhecido como Teorema
da Incompletude. Esse Teorema mostra basicam@aie um sistema (dentro de
determinadas condi¢des) ser consistente ele desxessaiamente ser incompleto, i.é,
h& sentencas que ndo podem ser provadas nem esfuEs$as sentencas ou afirmacgoes
sédo conhecidas como indecidiveis. Apesar de napassivel provar ser verdadeira ou
falsa, existem procedimentos, que em alguns cgsesnitem verificar se uma
afirmacdo é um indecidivel. A Hipdtese do Continutormou-se um dos maiores
exemplos de indecidivel.

1 . . . . . . . - .
Ao comparar as cardinalidades dos naturais, inteirs, racionais e algébricos pudemos averiguar

que: 0o + 0o =0o edo x Oo =0o, por exemplo. As operagbes aritméticas com 0s trsfinitos
foram definidas por Cantor, em 1883 ndaGrundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre

2 Para maiores informacées consultar: MOURA, LUCIANEDE PAIVA. Opus cit.



APENDICE 4: Galeria de fotos

Figura 1: Georg Cantor
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Figura 2: Georg Cantor

Figura 3: Duas fases de Georg Cantor
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Figura 4: Georg Cantor e sua esposa Vally Guttmann



Figura 5: Richard Dedekind

Figura 6: Richard Dedekind
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Figura 7: Kronecker

Figura 8 : Kronecker
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Figura 9: A casa de Cantor
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Figura 10: A frente da casa de Cantor
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Figura 11: A porta de entrada da casa de Cantor
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Figura 12 : Ginasio que leva o nome de Georg Cantor
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Figura 13: Placa na entrada do Ginasio

Figura 14: Busto em homenagem a Georg Cantor
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Figura 15: Placa abaixo do busto de Cantor (onde sgode observar a referéncia a Hip6tese do

Continuum e também ao que ficou conhecido como: umento Diagonal de Cantor)



Figura 16 : Rua que leva o nome de Cantor

Figura 17: Selo em homenagem a Georg Cantor
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Figura 18: Local onde se encontra a lapide de Canto



Figura 19: Lapide de Georg Cantor e sua familia.

Créditos das fotos: http://mandel0.de/cantor/cafbbos.htm e

http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathgai@ns/Cantor.html
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