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INTRODUCAO

Em linhas gerais, esta tese € um estudo do movimento, ela
apresenta a formacao do conceito atual de “movimento” e o tratamento
do movimento circular. Em particular, ela mostra como o movimento
circular veio a ser entendido como um movimento “ndo natural” o qual
um “ente” externo € necessario.

Nesta tese:

1. Mostro a participacdo do teorema da queda livre no
entendimento do movimento geral de uma massa puntual e na
elaboracao das equacoes gerais do movimento (hoje chamadas de
“equacoes de Newton”).

2. Demonstro que, uma vez estabelecida a lei para a massa
puntual, ela foi usada para o desenvolvimento da equacdo de
movimento do corpo rigido. A tese foi elaborada de acordo com o

seguinte plano:

Capitulo 1 . Resumo a concepcdo de movimento na Antigiidade
Grega. Essa concepcao foi discutida durante a Idade Média Latina e
dessa discussao surgiu a definicao de movimento aceita hoje.

O movimento perfeito era representado pela simetria do circulo.
Qualquer outro movimento, exigia um “motor” a ele continuamente
associado: corpos em movimento eram continuamente empurrados ou

puxados.

Capitulos 2 e 3. Mostro como essa simetria veio a ser
substituida pela simetria da linha reta.

Galileu Galilei formulou o Principio da Inércia no contexto de uma
discussao sobre a origem da queda dos corpos. Um dos principais
aspectos do sistema conceitual de Galileu foi a “inércia circular” que
defende que somente movimentos circulares em torno do centro da

Terra poderiam persistir sem acao de uma forca. Este Principio foi



utilizado por Galileu para justificar a possibilidade da Terra estar em
movimento. René Descartes associou a simetria da linha reta a idéia de
“perfeicao”. Porém, nenhum deles entendeu que o desvio da linha reta
exigia uma nova entidade. Christiaan Huygens, escrevendo no século
XVII, deixou registros que mostram que ele, também, pensava dessa
forma, embora tivesse elaborado e matematizado o conceito de
“tendéncia centrifuga”.

A leitura do Principio da Inércia nao exigia a postulacdo de uma
nova entidade, a forca; o principio explicava o movimento circular pela
anulacao da “tendéncia” centrifuga.

Primeiramente, entdo, abordo o tema da queda livre da forma
como foi estudado por Galileu. Mostro como o Teorema da Velocidade
Média foi usado por Galileu para resolver o problema da queda dos
corpos. Termino o capitulo fazendo um detalhado estudo de como
Huygens encontrou a expressdo matematica da forca centrifuga usando
o Teorema de Galileu para a queda livre vertical. Huygens fez uma
analogia entre a queda livre e o movimento centrifugo de um corpo em
rotacdo. Essa analogia € a base racional de entendimento do movimento
circular (seja o movimento circular propriamente, ou uma curva em um
movimento genérico). Nao significa que a idéia de associar o movimento
circular e a queda foi original de Huygens, mas ele deu um suporte
teorico a idéia que todo movimento acelerado é, em cada instante

tomado isoladamente, comparavel a uma queda livre.

Capitulos 4 e 5. Apresento as leis da Mecanica que surgiram nos
séculos XVII e XVIII. Isaac Newton, no século XVII, introduz o conceito
de “forca”; finalmente, o movimento circular exigia uma nova entidade.

As equacoes da Mecanica — para a translacao e rotacao — foram
escritas, em forma diferencial, por Leonhard Euler, no século XVIII, que,
curiosamente, as considera como um “novo principio”.

No capitulo 4 mostro que usando o Teorema de Galileu, Newton
tratou o movimento circular uniforme e apresentou no Principia a

expressao, hoje conhecida, da forca centripeta.



Clifford Truesdell observa que raramente os fisicos consideram a

equacdo L =7, onde L é o momento angular e 7o torque total exercido
pelas forcas externas em um corpo, como uma lei fundamental. Os
fisicos, em geral, entendem que essa equacao € derivada das “Equacoes
de Newton”. Porém, no Principia nao encontramos explicacoes de
sistemas dinamicos gerais para corpos rigidos [1]. D’Alembert, Euler e
outros entenderam que as equagoes nao eram suficientes para
descrever o movimento de um corpo onde partes dele seriam vinculadas
de alguma forma. Motivada por essa discussao, no capitulo 5 analiso,
minuciosamente, o estudo dos corpos rigidos feito por Euler e mostro
que, de fato, para este caso, Euler deduziu as chamadas “equacoes de

Euler”, usando as equacoes de movimento de translacao.



1. 0 LEGADO DA ANTIGUIDADE GREGA

1.1. O Movimento na Antigiiidade Grega

A filosofia que procura entender o mundo usando somente a
razdo comeca na Jonia, no século VI A.C. e possui como principais
representantes Tales e Anaximandro de Mileto. O objetivo principal de
pesquisa era a resposta para a pergunta: “De que € feito o mundo?”[2].

Essa filosofia se inicia com a fé de que, por baixo desse aparente
caos, existe algo permanentemente escondido, discernivel, se ndao pelos
sentidos, entdo pela mente. Certamente é este o espirito que se
manifesta, hoje, nas leis de conservacao de energia, da matéria, do
momento... Elas podem ser entendidas como a busca por algo que
permaneca imutavel na natureza. Embora os componentes materiais do
mundo sejam multiplos e estejam em constante fluxo de renovacédo, um
permanente elemento jaz em sua estrutura. Tales responde a pergunta
acima, dizendo ser a agua a substancia primordial que estava na base
de tudo. Para produzir a variedade de coisas que observamos, ela muda
de forma, porém, nunca é criada ou destruida. A justificativa dessa
escolha parece ser porque a “agua” aparece na natureza na forma
solida, liquida e gasosa. Aristoteles colabora afirmando que a base do
mundo precisa ser a base da vida. A agua esta presente em todas as
coisas Umidas e o nutriente de todas as coisas € timido, assim como o
sémen de todas as criaturas [2]. A dificuldade de sustentar esta idéia
era explicar como coisas como o po, por exemplo, que sao
completamente desprovidos de umidade, podem ser feitos de agua.

Anaximandro atentou para as varias oposicoes observadas no
mundo, chegando a considera-lo como sendo constituido de uma guerra
de contrarios, uma injustica que precisa ser reparada, ja que paz e
justica se assemelham. O mundo surgiu, entdo, devido a um movimento
circular em forma de redemoinho. Nesse movimento, o quente e o frio se
separam, originando o fogo e o ar. Esta primeira separacdo do quente e

do frio gerou um anel luminoso de chamas que aprisionou o ar frio.



Este anel de chamas continuou gerando outros anéis. Totalizam-se no
final trés anéis: o anel do Sol, o anel da Lua e o anel das estrelas que
giram em torno da Terra. Em seguida, separam-se o seco e o umido que
dao origem a terra e a agua no interior do primeiro circulo de fogo. O
mar € o que restou da luta do umido versus o fogo e a terra € o que
restou da luta do seco versus o fogo e o iimido. Os seres vao surgindo
devido a luta entre esses contrarios. Surgem, definitivamente, quando

um dos contrarios domina o outro.

A explicacdo dada para o fato da Terra ndo se apoiar em nada e
mesmo assim permanecer imoével no centro do universo era
simplesmente que, estando no centro, ou seja, equidistante de todos os
pontos, nao haveria nenhuma razado para que ela fosse em uma direcao
ao invés de outra.

A cosmologia da um salto tedérico importante com as idéias de
Anaximandro. Ele considera o elemento fundamental da natureza nao
mais algo que esteja ao alcance de nossos sentidos, porém algo que seja
ilimitado e indefinido: o “apeiron”. O “apeiron” ndo € nenhuma das
coisas que percebemos, mas da origem a todas elas, primeiramente a
agua, o fogo, o ar e a terra e depois todo o resto [3].

Mas, se o mundo era originalmente feito de uma substancia que
se transformou em tudo isso que vemos, qual foi a causa dele ter
iniciado essa modificacdo em toda a sua estrutura?

Parménides defende, diante disso, que movimento nao € possivel.
Nossa experiéncia sensorial nos faz perceber que tudo esta em
movimento ou em constante mudanca. Porém, tudo que
experimentamos através de nossos sentidos precisa ser interpretado
pelo intelecto, que se afasta da percepcao sensorial. Dessa forma,
acaba-se chegando a algumas conclusdes interessantes como, por
exemplo, que o ser € eterno e indestrutivel, pois se tivesse comecado em
alguma época ou em algum lugar, algo teria que existir antes dele e esse

algo seria o “nao-ser”. Como o “nao-ser” nao existe, ele nao pode ser



pensado. Ou seja, todas as mudancas que observamos no mundo nao
ocorrem. Sao os nossos sentidos que nos enganam. A realidade é
imutavel e a mudanca que percebemos € tdo somente uma grande
ilusao [4].

Muitos discordaram e se revoltaram com a idéia de Parménides,
afinal, as coisas que podemos ver e tocar precisam ser reais. Leucipo e
Democrito argumentam que o universo nao € feito de um tunico
elemento mas sim de uma infinidade deles. Cada elemento, invisivel
devido ao seu tamanho, nao pode ser dividido e foi chamado de atomo
(que significa indivisivel) [5]. Os atomos, assim, ficam imersos num
espaco vazio, o vacuo, e desta forma é oferecida uma explicacdo para a
“densidade” dos objetos. Um objeto pouco denso possui mais espaco
vazio dentro dele do que outro cuja densidade seja maior. O movimento
dos atomos no vacuo permite com que eles realizem algumas
combinacdoes e recombinacoes, fazendo com que mudancas fossem
permitidas no mundo sensorial. Porém, requerer o espaco vazio como
parte do ser e afirmar que o vacuo significa nada foge muito do que os
homens entendiam por realidade.

Empédocles considerou a matéria composta de quatro elementos
primarios qualitativamente diferentes que compodéem todas as
substancias e revelam nelas caracteristicas muito diferentes, como a
solidez, a liquidez, a volatilidade e a ardéncia sentida quando nos
aproximamos do fogo. Esses quatro elementos sao imperceptiveis e tudo
que vemos consiste numa variedade de combinacdoes em variadas
proporcoes desses elementos [4]. Pensando assim, ndo ha necessidade
de mudancas de nada que toque a realidade, pois, ela € determinada
pela existéncia de quatro elementos que sempre existiram. Empédocles
responde que ha duas causas para as modificacoes percebidas: o amor
e odio que possuem um carater moral.

Foi Pitagoras que atentou para uma ordem inerente existente na
natureza. A razao disto se encontra no fato dos exercicios espirituais da
comunidade pitagérica terem sido realizados ao som da lira de quatro

cordas (a lira tetracorde). Observou-se que o som produzido por esta lira



obedece a regras de harmonia para formar os acordes que se traduzem
em proporcoes numeéricas e, isso aparece como um tipo de revelacao
sobre a natureza do universo [2]. Os numeros também, executam um
importante papel na geometria e tudo que esta ao alcance de nossos
sentidos pode ser esbocado por formas geométricas, sendo assim, se
quisermos entender o mundo devemos estar atento para a estrutura
dos objetos observados.

Esta concepcao é a fonte de uma corrente de pensamento que
defendeu que o principal objetivo da fisica € reproduzir a natureza por
um sistema de entidades matematicas, ou seja, tudo que o homem pode
conhecer pode ser expresso por numeros. Esta corrente se estendeu aos
céus e acabou dando suporte para uma concepcdao do Cosmos como
uma estrutura de um universo fisico bem ordenado. Ou seja, a bela
harmonia evidenciada pelo movimento dos corpos celestes pode ser
definida por proporcoes numéricas e, portanto “ouvida” por nossos
olhos.

Platdo, por exemplo, abracou calorosamente este ideal pitagorico
e fundamentado em sua filosofia ele declara que, para detectarmos, na
confusa irregularidade do movimento dos planetasi, o sistema
matematico ideal do movimento circular uniforme, que representa a
verdade, devemos compreender que tudo o que percebemos sao
somente copias imperfeitas ou imitacoes de uma forma ideal.

Este recurso a metafisica idealista foi de profunda importancia
para o avanco da ciéncia. Os materialistas gregos ndo teriam como
investigar cientificamente suas hipodoteses sobre a natureza,
principalmente o Cosmos. Assim, a teoria dos movimentos celestes
circulares funcionava como uma “muleta” sobre a qual os astronomos
se apoiavam para fazer seus calculos preditivos [6].

Somente para fazer o desfecho desta idéia, cabe dizer que o
esquema metafisico exposto no Timeu de Platdo baseava-se em algumas

colocacoes como a de que tudo o que é racional € harmonico e de que o

' Essa irregularidade é resultado dos movimentos da Terra, de rotacdo em relagdo ao seu eixo (que €
inclinado em relagdo ao seu plano de 6rbita) e em relagcdo ao Sol.



movimento perfeitamente harmoénico é o circular. Ou seja, o movimento
circular era resultado da harmonia e beleza que era inerente a tudo que

fosse racional.

1.2. A Formacao do Conceito do Movimento

1.2.1. A Concepcao Aristotélica do Movimento e a Critica

Medieval

A Filosofia Natural Aristotélica € muitas vezes conhecida como a
Fisica do senso comum por ser o tipo de Fisica que parece dirigir-se a
qualquer pessoa que use a sua inteligéncia nata sem ter adquirido
qualquer conhecimento dos modernos principios da dinadmica: a Fisica
em que a maior parte das pessoas acredita intuitivamente e baseia o
seu raciocinio sobre a natureza. Trata-se de uma Fisica particularmente
adaptada a idéia da Terra em repouso. Para situarmos com maior
precisdao onde comecou esta “velha fisica”, basta dizer que Aristoteles
nasceu em 384 a.C., era discipulo de Platao, viveu na Grécia e foi um
personagem importantissimo no desenvolvimento do pensamento
cientifico: a Filosofia Natural européia medieval foi uma critica direta ao
pensamento de Aristoteles [7].

Varias mudancas ocorreram na transicdo da fisica aristotélica
para a fisica newtoniana. Analisando a histéria vemos que a forma de
descrever a realidade sofreu varias mutacdes ao longo dos anos. Porém,
o fato mais significante para o presente contexto foi a mudanca da
explicacao dada a respeito do movimento dos corpos por Aristoteles e,
quase dois mil anos depois, por Newton .

Para melhor compreendermos esta mudanca, temos que entender
bem a Filosofia Natural de Aristoteles e um bom inicio & partir do
conceito criado por ele, de causa. A natureza foi entdo interpretada
admitindo quatro tipos diferentes de causa: a material, a formal, a
eficiente e a final. A matéria é a causa material dos seres ou aquilo de

que a coisa € feita, € a possibilidade de adquirir certa estrutura (a



matéria de uma cadeira € a madeira, por exemplo). A forma é a causa
formal dos seres (a cadeira € a forma da madeira), ndo se tratando
porém de um mero agregado de caracteristicas e sim de um principio
definindo uma estrutura interna. Olhando o mundo em que vivemos
observamos, porém, que as coisas mudam, se transformam. Citando
classicos exemplos aristotélicos, o bloco de marmore se transforma em
estatua, a semente em arvore e a lagarta em borboleta. O principio de
todas estas mudancas € a matéria, ou seja, a mudanca na forma existe
porque é da natureza da matéria alterar-se. Mas em vista do que tudo
muda? Como Aristoteles explica toda a transformacado que nos vemos
nas coisas, nas plantas e nos homens? Para entendé-la, temos que
compreender agora o que sdo as causas eficiente e final.

A causa eficiente € o instrumento para a mudanca, porém, para
que ela opere, algo mais é requerido além da mera causa instrumental.
Todo ser, muda ou move-se porque precisa realizar plenamente a sua
esséncia. Muda, porque aspira a perfeicao. Podemos dizer, assim, que a
matéria mutavel ou um corpo em movimento € uma imperfeicao em
busca da perfeicao. Desta forma, para a causa eficiente operar precisa
de uma causa final e a finalidade da mudanca é fazer com que o corpo
adquira sua forma perfeita e imutavel. Ora, a pergunta que sucede
diante desta explicacao € inevitavel: como o corpo sabe quando chega ao
seu estado imutavel e perfeito? Para responder a esta pergunta temos
que voltar a causa formal. Sera a forma que determinara o acabamento
da esséncia do ser.

As causas agem entdo, conjuntamente, na filosofia aristotélica.
Aristoteles define movimento como qualquer transicdo entre o ser em
poténcia e o ser atuali. Isso pode se referir, por exemplo, a semente que
se desenvolve porque carrega a esséncia, ou melhor, o potencial de se
tornar futuramente uma arvore. Aristoteles associa a este conceito as
quatro causas mencionadas anteriormente, com a consequéncia que

movimento ou transicdo s6 podera acontecer devido a um encontro

"Algo é dito ser em poténcia quando pode se transformar em outra coisa (exemplo: um feto em um
homem) e em ato quando representa sua forma atual, naquele momento.



num espaco de um agente que causara esta mudanca com aquilo que é
movido. No caso do movimento local “tudo o que move € movido por
alguma coisa” e isso € contrario a lei da inércia hoje aceita.

Fundamental para entender a forma de interpretar a natureza de
Aristoteles era o principio de que ha quatro elementos fundamentais:
ar, terra, fogo e agua. A cada elemento era atribuido um movimento
natural, um lugar natural e duas de quatro qualidades primarias
fundamentais: quente ou frio, imido ou seco. Por exemplo, a terra € fria
e seca e o ar € quente e umido. Para cada um dos quatro elementos
mencionados havia um lugar natural. Para os corpos pesados, por
exemplo, este lugar seria o centro do Universo; para a agua, o ar € o
fogo, o lugar natural seria esferas concéntricas com a Terra, com raios
crescentes nessa ordem. Aristoteles atribuiu a propriedade de ser leve
ou pesado nos demais corpos encontrados na natureza a proporcao dos
quatro elementos fundamentais presentes em cada um deles. Qual €,
perguntou ele, o movimento natural deste ou daquele objeto? E
respondeu que, se o objeto for pesado, o seu movimento natural sera
reto para baixo, ao passo que se € leve, o seu movimento natural sera
reto para cima. Entdo, o movimento natural de qualquer corpo terrestre
€ retilineo, para cima ou para baixo, ao longo da vertical que passa pelo
centro da Terra. Fora do seu lugar natural, o corpo é “ser em poténcia”
e sO é ser atual em seu lugar natural, onde fica em repouso, por nao
haver necessidade de mover-se.

No mundo em que vivemos, no entanto, observamos outros tipos
de movimento, além desses ditos naturais. Por exemplo, quando
lancamos horizontalmente uma pedra , um corpo qualquer sendo girado
preso a uma corda, um pedaco de ferro subindo... Tais movimentos
foram chamados por Aristételes de violentos, ou seja, contrario a
natureza do corpo e s6 ocorre quando uma “forca” (algo violento) é
impressa e mantém o deslocamento observado. Assim, como ja
mencionado acima, uma pedra atada numa corda pode ser levantada e
girada. Ela estara sujeita a um movimento violento nessa situacao. No

momento em que a pedra se desvencilhar da corda, iniciara a sua

10



queda em movimento natural tendendo a se deslocar em direcdo ao seu
lugar natural.

Com os movimentos terrestres tdo bem explicados restava
explicar outro tipo de movimento bem visivel para qualquer um aqui na
Terra: o movimento dos corpos celestes, como o dos planetas, o das
estrelas e o do Sol. Para comecar, ele afirmou que esses corpos nao sao
constituidos pelos mesmos quatro elementos que constituem os corpos
terrestres mas por um quinto elemento ou éter. Ou seja, o mundo
supralunar € constituido de uma matéria muito especial, muito pura e
incorruptivel. Ja a matéria de que é constituida o mundo sublunar se
inclina para esta incorruptibilidade e é devido a esta inclinacdo que
vemos tantas transformacoes na natureza .

Baseado em observacdoes apenas, concluiu-se que o0s corpos
celestes se movem em torno da Terra em uma trajetoria circular. Os
astros nascem a leste e se pdem a oeste, parecendo percorrer um arco
de circulo no céu. Tendo isso como realidade, Aristoteles considera,
assim, que o movimento natural de um corpo composto de éter s6 pode
ser circular, tal como o movimento retilineo ascendente ou descendente
para um corpo terrestre. Ha, no entanto uma caracteristica
determinante no movimento dos corpos celestes: ele € uma perene
repeticdo e ndo uma transicdo como 0s que observamos nos corpos
terrestres. Como justificar agora este movimento, esta imperecivel
repeticio de um corpo cuja matéria é considerada tado austera?
Mantendo a coeréncia de sua filosofia concluimos de anteméao que se ha
movimento &€ porque esses corpos tém potencialidades .

Aristoteles aceita um modelo para o Universo, um Cosmo finito,
constituido da Terra, imovel, no centro do Universo e de sete esferas em
torno dela, uma para cada planeta: Mercurio, Vénus, Sol (considerado
um planeta), Marte, Jupiter, Saturno e, finalmente a esfera das estrelas.
A esfera das estrelas arrasta as outras esferas ao movimento e, baseado
no axioma de que tudo que se move é movido por um motor, um
primeiro motor imoével - ou deus - do universo faz-se necessario. A

esfera das estrelas se move assim, por um amor a perfeicdo ao Primum
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Mobile que sendo imovel nada deseja pois nada lhe falta, ou seja,
possui a felicidade plena e tdo desejada por todos os outros seres do
universo.

Em resumo, o universo, segundo Aristoteles e seus seguidores,
estaria dividido em duas regioes distintas: a sublunar e a supra-lunar.
Tudo o que se encontrasse abaixo da Lua seria submetido ao
envelhecimento, a desintegracdo. Os movimentos terrestres
obedeceriam a leis teleologicas, cada corpo devendo ocupar uma
posicao privilegiada onde ficaria em repouso. Se resolvermos tira-lo do
repouso teremos que aplicar uma “forca” sobre ele e cessada a aplicacao
desta “forca”, ele buscara novamente sua imobilidade. Os corpos
celestes, ao contrario, teriam movimentos regulares, produzidos por
amor ao Primum Mobbile. No “De Caelo”, Aristoteles justifica o fato do
movimento natural dos corpos celestes ser circular e dos corpos
terrestres ser considerado retilineo. O circulo é considerado uma figura
perfeita, primorosa. E a figura geométrica que se fecha sobre si mesma
e permite a eternidade do movimento sobre ela. Uma reta ou uma linha
infinita ndo possui esta perficiéncia por nao ter um limite, um fim. Visto
assim, o movimento dos corpos celestes s6 poderia ser o circular pois a
eternidade € uma qualidade fortemente associada ao Primum Mobile.
Complementando toda esta explicacao de uma forma muito confortante,
dizemos que se tudo no céu se move circularmente se move em relacao
a um centro em repouso. Neste centro estd a Terra. Neste centro
estamos nos.

Entao, vejamos como Aristoteles justificava qualquer movimento:
no caso dos corpos celestes como ja dito, o movimento acontecia devido
a presenca de um espirito, ou melhor, do Primum Mébile. Para os corpos
terrestres podemos dizer que os seres vivos se movimentam pela
presenca da alma e para objetos em geral pela presenca de um agente
movedor. Em qualquer situacdo, sua maxima “tudo o que move é
movido” se justifica, seja o movimento natural ou violento, circular ou

retilineo.

12



Para compreender, finalmente, a contribuicao de Aristoteles para
a fisica precisamos examinar a lei basica do movimento proposta por
ele. Em uma leitura anacronica, essa lei pode ser expressa pela
afirmacdo que a razdo da distancia percorrida pelo tempo gasto é
diretamente proporcional ao “poder motivo” (motor conjunctus) e
inversamente proporcional a resisténcia; chamando a “forca” ou “poder
motivo” de F, a resisténcia de R, a distancia de s, o tempo de t e k

uma constante que dependa da unidade escolhida, a lei de Aristoteles

. . F . .
pode ser escrita da seguinte forma: = =k—. Cabe dizer, que o proprio

~ |

Aristoteles nao escreveu esse resultado sob forma de equacao,
escrevemos desta forma, pois, estamos usando o processo moderno de
exprimir tais relacoes.

Aristoteles propds uma condicdo para esta formula: para haver
movimento, € necessario que a “forca” seja maior que a “resisténcia”.
Antes de analisarmos seu raciocinio cabe observar que os termos
“forca”, e “velocidade” nao podem ser entendidos em seu sentido
moderno: “velocidade” nao era concebida como uma taxa diferencial de
deslocamento em cada parte infinitesimal do tempo gasto neste
deslocamento. Interpretava-se “t” como o tempo total gasto no
movimento todo e “s” como a distancia total percorrida pelo corpo no
tempo “t’. Ou seja, a “velocidade” era vista como “rapidez”. Forca, por
sua vez, designava uma simples tendéncia natural de queda.

Acima de tudo, havia um problema filoséfico: como explicar o
movimento natural levando em consideracdo o motor conjunctus? O fato
dele ter associado o peso do corpo com o motor conjunctus ou o “poder
motivo” nao quer dizer que ele tenha pensado o peso com uma forca da
gravidade, como ela € entendida nos tempos modernos. Forca da
gravidade implica acdo a distancia e isso era inaceitavel para ele, pois,
contradizia seu principio basico de movimento, a dizer, que precisamos
de um motor conjunctus permanentemente em contato com o corpo
movente. Para explicar o lancamento de projéteis, por exemplo, ele

atribuiu ao meio a capacidade de empurrar o corpo. Durante o
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arremesso de um objeto justificamos que ele se move porque ha uma
pessoa que esta se esforcando para lanca-lo interagindo diretamente
com ele. Porém, cessado este contato o objeto permanece em
movimento. Como justificar agora este movimento se “tudo que move é
movido por alguma coisa” A resposta para esta pergunta € bem
curiosa: durante o periodo que a pessoa esta arremessando o projétil,
ela transfere sua funcao de motor conjunctus para uma camada do meio.
Esta camada por sua vez, da posse deste poder ira continuar movendo
este projétil da seguinte forma: suponhamos que o corpo seja lancado
horizontalmente no ar. A camada de ar, empurrada para frente pelo
objeto imediatamente o contorna para preencher o vazio criado por ele
na parte de tras, impulsionando o objeto para frente. Paralelamente a
este processo, da mesma maneira que a pessoa o fez, a camada de ar
ira transferir seu poder motivo a camada de ar seguinte e assim
sucessivamente. Entdo, em todo ponto de sua trajetoria o projétil
encontrara o motor conjunctus necessario para manté-lo em movimento.
Este poder, no entanto, se enfraquece a cada transferéncia chegando o
momento em que acaba completamente, ou seja, a ultima camada do
meio desta série de transferéncias ficara em repouso. Neste instante, o
projétil, na auséncia de algo que o impulsione, ira realizar seu
movimento natural. Destarte, o meio para Aristoteles possui dois papéis
contraditorios entre si: ele era responsavel por manter o movimento de
um corpo que se movia através dele e ao mesmo tempo possuia
qualidades que resistiam ao movimento.

Aqui voltamos ao ponto ja mencionado anteriormente: a
impossibilidade imposta pela lei de Aristoteles da existéncia de um
movimento no vacuo. No vacuo, o corpo nao teria nada para continuar
projetando-o para frente. Além disso, no vacuo ndo ha lugar natural,
pois, as regides seriam iguais entre si, assim nao haveria razado para um
corpo parar num lugar ao invés de outro uma vez que tivesse sido
colocado em movimento ja que, como ja mencionado, o que faz um
corpo mover € sua busca ao seu lugar natural. O que torna o

argumento contra o vacuo mais interessante foi o fato de Aristoteles ter
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enunciado a Lei da Inércia, tal como ela € nos dias de hoje, para

descarta-la a seguir [8].

Além disso, ninguém poderia dizer porque algo uma vez colocado em
movimento deveria parar em algum lugar; pois por que deveria parar
aqui ao invés de ali? De modo que uma coisa ou estara em repouso

ou devera mover ad infinitum, ao menos que algo mais poderoso se

coloque em seu caminho.

Como o ar resiste ao movimento, se for retirado de um ambiente
por completo, um corpo poderia permanecer em repouso, porque nao
haveria nada para impulsiona-lo para frente, ou, se ele estivesse em
movimento, teria que ter a mesma velocidade para sempre. Como isso
era impossivel para Aristoételes, ele recusou a idéia do vacuo exatamente
por ele ter a propriedade de realizar o principio da inércia!

Que ha certa incoeréncia em alguns pontos da fisica aristotélica,
como esses ja discutidos, é fato. Porém, descobrir o erro ou apontar
com precisdo onde a sua filosofia é falsa e elaborar uma teoria que a
substitua nao foi uma tarefa facil e muito menos realizavel por uma s6
pessoa. Passamos por varias fases de questionamentos até chegar ao
que chamamos hoje de fisica moderna. Veremos agora como parte desta
construcéo foi realizada.

Hiparcos (século II A.C.), no seu trabalho intitulado “ Nos Corpos
Puxados Para Baixo por seu Peso” [7], explica o movimento de projéteis
assumindo uma outra teoria diferentemente de Aristoteles. Se, por
exemplo, jogamos uma pedra para o alto, ela sobe devido a uma forca
impressa na pedra por nos que supera a tendéncia natural de queda da
pedra. No entanto, verifica-se que, apos certo tempo, a pedra cai. Isto s6
acontece porque esta forca impressa diminui gradualmente conforme se
processa o movimento chegando ao ponto, de sua forca interna (o peso),
que age natural e de modo constante impulsionando a pedra para
baixo, superar a forca impressa. Sendo assim, Hiparcos acaba
justificando o fato da velocidade da pedra diminuir até chegar a altura

maxima e ir aumentando conforme se aproxima do chao. No inicio do
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movimento, a forca impressa € maior que o peso, por isso o corpo sobe.
Porém esta forca diminui e por esta razdo a velocidade de subida tende
a diminuir. O corpo cai porque o peso supera a forca impressa e como
esta continua diminuindo, a acdo combinada dessas duas dando uma
vantagem cada vez maior ao peso, faz com que a velocidade de queda
aumente.

No final do século V e inicio do século VI, foi feita uma das mais
importantes criticas a fisica de Aristoteles atacando o ponto de vista,
por ele defendido, sobre o papel desempenhado pela resisténcia do meio

no movimento. Filopono rejeitou de forma clara a idéia que existe por de

tras da lei de Aristoteles z = k> . A critica de Filopono € muito simples
t

em relacdo a esta idéia: se tivermos uma certa distancia a ser
percorrida, precisaremos de algum tempo para fazé-lo [7]. E claro que,
se esse espaco estiver preenchido de agua, levaremos mais tempo do
que se ele estivesse ocupado somente com ar. Quanto mais rarefeito for
o ar, menos tempo levaremos ainda e, seguindo a logica imposta por
este raciocinio tdo claro, no vacuo o movimento se dara no tempo mais
curto possivel. Se quisermos colocar tudo isso numa notacdo moderna,
podemos escrever F — R = k s/t. Vejamos entdo a idéia subtendida nisto
tudo: o movimento no vacuo, onde a resisténcia é nula, torna-se
possivel e corpos com pesos diferentes cairiam no vacuo ndo mais com
a mesma velocidade, como afirmou Aristoteles para em seguida negar a
sua existéncia, e sim com velocidades proporcionais a causa eficiente,
ou seja, o proprio peso do corpo.

Desta forma, Filopono também se opds a paradoxal idéia que o
meio apresentava duas funcoes: a de resistir e sustentar o movimento
de um projétil. Ele foi bastante claro ao questionar a antiperistasis e a

necessidade do meio para que haja movimento [9]:

Além disso, como pode esse ar, durante tal giro, evitar dispersar-se
no espaco, mas precisamente impingir na extremidade entalhada de

uma flecha, e novamente empurrar a flecha em frente e aderir a ela?

Tal visao é completamente incrivel e beira o fantastico.
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A critica de Filopono é muito pertinente e ele a faz utilizando um
excelente exemplo: se colocarmos uma minuscula pedra em cima de
algo e fizermos com que o ar que a rodeie entre em movimento e a
impulsione, poderemos até vé-la se mover, no entanto, de uma forma
muito diferente da prevista pela filosofia aristotélica e num tempo muito
menor. Entdo, como explicar o movimento de um projétil uma vez tendo
sido abandonado pelo seu projetor? Neste ponto Filopono assume que
algum poder incorporeo (uma “forca”) é transmitido pelo projetor no
momento do lancamento. Deixa claro, porém, que esta forca diminui ao
longo do translado devido a dois fatores: um atribuido ao proprio meio,
ou seja, quanto mais denso mais rapido ela desaparecera, o outro
devido a um processo natural que ocorre mesmo que o movimento
aconteca no vacuo. Uma forca impressa que diminui mesmo no vacuo
nega um movimento eterno. Todo movimento tem um fim, mesmo que
nenhuma forca externa atue sobre ele.

Quase cinco séculos depois, Avicenna concordou em parte com a
explicacao de Filopono, porém modificou de forma essencial sua idéia.
Ao afirmar que o projétil recebe do movedor um mail, que é aquilo que
€ percebido pelos sentidos como algo que existe no corpo apoés ter sido
lancado e que resiste a mudanca de seu estado de movimento, em nada
altera o conceito da forca impressa. O requinte do pensamento de
Avicenna foi asseverar que aquilo que o projétil recebe do projetor nao
acaba se o movimento se der no vacuo. Esta idéia se aproxima muito da
vis inertia de Newton tdo bem esclarecida na sua primeira lei; porém é
muito curioso que Avicenna, assim como Aristoteles, nega o vacuo
exatamente pelas conseqUiéncias inerciais que a idéia gerava. Se o mail
nao acabasse no vacuo o corpo nele se moveria eternamente e como €
impossivel na natureza um movimento perpétuo, conclui-se que o vacuo
nao existe.

No inicio do século XII surge outra critica relevante a questao
colocada por Aristételes sobre o papel desempenhado pelo meio no

movimento de corpos através dele e o fato dele ter desconsiderado
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qualquer possibilidade de movimento no vacuo. Como ja visto, Filopono
discutiu este ponto de uma forma bem diferente de Aristételes, porém
esta questdao foi colocada novamente por Avempace (1106-1138).
Avempace questiona Aristoteles por meio de um exemplo: nas esferas
celestes nao existe resisténcia, mas o movimento nao € instantaneo e
nem € a velocidade infinita, entdo, como explicar o movimento circular

[10]?

Nao ha resisténcia 1a, porque nao ha a divisdo de um meio envolvido;
o lugar do circulo é sempre o mesmo, entdo ele ndo deixa um lugar e

entra em outro, para isso o movimento circular deve ser instantaneo.

Porém, noés observamos a lentidao das estrelas. Segue entao,para
Avempace, que a lei de Aristoteles é falsa.

A principal refutacao sobre a fisica de Avempace foi feita por
Averroes (1126-1198). Através dele o trabalho de Avempace foi
conhecido pelas grandes referéncias e criticas que sempre fez em seu
comentario sobre a fisica de Aristoteles. Averroes questiona a
suposicdo de Avempace que o meio € um impedimento para o
movimento natural de um corpo. Se pensarmos assim, todos os corpos
se movem de uma forma nao-natural ja que todos se movem num
determinado meio. Ora, definir o natural como algo que nunca acontece
parece, no minimo, um absurdo. Esta objecdo parece percorrer a
historia da filosofia. O “natural” € aquilo que € real ou deveriamos
acreditar que as idéias que nos permitem fazer uma analise inteligivel

dos fatos exibem a verdadeira realidade?

1.2.2. O impeto

John Buridan (1300-13358) resolve alguns problemas pendentes

com sua inovadora idéia: o impeto.

Consequientemente, parece a mim que ha de se dizer que o motor ao

mover um corpo movente (corpo em movimento) imprime nele
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um determinado impeto ou determinada for¢ca motriz do corpo
movente. (tal impeto age) no sentido para o qual o poder movia o
corpo movente tanto para cima, quanto para baixo, ou lateralmente

ou circularmente. (italico meu)

Essa idéia nao seria a mesma da “forca impressa” de Hiparcos?
Nao, por uma diferenca essencial: a forca impressa dura somente um
certo tempo enquanto o impeto tem uma natureza permanente. Mas
também ja vimos algo parecido com Avicenna! O mail que o projétil
recebe do projetor também nao acaba. Nao estariamos repetindo o
passado? Para esclarecer todas estas questoes e mostrar que Buridan
acrescenta e muito na historia da fisica com sua idéia do impeto, vamos
aprofundar nossa explicacao.

O impeto tem uma definicao quantitativa. Ele € proporcional a
quantidade de matéria (massa) do objeto e rapidez com que ele se move

[11].

E, pela mesma quantidade que o motor move o corpo movente, ele
imprime (no corpo) um impeto mais forte. Entdo, por igual
quantidade a mais de matéria, o corpo recebe mais impeto e mais
intensamente.... E entdo se madeira leve e ferro pesado de mesmo
volume e mesma forma sdao movidos com mesma velocidade por um
projetor, o ferro se movera mais longe, porque foi impresso nele um
impeto mais intenso, o qual ndo é tado rapidamente corrompido

como o impeto menor seria.

Quando Buridan usa a rotacdo de um moinho para exemplificar o
que ele quer dizer com o impeto, ele acaba se distanciando do conceito
de inércia. Um moinho colocado a girar, dependendo de sua velocidade
e de seu tamanho, resistira a cessar seu movimento, quanto mais leve
mais tempo levara para parar. Se for abolido qualquer tipo de
resisténcia ele girara eternamente. Este € o caso do movimento dos
corpos celestes. Deus os colocou em movimento no inicio da criacao e,
como eles se movem livres de qualquer tipo de resisténcia, o impeto

dado a eles para que eles se movessem duraria eternamente. Ele iguala,
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entdo, o caso da rotacdo dos corpos celestes com um corpo
movimentando-se com uma velocidade constante em linha reta. Vemos
que ele entende, intuitivamente pelo menos, que um impeto é
necessario para que haja uma mudanca na rapidez com que o corpo se
movimente. Ao mesmo tempo que este exemplo o faz distanciar do
conceito de Inércia, tal como € entendido e aceito hoje, ele faz com que
Buridan chegue num ponto nunca antes chegado. Buridan chega até a
porta que o levaria, se aberta, ao lugar encontrado por Newton; a chave
que usou, infelizmente, nao serviu.

Usando a chave errada, Buridan usa o impeto para justificar a
impossibilidade de rotacao da Terra. Ao lancar um corpo para o alto,
mesmo que consideremos que ele seja carregado por uma atmosfera que
gire com a Terra, o impeto venceria este deslocamento lateral de ar a
ponto de fazer com que o corpo caia num ponto diferente do qual foi
lancado verticalmente. Ele mesmo, curiosamente, acaba contrariando o
principio da Inércial

O impeto de Buridan € mais ainda respeitado e discutido pelo
fato de explicar a aceleracdo de queda livre dos corpos na superficie da
Terra. Um corpo que caisse somente pela influéncia da gravidade
estaria, de acordo com os principios aristotélicos, caindo com uma
“velocidade” constante. Buridan trata a gravidade como uma forca
aceleradora cujo efeito € adicionar porcoes de impeto em cima daquelas
ja adquiridas. Assim, o impeto total vai se acumulando através do
tempo, e como a forca da gravidade é capaz de atuar cinematicamente
sobre o corpo e sua “massa” permanece a mesma , concluimos que a
velocidade aumenta durante o processo de queda e numa taxa
constante porque a gravidade nao muda. Uma outra vez Buridan se
encontra diante da porta que foi aberta por Newton quase 400 anos
depois e parece, desta vez, ter olhado pelo buraco da fechadura para ver
o que havia do outro lado: supor que o efeito da forca, como a
gravidade, € produzir incrementos de impeto e um aumento de

velocidade é associar forca com aceleracao!
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1.2.3. Os Mertonianos

William de Ockham define o movimento de um modo diferente de
Aristoteles. Ele enunciou um principio epistemologico conhecido hoje
como “Navalha de Ockham”. Este principio enuncia que “€ futil usar
mais entidades para explicar alguma coisa se for possivel usar menos”
[7]. Ao pensar desta forma, Ockham mostra uma maneira diferente da
aristotélica de definir o movimento. Quando acreditamos que “tudo que
move € movido por alguma coisa”, somos tentados a fundir a cinematica
com a dinamica. Descrever o movimento implica em justifica-lo.
Eliminando entidades aristotélicas como lugar natural, corpo pesado,
corpo leve e nao se preocupando com as causas do movimento, Ockham
passa a descrevé-lo como mero deslocamento do corpo num certo

intervalo de tempo [7].

(...) € claro que movimento local é para ser concebido como se
segue: Afirmando que o corpo estd num lugar, depois em outro
lugar, assim procedendo sem qualquer repouso ou qualquer coisa
intermediaria, além do préprio corpo, nés temos movimento local,

verdadeiramente. Portanto, é fiitil postular outras tais coisas.

Ao afirmar que movimento nao requer uma causa, nem do meio nem
de uma forca impressa, a ponto de, ironicamente, se dizer surpreso
com a idéia de que a nossa mao teria algum poder pelo simples fato de
estar em contato com uma pedra ao lanca-la [7]; entdo o movimento
uma vez existindo pode ser eterno. Suas idéias foram extremamente
frutiferas e influenciaram varios outros pensadores. Eliminada a causa
do movimento desenvolveu-se, no Colégio de Merton, o que chamamos
hoje de cinematica. Importantes contribuicoes feitas pelos mertonianos

foram [12]:

1. Uma clara distincao entre descricdo do movimento e causa do
movimento. Obviamente isso decorre da definicao de movimento

dada por Ockham.
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2. A definicao de velocidade (no sentido de “rapidez” ou de
“vagarosidade”) como deslocamento no tempo e a conceitualizacao
de velocidade instantanea.

3. A definicao de aceleragcdo como variacao da velocidade no tempo.

4. A consideracdo de movimentos uniformes e movimentos
uniformemente acelerados. Tracaram graficos v x t desses
movimentos e entenderam que as distancias percorridas nesses
movimentos sado dadas, respectivamente, pelas dreas do retangulo
e do triangulo, formados pelo conjunto das ordenadas
(velocidade).

5. A formulacao e demonstracao do Teorema da Velocidade Média.

O ponto de partida dos Mertonianos foi um problema que ja era
discutido pelos escolasticos e que os Mertonianos trataram de uma
forma extremamente frutifera que pode ser entendido com a seguinte
pergunta [4]: o que acontece quando um corpo se torna mais quente,
uma superficie mais iluminada, um ser humano mais justo, € muito
diferente do que acontece quando duas quantidades se somam como
um copo que se enche de agua porque colocamos mais agua dentro
dele? Para resolver o problema consideraram duas grandezas:
intensidade e extensado de qualidade. A intensidade € medida por graus,
e a extensao € uma linha imaginaria. O problema consiste em saber
como o grau da intensidade varia ao percorrer a linha da extensao [12].

Penha Maria mostra, numa frase deleitavel, o grande passo dado
pelos Mertonianos rumo a um progresso cientifico [12]: “Uma felicidade
na Historia da Fisica foi terem concebido o movimento como uma
qualidade: O grau € a velocidade instantanea e a extensdo, o tempo,
embora se saiba que, durante muitos anos, Galileu usou a distancia ao

invés do tempo.”
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2. A LEI DA INERCIA

2.1. Galileu e a Inércia Circular

Verificamos, no capitulo anterior, que a idéia de Aristoteles sobre
movimento ndo passou sem criticas na Idade Média. Essas criticas
prepararam o saldo para Galileu trazer a baila suas contribuicoes. Ao
final do espetaculo apresentado pelo filosofo, verificamos uma extrema
originalidade em seus argumentos, embora ele se apresente como
medieval em muitas de suas idéias. Observamos, com Galileu, como os
padrdoes gerais do pensamento de uma época podem influenciar o
avanco cientifico. O apego aos circulos para orbitas planetarias fez com
que ele concebesse o principio da inércia também para os corpos em
rotacao e, se acreditarmos que a lei da inércia nao € s6 um detalhe no
novo mundo, mas um dos fundamentos que suportam as partes mais
essenciais do sistema, entdo, ela constituira um importante elemento
na transicao da ciéncia antiga e medieval para a fisica classica.
Vejamos, entdo, como Galileu contribuiu para esta importante mudanca
e por que ele € unanimemente considerado o precursor da lei da inércia.

Na Primeira Jornada de seu livro Didlogo Entre os Dois principais
Sistemas do Mundo: O Ptolomaico e o Corpenicanoii, Galileu afirma a
unidade entre eventos sublunares e supralunares, contrariando a tese
aristotélica que divide o universo e que elabora, para cada parte, uma
explicacao para os fendmenos observados. Galileu admite que [13] “o
mundo é um corpo dotado de todas as dimensodes e, por isso mesmo,

perfeitissimo” e que

i No sistema de Ptolomeu os corpos do universo se encontravam na seguinte ordem: Terra, Lua,
Merctrio, Vénus, Sol, Marte, Jupiter, Saturno e a esfera das estrelas fixas. Este sistema mantinha o
chamado “axioma platonico” segundo o qual todas as aparéncias celestes, isto €, o movimento observado
dos planetas, deve ser explicado por movimentos circulares uniformes ou pela combinagdo desses
movimentos.

O sistema de Copérnico, tinha como hipéteses fundamentais a centralidade do Sol e a dos
movimentos da Terra. A superioridade em relagdo ao sistema ptolomaico vinha da solugdo simples que
proporcionava ao problema da retrogradagdo dos planetas. Apesar de sua novidade, os recursos
conceituais de Copérnico eram bastante tradicionais pois também mantinham o “axioma platdnico” da
circularidade. Neste sistema os corpos do universo estdo dispostos na seguinte ordem: Sol, Merctrio,
Vénus, Terra, Marte, Japiter, Saturno e a esfera das estrelas fixas.
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(-..) estabelecido, portanto, este principio, pode-se imediatamente
concluir que, se os corpos integrais do mundo devem ser por sua
natureza moveis, é impossivel que seus movimentos sejam retilineos,

ou diferentemente dos circulares.

Isso, de modo algum, se aplica somente aos corpos celestiais,
como era defendido por Aristoteles. Os argumentos de Galileu sdo muito
proximos a concepcao tradicional do movimento circular, como eram os
de Copérnico, porque estdao baseados na idéia de que o movimento
circular é simples e natural, ndo requerendo justificacoées. De fato, em
De revolutionibus (As Revolucoes dos Orbes Terrestres) [14], Copérnico

defende o primado do movimento circular, dizendo que:

Por isso é que o movimento de um corpo simples é simples (isto se
verifica particularmente no movimento circular), dado que o corpo
simples permanece no seu lugar natural e na sua unidade. Quando
esta neste lugar, ndo pode ter nenhum outro movimento, exceto o
circular, pois que o corpo simples permanece totalmente em si

mesmo COmo um COrpo €m repouso.

Ja Galileu afirma que [15] :

(-..) os movimentos locais sdo de trés géneros, ou seja, circular, reto,
e misto do reto e do circular; aos dois primeiros chama simples,
porque de todas as linhas, somente a circular e a reta sdo simples.
E a partir daqui, restringindo-se um tanto, define novamente que
dos movimentos simples um € o circulo, ou seja, aquele que se faz
em torno do meio, e o outro, é o reto para cima e para baixo, ou
seja, para cima aquele que parte do meio, para baixo aquele que vai

para o meio.

O movimento reto €, por natureza, infinito, pois a linha reta é
infinita e indeterminada; é, pois, impossivel que um movel tenha por
natureza o principio de mover-se pela linha reta, ou seja, para onde é

impossivel chegar, inexistindo um término predeterminado. Isto mostra
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[4], que Galileu, assim como Copérnico, entendia o Universo como
Platao e Aristoteles e os pensadores medievais: como uma esfera finita,
porém nao mais com a Terra ocupando o centro e sim o Sol. Ora, como
o movimento perpétuo em linha reta e um mundo finito sao idéias
incompativeis, havendo qualquer suspeita de um movimento que
persevere num mesmo estado, este movimento s6 pode ser circular.

E oportuno ressaltar que Galileu entendia o movimento circular

como um movimento nao acelerado, pois [16]

Este sendo um movimento que faz com que o mével sempre parta do
término e sempre chegue ao término, pode, em primeiro lugar,
somente ele ser uniforme: a aceleracao do movimento acontece no
movel quando ele se dirige para o término ao qual tem inclinagao, e o
retardamento acontece pela aversdo que ele tem de sair e afastar-se
do mesmo término; e porque no movimento circular o mével sempre

parte de términos naturais, e sempre se move para o mesmo (...).

Entender que ha uma aceleracao no movimento circular uniforme
foi uma dificilima lapidacao feita por Huygens e Newton, nas idéias
preciosas de seus predecessores.

Ha varias passagens na Segunda Jornada do Didlogo que
sustentam existir em Galileu um “principio da inércia circular”. Este
livro é escrito em forma de um dialogo entre trés personagens: Salviati
(que representa Galileu), Simplicio (que representa o pensamento
comum) e Sagredo (um leigo inteligente que, & claro, sera sempre
convencido por Salviati). O objetivo de Galileu ao introduzir a idéia de
uma “inércia circular” €& justificar a possibilidade do movimento da
Terra. De fato, todos argumentos contra a rotacdo da Terra eram devido
a caréncia do entendimento da inércia. Como, numa Terra em rotacao
um corpo cairia como se a Terra estivesse em repouso?

Fundamental para a resposta de Galileu as objecoes contra a
possibilidade do movimento de rotacdo da Terra foi o entendimento do
principio da relatividade do movimento ja enunciado por Copérnico no

De Revolutionibus. De forma geral, o principio nos diz que [17]
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Toda mudanca de posicdo que se vé ou é devida ao movimento da
coisa observada, ou do observador, ou obviamente de um ou de
outro. Na verdade, entre objetos que se movem igualmente na
mesma direcdo, ndo se nota qualquer movimento, isto é, entre a

coisa observada e o observador.

Sendo assim, Galileu nos diz que [18]:

Seja, portanto, o principio da nossa contemplacdo o considerar que
qualquer movimento que seja atribuido a Terra, € necessario que
para noés, como habitantes daquela e conseqientemente participes

do mesmo, ele fique totalmente imperceptivel ( ... ) .

Galileu, ao apoiar todo o seu discurso no principio da relatividade
usado por Copérnico, afasta-se, definitivamente, da concepcao
aristotélica do movimento que estabelecia uma diferenca ontolégica
entre repouso e movimento. Para Aristoteles, o movimento sempre
estava intimamente ligado a constituicdo interna desse corpo e dela
dependia. De fato, se consideramos que, para um corpo existir em ato,
deve encontrar-se em repouso no seu lugar natural, o movimento € o
que um ser faz para chegar a sua atualizacado, enquanto esta ainda nao
foi alcancada; lembrando que a atualizacdo pode ser uma forma, como
no caso da semente de uma planta ou um lugar, como no caso do
movimento local. Ou seja, o movimento, em qualquer ocasido, implicava
uma verdadeira mudanca que de modo algum, nem mesmo para o
movimento local, seria relativa. A concepcao de Galileu, como se vé

nesta passagem, € inteiramente diferente [19]:

(-..) o movimento entanto € movimento e como ele opera, enquanto
tem relacdo com coisas que carecem dele, mas entre coisas que
participam todas igualmente dele, nada opera e € como se ele nao
fosse: e assim, as mercadorias das quais esta carregado um navio,
enquanto se movem, deixando Veneza, passam por Corfu, por
Candia, por Chipre, indo até Alepo, sendo que Veneza, Corfu, Candia

etc. ficam, nem se movem com o navio; mas para os fardos, caixas e
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outros volumes, dos quais esta carregado e repleto o navio e, com
respeito ao préprio navio, o movimento de Veneza até Soria é como
que nulo, e nada altera a relacao existente entre eles, e isto porque é

comum a todos e por todos igualmente participado (...).

Movimento e repouso passam a ser entendidos, entdo, como
conceitos complementares, ou seja, um s6 pode ser definido por
referéncia ao outro e acima de tudo, sdo estados dos corpos que nada

tem a ver com sua natureza intrinseca. Donde se conclui que [19]

(-..) tanto faz que se mova somente a Terra como todo o restante do
mundo, pois que a operacdo de tal movimento nao estd em outra
coisa que na relacdo existente entre os corpos celestes e Terra,

relacdo esta que € a Uinica a mudar.

Entretanto, por estabelecer o movimento da Terra, Galileu tem de
responder a uma critica medieval. No texto, citado a seguir, Galileu
apresenta essa critica: o navio do texto, em um mar ficticio, sem
nenhum movimento, representaria a Terra; se uma pedra fosse deixada
cair do mastro, ela nunca atingiria o pé do mastro, se o navio se
movesse sempre numa mesma direcao, pois, no tempo de queda o navio

teria movido o mastro que se distanciaria da pedra [20]:

Salviati — (...) parece-me que a experiéncia do navio esteja tdo bem
ajustada ao nosso propésito, que se deva razoavelmente acreditar
que o que se vé acontecer nela, deva acontecer no globo terrestre?
Simplicio - Até aqui pareceu-me que sim; e embora tenhais
acrescentado algumas diferencas, ndo me parecem serem suficientes
neste momento fazer-me mudar de opinido .

Salviati — Ao contrario, desejo que persevereis nela, e sustenteis
firmemente que o efeito da Terra seja correspondente aquele navio,
desde que, quando isso se descobrisse prejudicial a vossa
necessidade, nao pretendeis mudar de idéia. Vés dizeis: porque
quando um navio estd parado, a pedra cai ao pé do mastro e,
quando ele esta em movimento, a pedra cai afastada do pé, portanto,
pela conversa, da queda da pedra ao pé infere-se que o navio esta

parado, e da queda afastada deduz-se que o navio se move; e porque
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0 que acontece com o navio deve igualmente acontecer com a Terra,
por isso da queda da pedra ao pé da torre, infere-se necessariamente
a imobilidade do globo terrestre. Nao é este o vosso argumento?
Simplicio - E exatamente esse, resumido de modo a torna-lo mais
facil de ser compreendido.

Salviati — Agora dizei-me, se a pedra deixada cair de cima do
mastro, quando o navio navega com grande velocidade, caisse
precisamente no mesmo lugar do navio no qual cai quando o navio
esta parado, qual € o servico que prestariam essas quedas quanto a
assegurar-vos se o navio esta parado ou esta navegando?

Simplicio - Absolutamente nenhum: do mesmo modo que, por
exemplo, da batida de pulso néo se pode saber se alguém dorme ou
esta acordado, porque o pulso bate do mesmo modo para os que
dormem como para os que estdo despertos.

Salviati — Muito bem ! Fizeste alguma vez a experiéncia do navio?

E claro que Simplicio responde que nao! Mas a conclusao de
Salviati é outra: o movimento do navio, comum ao mastro, € também,
comum a tudo que faz ou fez parte do navio. A pedra, assim,
acompanharia o mastro e cairia a seu pé. Esse movimento contudo nao
€ notado mostrando que a experiéncia interna a um sistema mecanico
de corpos é incapaz de decidir se este sistema esta em repouso ou em
movimento. Com efeito, empregando um conceito tao preciso como o de
sistema inercial, que afirma a impossibilidade de diferenciar o repouso e
o movimento retilineo uniforme, e um conceito mais amplo de sistema
mecanico, no qual sao indistinguiveis o repouso e o movimento
uniforme, podemos considerar que Galileu esta afirmando que assim
como o navio € o sistema mecanico de todas as coisas que fazem parte
do navio e que participam de seu estado (repouso e movimento
uniforme), assim também a Terra € o sistema mecanico de todas as
coisas que estdo nela e participam de seu estado, de modo que os
observadores que pertencam a esses sistemas nado podem distinguir,
com base em experiéncias realizadas no interior dos sistemas, entre o

repouso e o movimento uniforme do sistema. Assim, agora na voz de
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Sagredo, Galileu usa o argumento incontestavel que mostra a

possibilidade da Terra em movimento [21]:

Quando, portanto, um pintor, ao partir do porto, tivesse comecado a
desenhar sobre um papel com aquela pena e continuando o
desenho até Alexandria, e tivesse podido obter do movimento da
pena uma histéria inteira com muitas figuras perfeitamente
contornadas e pontilhadas para milhares de lados, com paises,
construcodes, animais e outras coisas, ainda que todo o verdadeiro,
real e essencial movimento tracado pela ponta daquela pena nao
tivesse sido outra coisa que uma linha comprida, mas simplissima; e
quanto a proépria operacédo do pintor, teria desenhado o mesmo com
exatiddo quando o navio tivesse ficado parado. Que depois do
movimento compridissimo da pena nao fique outro vestigio que
aqueles tracos marcados sobre o papel, a causa é que o grande
movimento de Veneza a Alexandria foi comum ao papel e a pena e a
tudo aquilo que estava no navio; mas os minimos movimentos, para
frente e para tras, a direita e & esquerda, comunicado pelos dedos do
pintor a pena e ndo ao papel, por serem proprios daquela, puderam
deixar um vestigio de si mesmos sobre o papel, que ficava imével a
tais movimentos. Analogamente é verdadeiro que se movendo a
Terra, o movimento da pedra, ao cair, tera sido realmente um traco
comprido com muitas centenas e até mesmo com muitos milhares de
bracas, e se tivesse podido tracar numa area estavel ou outra
superficie o trago do seu curso, teria deixado uma linha transversal
compridissima; mas aquela | parte de todo esse movimento, que é
comum a pedra, a torre, e a nos, fica para nos insensivel e como se
nao fosse, e somente € observavel aquela parte da qual nem a torre
nem nos somos participes, que € afinal aquele movimento com o

qual a pedra caindo, mede a torre.

Posteriormente, inicia-se uma nova discussao que completa o
enunciado da lei da inércia de Galileu, antecipando, parcialmente, a
primeira lei do movimento de Newton. Trata-se de uma discussao, entre
os trés personagens, sobre o comportamento de uma esfera
primeiramente solta num plano inclinado, depois lancada para cima

sobre ele e finalmente abandonada num plano horizontal. Quando
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Salviati questiona Simplicio sobre o que ele acha que aconteceria com a
esfera nesses trés casos, Simplicio responde que, para o primeiro caso,
a esfera desceria naturalmente, aumentando a sua velocidade e, no
segundo, € preciso imprimir um movimento inicial o qual vai
continuamente enfraquecendo, até que finalmente se anula. Para uma
declividade maior sera verificada uma maior velocidade e para uma
aclividade maior observa-se que a esfera, se lancada com a mesma
“forca”, percorrera uma distancia menor. No caso de uma superficie
horizontal, ou seja, sem nenhum tipo de inclinacao, Galileu esclarece o

seu principio inercial [22]:

Simplicio - (...) Como nao existe declividade, nao pode existir uma
inclinacdo natural ao movimento e, nao existindo aclividade, nao
pode existir resisténcia a ser movido, de modo que seria indiferente a
propensao e a resisténcia ao movimento: parece-me portanto que ele
deveria ficar naturalmente em repouso (...)

Salviati — Assim acredito, quando alguém o colocasse parado; mas
se lhe fosse dado um impeto em direcdo a alguma parte, o que
aconteceria?

Simplicio - Continuaria a mover-se na direcao daquela parte.
Salviati - Mas com que espécie de movimento? Por um movimento
continuamente acelerado, como nos planos em declive, ou por um
movimento sucessivamente retardado, como nos aclives ?

Simplicio - Eu nao consigo perceber causa de aceleracdo nem de
retardamento (...)

Salviati- (...) quanto acreditais, portanto, que duraria o movimento
do moével?

Simplicio - Tanto quanto durasse o comprimento daquela superficie
que nao é nem subida, nem descida.

(--4)

Salviati - (...) Dizei-me entdo: Qual estimais que seja a razdo do
movimento espontaneo daquela bola pelo plano em declive, e do
movimento que nao se faz sem violéncia pelo plano em aclive?
Simplicio - Por que a tendéncia dos corpos pesados € a de mover-se
para o centro da Terra, e somente por violéncia para cima em direcéao
oposta; e a superficie inclinada é aquela que se aproxima do centro,

enquanto o aclive afasta-se dele.
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A passagem acima citada pode ser interpretada como formulando
um principio de conservacdo de movimento, que se aproxima muito de
duas leis fundamentais da fisica classica, a saber, a lei da inércia e a lei
de conservacdo de momento, sem ser, contudo, uma expressido exata
dessas leis. De acordo com a lei propriamente galileana de inércia, se
uma particula ficasse livre de influéncias externas - note que a
gravidade nao esta entre elas — perseveraria em movimento circular
sobre a superficie lisa da Terra, pois somente nesta superficie todos os
pontos estariam igualmente afastados do centro ndo possuindo assim,
em nenhuma parte nem aclive nem declive. Somente para pequenas
distancias o movimento poderia ser considerado retilineo.

Ha, porém, uma afirmacao feita por Salviati que parece exibir um
entendimento relativamente exato do principio da inércia. Trata-se da
discussao sobre o que ocorre, quando um projétil, apos ser girado

velozmente, ser solto pelo arremessador. Assim explica Salviati [23]:

(-..) o movimento circular do arremessador imprime no projétil o
impeto de mover-se (quando acontece que eles se separam) pela reta
tangente ao circulo do movimento no ponto da separagdo , e
continuando o movimento por esta tangente, afasta-se sempre do
arremessador; e disseste que por tal linha reta o projétil continuaria
a mover-se , quando nao lhe fosse acrescentada pelo proprio peso
uma inclinacado para baixo, da qual deriva a encurvacao da linha do

movimento.

Esta aplicacdo do conceito de gravidade no movimento de um
corpo € diferente daquela pela qual Galileu introduz o principio da
continuidade do movimento num plano horizontal, pois neste caso,
como o corpo nao tem propensao a descer ou a subir, € como se a
gravidade fosse neutralizada e o movimento circular em torno do centro,
ou seja, aquele movimento que nem o afasta nem o aproxima do centro,
parece ser considerado como perpetuando-se exatamente devido a esta

neutralizacdo da gravidade. Em suma, o efeito da gravidade € o de
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alterar o movimento que de outro modo seria retilineo para uma forma
circular.

A formulacao de Galileu possui, assim, a opacidade caracteristica
dos conceitos emergentes, porém, sera esta visdo circular da inércia que
gradualmente ira se desenvolver até a concepcao que foi formulada por

Newton.

2.2. Descartes e a Inércia Retilinea

No Principios da Filosofia, Descartes compara a sabedoria a uma
arvore que estaria presa ao dominio do ser, a realidade, por meio de
suas raizes metafisicas. O tronco da arvore seria a fisica, os ramos
representariam a mecanica, a medicina, a psicologia, a moral que, na
sua opinido, seriam as principais artes que aplicam conhecimento
cientifico. Descartes deixa perceber claramente em seu discurso que,
embora esteja voltado para as pesquisas cientificas, ndo considera que
elas bastem em si mesmas. O tronco da fisica deve ser sustentado por
raizes metafisicas. Mas, antes mesmo de plantar a “arvore da sabedoria”
era necessario que o terreno fosse preparado de modo que ela pudesse
expandir com o pleno vico da certeza, ou seja, neste terreno nao poderia
ser semeado nenhum tipo de duvida. Fazendo a sondagem de suas
proprias idéias, ele verifica que as que se referem a objetos fisicos sao
facilmente atingidas pela incerteza, ou seja, sdo instaveis e obscuras.
Porém, ha aquelas que se apresentam com grande nitidez e
estabilidade. Essas idéias claras e distintas - que significam,
respectivamente, bem compreendidas e inconfundiveis [3] - sao
concebidas por todos da mesma maneira devendo, portanto, nao serem
frutos das experiéncias dos nossos sentidos.

Descartes encontrou um método matematico geral e abstrato,
aplicando a algebra a geometria, que por si s6 ja o conceberia como um
grande génio da ciéncia. Porém, isso nao lhe bastou. Ele acreditava que
estava imbuido de uma grande tarefa intelectual, principalmente depois

dos sonhos que teve em novembro de 1619 [24]. Esta tarefa consistia
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em unificar todo o vasto campo de conhecimento com auxilio do
instrumental matematico. Acreditando que somente com a matematica
ele satisfaria seu ideal de eliminar o provavel existente nas ciéncias até
entao conhecidas, atingindo uma plena clareza das idéias, surge uma
questao: quem garante que essas idéias, embora claras e distintas,
correspondam a algo real?

Para resolver este problema, Descartes amplia a duavida ao
maximo. Passa a duvidar até mesmo daquilo que o espirito admite como
evidente espontaneamente: as idéias claras e distintas. Para tanto,
Descartes lanca mao de um artificio[24]: a hipotese do “génio maligno”
que levanta a questao do valor objetivo dos conhecimentos cientificos. E
se sob a mais absoluta certeza de estarmos certos estivéssemos
errando? Traduzindo o problema em termos epistemologicos: somos
solicitados a imaginar que um génio maligno nos engana, fazendo-nos
pensar que o mundo corpéreo existe, quando, na verdade, ele nao
existe. Em suma, ndo temos como enfrentar a duvida hiperbdlica se
contarmos apenas com nossos proprios recursos. Porém, de uma
maxima incerteza desponta uma primeira certeza: se duvidamos, €
porque pensamos. Nada fica ainda definido a respeito de uma realidade
externa, mas ha, contudo um primeiro elo na cadeia de razoes: nos
pensamos. Basta uma primeira certeza plena para que comecemos a
encadear uma ordem. Nesta altura, espoliado de tudo que pudesse
entrar no seu espirito, Descartes formula a maxima: “Penso, logo existo”
(Cogito ergo sum).

Que papel representa o cogito se nao pode funcionar como base
de conhecimento? Sera ele que impedira o retorno da duvida. Na
medida em que é estendida até sua maxima dimensao e mostra seu
tamanho ameacador, é que a duvida manifesta seu limite e pode dar
lugar a sua superacao. Algo que pode ser explicado assim: para ser
cético o sujeito tem que se empenhar na duvida cética, e Descartes usa
a existéncia dessa duvida para mostrar ao cético que afinal, existe algo
que ele nao pode duvidar, a saber, o fato de estar duvidando. Assim, a

Unica certeza que temos € da nossa existéncia como seres pensantes.
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Aplicando o critério de clareza e distincao a questao dos tipos de
coisas que percebemos, Descartes distingue duas categorias
fundamentais: o pensamento e a extensdo. Assim, € tipicamente
cartesiana a idéia de que a principal natureza de tudo que € material é
determinada por caracteristicas puramente geométricas da extensao:
matéria € aquilo que tem extensdo no espaco. Cor, cheiro, leveza,
aspereza... sdo caracteristicas subjetivas nao sujeitas a um estudo
cientifico. Além das propriedades geomeétricas, como forma e tamanho,
somente as grandezas cinematicas podem ser conhecidas e estudadas
cientificamente. Fisica, entdo, é a ciéncia dos corpos que se movem no
espaco e tal como a geometria € concebida como partes do espaco
podendo também ser deduzida de axiomas a priori.

A fisica cartesiana tem grande importancia para a historia da
ciéncia, pois, desde que o sistema aristotélico surgiu, um novo sistema
para a interpretacdo da natureza, como um todo, era apresentado,
houve uma nova formulacao da lei da inércia, um tratamento original
da inércia circular e a definicdo de quantidade de movimento. No livro
de Descartes Principios da Filosofia, publicado em 1644, encontramos
sua filosofia natural. Na parte III, encontramos a fundamentacdo da lei
da inércia em sua analise do movimento circular, um trabalho seminal
para Isaac Newton, autor do Principia que assim foi chamado para
sugerir uma modernizacao da feitura realizada por Descartes.

Descartes criou um “novo” mundo e nesse adjetivo esta a sua
visdo de entender o universo como um corpo real, pleno, desprovido de
vazios que se divide em partes que se distinguem simplesmente por
seus movimentos diferentes. No instante inicial da criacdo, Deus
conferiu movimento diferente as partes e, a partir dai, esses
movimentos passaram a ser regulados por leis da natureza, entendendo
por leis da natureza simplesmente as leis de extensdo material, ja que
no mundo de Descartes nao havia diferenca entre matéria e espaco.

Descartes apresenta trés leis da natureza. Se juntarmos a
primeira com a segunda lei, encontraremos o que se chama “lei da

inércia”. A primeira lei afirma de uma forma bem geral que nenhuma
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mudanca ocorre nas partes do espaco ou na matéria sem que uma
causa externa atue. A segunda lei disserta sobre a tendéncia de um
corpo em perseverar seu movimento, que como ja assumido na primeira
lei, € agora definido mais precisamente como uma tendéncia de
continuar a se mover em uma linha reta com a mesma velocidade.
Como justificar a prioridade da linha reta? Ele se apdia em argumentos
metafisicos [25]: no ato da criacdo do universo, Deus colocou nele
matérias com movimento e repouso. Sendo Deus perfeito, ndo ha motivo
para alterar Sua propria criacdo. Mas Deus pode fazer movimentos
circulares “eternos” e por que nao os fez nos corpos terrestres como fez
nos corpos celestes? Porque Deus age de modo a conservar o mundo do
modo exato como ele se encontrava no instante da criacao. Ora, por que
o movimento circular nao pode ser realizado no instante da criacao?
Isso acontece pelo fato de somente a reta possuir simetrias que
espelham a perfeicao de Deus, ou seja, por translacoes uniformes sobre
ela ndo podemos distinguir seus pontos. Ja o circulo precisa de trés
pontos para ser determinado e nao pode, assim, ser dado de uma so6 vez
como a reta, que € possivel ser determinada pela tangente em qualquer
um de seus pontos.

Fato interessante observado [26] € que Descartes usa a simetria
da linha reta para exaltar a perfeicdo de Deus ocupando o lugar da
(as)simetria esférica do universo de Aristoteles com a eterna rotacdo em
torno de seu eixo. Estranha a forma que os filésofos colocam para
escolhermos o universo ao qual pertencemos. Ou um alimentado pelo
amor a perfeicao do circulo ou este agora que encontra na linha reta a
prova e a beleza da criacao divina.

Entao, no universo cartesiano, a origem do movimento esta em
Deus. No comeco, Ele criou a matéria e a colocou em movimento. O que
a faz permanecer em movimento? Nada. Movimento € um estado do
corpo e como qualquer outro, ele ira continuar ao menos que algo
externo atue para modifica-lo. Numa colisdo, por exemplo, o movimento

pode ser transferido de um corpo para outro, mas ele, em si, permanece
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indestrutivel. Descartes tenta, assim, analisar o impacto em termos da
conservacao da quantidade de movimento.

Nao é surpresa, portanto, que ele foi o primeiro a insistir numa
inércia retilinea e a dizer que os corpos que se movem em circulos ou
em curvas precisam estar sob determinada causa externa (Primeira Lei)
[27]. Tais corpos, Descartes afirma, exercem constantemente uma
“tendéncia” de se afastar do centro sob o qual eles estdo girando.
Embora ele ndo tenha tentado expressar a medida quantitativa desta
tendéncia, sua demonstracdo que tal tendéncia existe foi o primeiro
passo na analise dos elementos mecanicos do movimento circular.

Apesar do movimento circular ndo representar o movimento
perfeito, para Descartes ele desempenhava um papel central em sua
filosofia com seus “vortices”™. A analise desse movimento foi uma
grande contribuicdo de Descartes para a filosofia natural. De acordo
com a primeira e a segunda lei do movimento, todo corpo que se move
tende a se mover em linha reta. Para o movimento ter uma trajetoria

circular € necessario que um outro corpo impeca o curso retilineo

v O universo de Descartes era pleno. A identidade de matéria com extensdo significava que todo
espaco precisava ser preenchido com matéria. Nao havendo nenhum espaco vazio em que o corpo
pudesse se mover como € possivel que o corpo se mova? Todo corpo que se move o faz em direcdo a um
espaco desocupado por outro corpo e tudo ocorre instantaneamente. Todas as particulas mdveis precisam
participar de um circuito fechado de outras matérias que necessariamente também se movem. Assim,
todo movimento precisa ser circular porque ele é necessario embora ndo seja natural.

A primeira conseqiiéncia da introdu¢do do movimento num pleno infinito como vemos, é que
nosso universo ¢ estabelecido por um nidmero infinito de vértices, pois para que uma parte se movesse
outras deveriam se mover também.. O que singulariza a teoria dos vdrtices € o fato dela apoiar-se nas trés
leis do movimento e no principio da conservacio da quantidade de movimento. A teoria nao sé tinha uma
base quantitativa como fornecia uma explicacdo intuitivamente plausivel da estabilidade das Orbitas
planetdrias, das marés e da natureza do peso. De imediato passa a ser uma teoria preferida, pois ofereceu
para vdrios fendmenos uma explicagdo que ndo era pior que qualquer outra visdo. Nesse universo
deverfamos ter trés tipos de matéria. O primeiro tipo, ou melhor, o primeiro elemento seria o éter. Seria
composto de particulas muito pequenas que preencheriam os espacos entre as particulas maiores, ou seja,
do segundo elemento e também do terceiro. O terceiro elemento nesse universo seria as particulas bem
maiores como os planetas. Este universo tem como centro o Sol e os planetas giram em torno dele. Os
corpos mais externos deste sistema girariam mais devagar e seriam os maiores e isso, de certa forma,
explicaria a estabilidade das drbitas dos planetas. Caso o planeta se movesse para baixo, isto é, em
direcd@o ao Sol, os corptsculos menores e mais rapidos do segundo elemento , empurrariam o planeta para
cima . Caso se movesse para cima o planeta se depararia com corptsculos maiores, que reduziriam sua
velocidade e o fariam direcionar novamente para o centro.

A gravidade também foi explicada com a teoria dos vortices. Descartes colocou um pequeno
vértice em torno da Terra , girando com o planeta e terminando na altura da Lua. Mas o que é gravidade
afinal? Como em todo movimento circular hd uma tendéncia centrifuga inerente, ela € uma defici€ncia
desta tendéncia centrifuga de forma que os corpos que a possuem sio forcados para baixo por outros
possuidores de uma tendéncia centrifuga maior.
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natural desse movimento. Ou seja, o corpo que se move num circulo
precisa ser externamente impedido. Descartes diz que existe uma
evidéncia empirica para este argumento. No Principia, a experiéncia € a
de uma pedra que gira presa a uma funda; quando a pedra deixa a
funda, ela o faz pela tangente ao circulo, mesmo que ela nao abandone
a funda a tendéncia de sair pela tangente € mostrada pelo puxao
sentido pela mao, enquanto gira a funda.

n Descartes imagina o movimento
retilineo ao longo da tangente. O movimento
ao longo da reta XG, na figura 1, pode ser
decomposto em dois outros: um, tangente ao
circulo ABF e o outro, radial. Quando uma

pedra, numa funda que se move num circulo

"6 AB, esta em A, ela tende a ir em direcdo a C,
! ao logo da tangente; como o movimento
radial é impedido pela funda, ela se
Figura 1 . .
movimenta em direcédo a B.

Em suma, movimento circular ocorre quando a componente
radial é impedida. Descartes se refere a componente radial da
velocidade como aquela [28]“cujo efeito € impedido pela funda” e a
componente tangencial como aquela “cujo efeito ndo é assim impedido”.
Para que um movimento circular ocorra nao ¢ necessario afirmar a
existéncia de uma nova entidade, como por exemplo, uma forca, em
nosso sentido; basta impedir uma tendéncia que esta naturalmente
presente; George Smith [29] denomina essa formulacao da primeira e
segunda leis de Descartes de “sentido contrapositivo da lei da inércia”.

Descartes ilustra o movimento circular com dois outros exemplos.
O primeiro [30] € o de uma formiga que se move em uma régua infinita,
que gira com o pivd em uma de suas extremidades. E possivel combinar
o movimento da formiga ao longo da régua e outro de rotacao — que a
formiga partilha com a régua — de tal modo que a formiga esteja sempre

sobre uma reta.

37



O segundo [31] exemplo € de uma bola colocada num tubo oco,

que roda com o pivd em uma de suas extremidades. A bola se move

afastando-se do centro de rotacdo. A medida que o cilindro gira, a esfera

desliza dentro dele de modo também a permanecer sempre sobre uma

linha reta.

Figura 2

O cilindro pode ser
imaginado como a linha OY
ou OP na figura 2 e a esfera,
0 ponto P. Descartes
entendeu, numa notacao

moderna, que a velocidade

uniforme em P, vy, sobre a
reta AP, € a composicao de

duas velocidades, a

velocidade radial, v,, ao

longo de OP e a velocidade tangencial, Ve, cuja direcao € tangente ao

circulo em P: vo=v,+vy.

Certos aspectos da analise feita por Descartes, certamente, foram

sugestivos para os que lhe sucederam. No caso da pedra girando presa

a uma funda, o diagrama mostra duas sucessivas posicoes da funda

depois do ponto de contato com a tangente, revelando que a distancia

radial entre o circulo e a tangente aumenta numa taxa que nao é

uniforme. Descartes assim se expressa [32]:

Eu nao tenho duvida que o movimento dessa formiga precisa ser

muito devagar no comeco e que este esforco nao pode parecer muito

grande se for medido somente no inicio do movimento; mas precisa-

se também ser dito que ndo é inteiramente nulo, e desde que ele

aumente na proporcao do efeito produzido, a rapidez se torna

rapidamente muito grande.

O esforco da formiga significa velocidade, no caso, a radial. Com a

bola dentro do tudo, Descartes € ainda mais explicito [33]:
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No primeiro instante que o tubo é girado em torno de um centro [E],
esta bola avancara lentamente em direcao a Y ; mas ela avancara um
pouco mais rapido no segundo porque em adicao a forca ( force )
comunicada a ela no primeiro instante, ela adquirira ainda uma
nova pelo novo esforco ( effort) que ela fara para se afastar do centro
[ E ], porque este esforco continua enquanto durar o movimento

circular e se renova a cada instante.

O que causa o puxao da funda é a velocidade radial que aumenta
porque uma nova velocidade é sempre adicionada a que existia no
instante imediatamente anterior - juntamente com o esforco. Nao ha
maiores detalhes como essa dinamica acontece, porém, podemos
questionar se existe algum processo mecanico pelo qual a velocidade
aumente. Quanto a isso, Richard S. Westfall [27] atenta que a tendéncia
de se afastar do centro aparentemente possui as mesmas
caracteristicas da tendéncia dos corpos pesados de cairem. Huygens
certamente se impressionou com essa similaridade, a ponto de usa-la

para fundamentar toda a sua analise do movimento circular.
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3. O MOVIMENTO CIRCULAR

3.1. A Queda dos Corpos

A falta de uma Dinamica bem fundamentada e universalmente
aceita nao impediu que, antes mesmo do Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica (Principios Matematicos da Filosofia Natural,
também chamado de Principia) sistemas dinamicos tivessem sido
corretamente descritos, como Galileu fez com a queda dos corpos na
superficie da Terra.

O Teorema da Velocidade Média ja

B havia sido formulado e demonstrado pelos

D m E mertonianos, 200 anos antes de Galileu [4].
A O teorema afirma que um corpo
v, Vm " uniformemente acelerado a partir da
velocidade inicial Vp até a velocidade final V;

0 M c ! percorre, em igual intervalo de tempo, OC,

uma distancia igual a que percorreria com

Figura 3 velocidade constante Vi, igual ao valor
médio de Vo e Vi em notacdo moderna:

V,+V, . ) . .
o :%. Eles assumiram que a area sob o grafico da velocidade

representada contra o tempo seria a distancia percorrida pelo corpo.
Assim, a area do trapézio ABCO, na figura 3, é igual a area do retangulo
DECO, pois os triangulos ADM’ e M’BE sao iguais, logo tém a mesma
area.

Galileu usou o Teorema da Velocidade Média para resolver o
problema da queda dos corpos. Galileu e os medievais ja sabiam que o
movimento de queda é uniformemente acelerado. Assim, mno livro

Discurso e Demonstragées referentes as Duas Novas Ciéncias [34]:

Proposicao II. Teorema II. Se um corpo cai do repouso em movimento
uniformemente acelerado, os espacos percorridos estdo entre si na razao

dupla dos tempos gastos nos respectivos percursos.

40



Ou seja, podemos dizer que para um corpo que cai

com movimento uniformemente variado, as

— A . . .
2 38 distancias s; e sz, percorridas, respectivamente, nos
V1 ti T . - R .
) 5 © intervalos de tempo t; e tz, obedecerdo a seguinte
t <
Va ? relacao [7]:

Velocidade 2
S (L.
Figura 4 s, t ’

- 1 .
em notacao moderna: s :Egtz. Isso € demonstrado,

usando o Teorema da Velocidade Média, por esse teorema (figura4):

Vi
dreald s _| 3 |\[6) (M) 4],
dreal23' s, |V, | \ 1, V2 ) \L
2

por semelhanca de triangulos:

logo:
Segue-se um corolario:

Em notacdo moderna: v =2gs.

3.2. Huygens e a Forca Centrifuga

Desde Galileu, no inicio do século XVII, talvez nao tenha havido
um autor que tenha tido tdo grande influéncia em Newton como
Christiaan Huygens.

O desenvolvimento de relogios foi um problema que interessou
Huygens, em toda a sua vida [35]. Em 1657 ele criou um relogio que era

regulado por um péndulo e no ano seguinte publicou Horologium, onde
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continha uma total descricdo de seus estudos e que acabou por
popularizar o relogio de péndulov. Como os estudos nédo pararam apos a
publicacdo do Horologium, houve a necessidade de uma segunda edicao
onde conteria as suas novas descobertas. Em 1673, uma obra-prima da
literatura cientifica foi, entdo, publicada sob o titulo Horologium
Oscillatorium [36]. Muito mais que uma mera descricdo sobre relogios,
este livro, dividido em cinco partes, € um verdadeiro tratado sobre
movimentos acelerados, sempre exemplificado com o péndulo do relégio
por ele inventado. Na segunda parte, sob o titulo “De la chute des graves
et de leur mouvement sur la Cycloide”, encontramos varias proposicoes
sobre queda livre, movimentos sobre planos inclinados e trajetorias

curvilineas. Huygens comeca este estudo baseado em trés hipoteses:

L Se a gravidade néo existe e se o ar ndo afeta o movimento dos
corpos, cada corpo tendo uma vez sido colocado em
movimento continuaria em linha reta com velocidade
uniforme.

II. Ora, pela acao da gravidade, de qualquer fonte que ela
provenha, os corpos mover-se-40 com um movimento
composto do movimento uniforme nesta ou naquela direcéo
e de um movimento para baixo devido a gravidade.

II1. E cada um deles pode ser considerado separadamente, sendo

que um nao interfere no outro.

Apés o estudo do relégio, Huygens listou ao final do livro, sem
provas, trinta teoremas sobre a forca centrifuga, termo criado por ele,
que indica o esforco (ou conatus) que um corpo faz para se afastar do
centro, uma vez colocado em movimento circular. Os trinta teoremas
constituem a justificacao teérica do movimento do péndulo e as provas
apareceram num trabalho, postumamente publicado [35], De Vi

Centrifuga, e algumas delas serao analisadas adiante.

¥ Galileu jd havia tentado construir um relégio de péndulo e pretendia usé-lo como crondmetro. Ambos,
Huygens e Galileu tinham a esperanca de melhorar a acurdcia das medidas astrondmicas e também tornar
possivel medir a longitude no mar. Esse problema envolveu muitos pesquisadores, na época de Huygens,
devido ao interesse pela navegacdo.
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Um dos problemas que motivou Huygens em sua pesquisa foi o
elaborado por Marin Mersenne [35]. O problema era encontrar com

maior precisdo o valor da aceleracdo da gravidade. A relacao,

modernamente escrita como s = % gt*, era muito conhecida pelas méaos

de Galileu, nos estudos de queda livre e foi a base para a analise de
Mersenne. Assim, para encontrar o valor da gravidade, Mersenne
procurou encontrar a distancia percorrida pelo corpo no primeiro
segundo de queda. Pela equacao de Galileu, o valor encontrado seria
numericamente igual & metade do valor da constante gravitacional. A
barreira encontrada por Mersenne estava justamente no fato que nao
existia uma forma precisa para medir o segundo. Cada pesquisador,

conforme a necessidade, estabelecia seu proprio cronéometro.

® O Mersenne pesquisou, entao, o]

; comprimento de um péndulo que completasse
seu balanco em um segundo para, assim, usa-
lo como crondometro. Ele tentava ajustar a

altura da qual um péndulo e um corpo sao

abandonados, ouvindo o som de ambos,

Figura S — O experimento de

an an T an an 1
Mersenne quando, tanto o corpo quanto o péndulo,

alcancassem seus obstaculos (figura J5),

simultaneamente. O péndulo tendo como limite a parede e o corpo em

queda, o chao. Desta forma, ele encontraria a distancia percorrida por

um corpo em meio segundo de queda. As dificuldades consistiam na

resisténcia do ar, na precariedade do experimento e na limitacao dos
nossos sentidos.

Foi Huygens, quem encontrou o valor da aceleracao da gravidade

com o desenvolvimento de reléogios ao achar uma equacao que

relacionasse o periodo do péndulo do relogio com o comprimento desse

péndulo e a gravidade. Colocando numa forma algébrica moderna, o

periodo de vibracdo de um péndulo pode ser expresso por T =27 L ,
8

onde L € o comprimento do péndulo e g a aceleracdao da gravidade. O
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relogio que Huygens desenvolveu, para medir a constante gravitacional,
estava teoricamente baseado na relacao, por ele observada, entre a

forca centrifuga e gravidade [37] :

O esforco para afastar do centro é, assim, um efeito constante do
movimento circular. E embora esse efeito pareca diretamente oposto
ao da gravidade... esse mesmo esforco, que os corpos circulares
fazem para se mover para longe do centro, é a causa pela qual
outros corpos movem para o mesmo centro... Assim, € nisso que o
peso dos corpos verdadeiramente consiste: do qual pode-se dizer que
esse € o esforco que a matéria fluida, que gira circularmente em
torno do centro da Terra em todas as direcdes, faz para afastar-se do
centro, e para empurrar nos seus lugares os corpos que nao

participam nesse movimento.

Essa relacao € analisada no De Vi Centrifuga.
S N D L CK B

H

E

Figura 6. De Vi Centrifuga. BEFG é um circulo vertical, com centro em A, que gira
com rotacao uniforme em torno de seu centro. Na figura da direita, por construcao,

ﬁ = EE,E, Z/B_I\:,ﬁ Z/B_]Tl , isto é, os arcos E'E,ﬁ eM_I\V sao arcos de circulo

com centro em B ; para pequenos arcos,ﬁ = BE,E = BF,ﬁ =~ BM . Além
disso, as linhas AEC, AFD ¢ AMS , ligando E,F e M ao centro, tendem, para

—_ —
pequenos arcos, para as tangentes aos arcos EK,FL e MN, de modo que

‘ER =~ EC,FL=~FDe MN = MS .

Huygens supoe uma pessoa de pé em B (figura 6) . Essa pessoa
segura um barbante, do qual pende uma esfera pequena. Se a esfera se
soltar do barbante, em B, ela se move ao longo da linha BCDH, com a
velocidade do circulo em B. Como a pessoa e a esfera tém a mesma

velocidade, as  distancias percorridas no mesmo tempo,
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respectivamente, no circulo e na linha, sao iguais. Pode-se considerar
que, no comeco do movimento, quando os arcos sSao pequenos,
enquanto a pessoa esta em E, F ,M, a esfera esta respectivamente, em

K=C, L=D, N=S. Portanto, a esfera se afasta do centro ao longo de
EC,FDe MS. Por outro lado, se a esfera ndo se soltasse e a pessoa

segurasse o barbante firmemente, enquanto a roda girasse, a tensao no
barbante seria igual ao peso, isto €, a tendéncia centrifuga seria anulada

pelo peso [38]:

Mas essa tendéncia da qual falamos é absolutamente semelhante
aquela tendéncia com a qual os corpos ponderaveis suspensos por

um fio aspiram a descer.

Consequentemente, as tendéncias centrifugas de dois corpos
desiguais que tém a mesma velocidade e se movem em circulos de
mesmo raio estdo uma para outra como “as gravidades ou quantidades

solidas desses corpos” [38]:

F, _m
- b
F, m,

onde m; e mz sao as “quantidades sélidas” e Fc; e Fe2 sdo tendéncias

centrifugas.

A . Uma idéia precursora pode ter sido
C 1 o argumento de Galileu encontrada na
y ; Segunda Jornada do Didlogo. A causa
abracada por Galileu era demonstrar a
’ possibilidade do movimento da Terra.
Um dos argumentos que ele se

B F

empenhou em combater foi o de como a

) B . Terra retém objetos, em sua superficie,
Figura 7 — Demonstracio geométrica

de  Galileu para provar a gse ela esta em rotacdo. A idéia que
impossibilidade de extrusiao
mediante a rotacdo terrestre: norteia a prova de Galileu € a seguinte:

HG/GE=AB/C ' . _
para analisar a extrusao, € preciso

comparar a tendéncia que um corpo tem de seguir pela tangente (devido
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a inércia) com a tendéncia que ele tem de cair pela secante (devido a
gravidade). Dizer que o movimento de rotacao da Terra provocaria e
extrusao € dizer que a primeira tendéncia supera a segunda e ele
acredita demonstrar, geometricamente, essa impossibilidadevi.

Comparando a figura de Huygens e a de Galileu, observamos que
ambas possuem uma linha tangente e, pelo menos, uma secante. No
desenho de Galileu, a secante representa a distdncia que um corpo
deveria retornar a superficie, caso fosse lancado devido a rotacdo da
Terra; para Huygens, a secante representa a medida da “forca”
centrifuga, tao discutida nos textos de Descartes. Enfim, Huygens
comparou a tendéncia de se afastar do centro, descrita pode Descartes,
com a tendéncia da gravidade de se aproximar do centro, estudada por
Galileu.

Huygens, entdo, apresenta algumas proposicées que, juntas,

< v?
levam a expressao moderna F, = e

PROPOSICAO |

Quando dois moéveis iguais, 1 e 2, percorrem no mesmo intervalo
de tempo circunferéncias cujos raios sao diferentes, sendo R; o raio da
menor circunferéncia e R2 o raio da maior, teremos que:

E_R
Fcfz Rz ’

sendo Fe a forca centrifuga de I e Fee a forca centrifuga de 2.

¥ Para qualquer valor AB (fig.7), arbitrariamente maior que C, uma secante FG pode ser desenhada num
dado circulo tal que a tangente HG estard para o segmento da secante GE na mesma razao que AB estard
para C. Para isso, Galileu encontra a terceira proporcional Al para AB e C, fixa G tal que FE/GE seja
equivalente a BI/AI e entdo traga a tangente ao circulo passando por G. Por constru¢do: HG/GE=AB/C.
Assim, do ponto de vista geométrico, as condi¢des para a extrusdo tornam-se infinitamente desfavordveis
quando se aproxima do ponto de tangéncia, isto porque Galileu identifica a velocidade tangencial com o
segmento da tangente GH e a velocidade para baixo com o segmento da secante GE e afirma que, por
maior que seja a velocidade tangencial de extrus@o, ou seja, por maior que seja a velocidade da Terra,
sempre serd superada pela velocidade para baixo da secante (Galilei ,G. Didlogo Entre os Dois Mdximos
Sistemas do Mundo Ptolomaico e Copernicano, traduzido para o portugués Pablo Rubén Mariconda,
Discurso Editorial/ Imprensa Oficial, Sao Paulo ,p249, 2004).
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Demonstracao:

Como ja visto anteriormente, DF e EG
(figura 8) sao consideradas como as distancias

percorridas devido as forcas centrifugas que

atuariam nos pontos E e D. Como os triangulos

ABF e ACG sao semelhantes, podemos escrever:

AF _ B
AG AC

Figura 8

(equacao 1)

AF-AD AG-AE _FD GE _FD AD AD =R,
= = —=—"=——=——, mas
AD AE AD AE GE AE AE =R,

Além disso, pela queda livre:

1 >
F Egmt

E

)
2

1
EgGEt

Segue, por definicdo de forca centrifuga (F o< g):

FD _ Fys
GE F.,’
Pela equacao 1, temos:
cf1 — ﬁ
of 2 Rz

Ou seja:
As forcas centrifugas que atuam nos corpos I e 2 que giram com a

mesma velocidade angular, em circunferéncias cujos raios sao

diferentes, sao diretamente proporcionais aos diametros das

circunferéncias por ele percorridas.
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Usando uma notacdo moderna, seja m a massa do corpo, T o
periodo, R o raio da trajetoéria circular e F¢ a forca centrifuga e seja ¢,

uma funcao desconhecida, podemos escrever para a proposicao 1 que:

F, =¢,(m,T)R

PROPOSICAO I

Quando dois moveis iguais, I e 2, giram na mesma circunferéncia
com velocidades constantes, porém diferentes, sendo v; a velocidade do

movel I e v a velocidade do moével 2, teremos que :

Fi Vl2 .
=—, onde consideramos v, <v,.
Fcfz v,

Demonstracao:

Considerando que:

¢ no mesmo lapso de tempo t, o moéovel 1 P e =

v"
percorra a distancia BE (figura 9) e o movel 2, a

distancia BF , podemos escrever:

BE vt BE v
:> —_

BF v,i  BF v,
e e também que:
BE=BC e BF=BD, Figura 9
temos Vii:
DF DB’
— 00—
CE B
vi Por um conhecido teorema da geometria: (BD)2 = (DF )(2AF ) e (BC )2 = (CE )(ZAE )
Como: AE = AF
DF _ BD
Entio: =— = —
CE BC
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Além disso, como:

B _B7 _».
BC BE v,
entao:
Fcfl _ v12
= 2
g2 V2

Numa notacdo moderna, seja m a massa do corpo, R o raio da

trajetoria circular, v a velocidade e ¢, uma funcao desconhecida,

podemos escrever para a proposicao II que:

F = ¢2(m’R)V2

PROPOSICAO il

Quando dois moveis iguais, I e 2, se movem com a mesma
velocidade, v; e vz, respectivamente, em circunferéncias diferentes cujos
raios sdo R1 e R2, sendo R;< Ro, teremos que:

Efl _&

qu » R

Demonstracéao:

Considere que:

e DB=CF
e AB=R,
e AC=R,

Figura 10

e que AG seja a terceira proporcional de AC e AB, ou seja :

AB AC 2
o =g = (4B = (40)(46)
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Imaginemos um terceiro movel que possua a mesma velocidade angular
que o moével 2, uma velocidade linear vs e que percorra a circunferéncia
de raio R;. Teremos, pela proposicao I, para os corpos 2 e 3 que:

F;fZ_&

Fyy R

1

K

e, pela proposicao II, para os corpos I e 3que :

2
Efl Y

2 b
Fcfs V3

sendo vz > v1, por hipotese.

Se considerarmos que para o mesmo intervalo de tempo o corpo:
e ] percorra CE,
e 2 percorra BD,

e 3 percorra é?,

teremos que :

Desta forma, podemos escrever:

F, AF ACAG F, 4G
O<_2: p— - .
Fcf3 AC AC Fcf3 AC

Assim:
Fy AG B 4B’ -
F. ac F AG F, 2c F, AB |F, R
3 AC _ “d1 — L AC o AP gt
FCf 2 i F o2 AB Fcfz AB Fcfz AC F, o2 R,
Fcf3 AC
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Numa notacdo moderna, seja m a massa do corpo, R o raio da

trajetoria circular, v a velocidade do corpo, ¢, uma funcao desconhecida

e F. a forca centrifuga, podemos escrever para a proposicao III que:

PROPOSICAO IV

Quando dois moveis iguais, I e 2, descrevem circunferéncias
diferentes cujos raios sdo R; e Ro, tal que R; < R2 , mas, que por

hipotese, possuem a mesma forca centrifuga, teremos que:

LR

K

T2 R2
Sendo T; e T2 os periodos de revolucdao dos moveis I e 2, sobre

circunferéncias de raios R; e R», respectivamente.
Demonstracao:

Considere que (figura 11): B
e AC=R °
e AB=R,
e que :
AB _AD (=Y (=\=
—=—=|AD) =\ABJ\AC).
252D _ (15} - (s)ac)
Figura 11
Imaginemos um terceiro movel 3, que percorra a circunferéncia
de raio R;, no mesmo intervalo de tempo que o movel 2 percorra a
circunferéncia de raio R2 , ou seja, que a velocidade angular de 3 (w3 )

seja a mesma que a de 2 (w2).

Pela proposicao I, teremos:
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Como, por hipotese, temos: Fer; = Ferz, podemos escrever:

Fcf3 Rl
Sendo a velocidade de 3 maior que a velocidade de 1, pela

proposicao II, teremos:

Fp v
- 2
F(f3 Vs
Desta forma:
—_— — _2 —
v R, v AB v _ AB v AB _|v, _AB
I TEE T TS T T == | T
v, R, v, AC v, AD V" AD v;  AD
AB

Porém, o tempo de revolucdo numa mesma circunferéncia é
inversamente proporcional a velocidade do corpo que a percorre, ou

seja:

Assim:

n_4p_ 1 _Jlsllac) 1 _ac

T, AB T, AB T; AB

Mas, por hipétese @, =@,, logo, T3= T2, assim:

T, R,
T, R,

Numa notacdo moderna, seja m a massa do corpo, T o periodo, R

o raio da trajetoria circular, ¢, uma funcdo desconhecida e F. a forca

centrifuga, podemos escrever para a proposicao IV que:
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T =¢,(mF.NR

PROPOSICAO V

Quando um corpo descreve uma circunferéncia com uma
velocidade adquirida caindo de uma altura igual a quarta parte do
diametro, ele tera uma tendéncia a se afastar do centro igual a
gravidade, isto €, ele puxara o fio que o prende na trajetoria circular

com a mesma forca que se estivesse suspenso.
Demonstracao:
Considere que (figura 12):

® A — centro do circulo

e AB— raio R B E D
e AB= BD Figura 12
e CB=AB/2

¢ O movel que percorre a circunferéncia possua um movimento

uniforme com uma velocidade: v’ = 2g(A%)3 v? =2g(CB).

Pelo teorema da velocidade média, no mesmo intervalo de tempo
que o corpo cairia de uma altura CB, ele percorreria com velocidade
adquirida na queda e com um movimento uniforme a distancia BD.

Seja BE um pedaco bem pequeno da reta BD, podemos escrever

"™ BE sendo infinitamente pequeno, o tempo necessério para percorrer FE com um movimento acelerado
com aceleragdo g, é igual ao tempo necessdrio para o mével percorrer BF , ou BE, com essa velocidade,

a dizer: 1/2g(CB) .

Demonstracio:
e O movel tem, por hipétese, uma velocidade v, tal que ele possa percorrer uma distdncia BD com
movimento uniforme no mesmo tempo que ele gastaria caindo de uma altura CB, ou seja: tzp =

Iep.
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DBY"_ BC
BE CcG

Para demonstrar tal hipotese, a dizer, que forca centrifuga e peso

sao equivalentes, nas palavras de Huygens “que a tendéncia do movel

suspenso numa corda a cair € absolutamente igual a tendéncia do

mesmo movel, quando descreve uma circunferéncia, a se afastar do

centro (...)”, devemos demonstrar que:

CG = EF,

isto porque, a tendéncia se mostrara igual se distancias iguais forem

percorridas no mesmo intervalo de tempo.

Como:

entao:

ou seja:

(BE)’ =(EF)(EH) ou

EH _ EB
EB EF’

(EH) _ (EH)

(EB) (EF)EH)’

HEY' _EH
EB EF

e O tempo gasto para o mével percorrer BE com velocidade /2 g(CB ) ¢é igual ao tempo que ele

2
gastaria para cair de uma altura BC (Ej ,que, por hipdtese, chamamos CG.Ou seja:

1
> CGzagtéE:CGzz

BE

= Iy _E

| BE> BE* BE> BE® BD BEY
— g = = = ) Fa— :> CG — |~ .BC
Rg 2R 2BD BD> 2
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Podemos fazer entao:

(HE)'  EH
4 ___4
(EB)* EF

Considerando HE = HF , ficaremos com:

(ary _bc

(EB)} EF’
Além disso, como:

(AF) _(BD)’

concluimos que:

2

BC_(3D)

EF (EB)
(BE)z.B—C

G , teremos:

(BE)*

» BC
s 6 mc_nc

EF  (BE) EF CG’

Substituindo (BD)’ por

Logo:

CG =EF

As trés primeiras proposicoes podem, entdao, serem enunciadas da

seguinte forma:

F =¢(m,T)R (equacdo 1)

F = ¢,(m,R)v* (equacdo 2)
)

(m,v

=9
F =g, R

(equacgao 3)
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Igualando a equacao 1 com a equacao 2, temos: ¢1(m,T).R =

#,(m,R)v*  (equacdo 4, ou seja: ¢1(m,T)=v—I;¢2(m,R) =
¢l(m,T)=4;#¢2(m,R) , pois: v=2%R. Logo: ¢,(m,R) = @ (equacao 5).

Igualando a equacdao 2 com a equacao 3, temos: ¢)2(m,R).v2 =

#lm)
R

(m.v)

.v2=¢3T, assim: @,(m,v) = ¢(m)v’

(m,v). Pela equacao 5:

9,

(equacgdo 6).

Substituindo a equacao 4 na equacao 1:

_v _ 2 0m) e
F—R¢2(m,R).R:>F—v < :>F—¢(m)R

Eduard Jan Diksterhuis, parafraseou as idéias desenvolvidas por
Huygens no De Vi Centrifuga de uma forma moderna e muito simples:
imaginou uma grande roda horizontal girando sobre um eixo que passa
pelo centro (figural3). Um observador que esta fixo na extremidade
desta roda segura um corpo por meio de uma corda, e assim a particula
descreve uma circunferéncia de raio R. Suponha, agora, que o
observador e a particula num dado momento alcance o ponto B e tenha
uma velocidade linear V. Se de B a particula puder se mover livremente
ao longo da tangente, depois de A4t, ela alcancaria o ponto D da
tangente situado a:

BD =V. At

Na realidade, o observador e a particula alcancam o ponto C,

situado ao logo do arco BC:

Arco BC = V. At
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Se solta, a particula estaria do observador a uma distancia CD.

Fazendo CD = x, teremos:

Figura 13

Comparando a experiéncia do observador numa roda com a de
uma pessoa que segura uma particula com uma corda na superficie da
Terra, vemos que a particula se distanciaria se solta da pessoa, ao longo

da reta passando pelo centro, em At segundos uma distancia vertical
1 ) . -
dada por: 5 g(Ar)?, onde, “g” é uma gravidade genérica.

Resumindo o raciocinio que Huygens tomou como principio,
podemos dizer que o que acontece com uma pessoa parada na
superficie da Terra é similar ao observador na extremidade da roda,
citada acima, que segura um corpo por meio de uma corda. Esse
observador pode afirmar que atua no corpo uma forca centrifuga dada
pela equacao mv2/ R, dirigida para fora, que € neutralizada pela tensao
na corda feita pela particula em direcao ao centro.

Mesmo influenciado e limitado pelas idéias de Descartes,
principalmente a que se refere a tendéncia centrifuga, Huygens deu um
salto a frente do fil6sofo ao afirmar que o peso de um corpo e a forca
centrifuga que ele sofre, devido a rotacdo da Terra, sdao equivalentes. A
importancia desse passo para a mecanica € que ficou claro, a partir de
entdo, que num movimento circular mesmo sendo uniforme, requer a
acao constante de uma forca. Derruba-se o mito que uma particula,
uma vez colocada em movimento circular e livre de todas as influéncias

externas, perseveraria nesse movimento.
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4. AS LEIS DA MECANICA

4.1. Estudo do Movimento Circular

Newton codificou os principios da mecanica em um livro
classico, Principios Matemadticos da Filosofia Natural (Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica, geralmente citado como Principia),
originalmente publicado em latim em 1687. Uma grande contribuicao
de Newton, neste livro, foi o entendimento de que o movimento circular
requer uma forca centripeta e nao, como quis Huygens, uma tendéncia
centrifuga. Entretanto, em seus escritos anteriores ao Principia, parece
nao haver evidéncia de que Newton tivesse chegado ao conceito de forca
centripeta, embora, muitos historiadores tenham wuma opinido
contraria. Seu tratamento inicial do movimento circular parece indicar
que ele pensou em termos de um conatus (tendéncia) centrifugo. Fato
foi, que Newton apresentou um problema a Hooke que consistia em
achar a trajetoria de um corpo deixado cair do alto de uma torre, o qual
continuaria a cair atraido pelo centro da Terra (considerada permeavel)
com uma forca central constante. A primeira solucdao achada por
Newton, em 28 de Novembro de 1679, estava errada. A segunda, escrita
em 13 de Dezembro de 1679, aparentemente, esta correta e, baseados
nesta solucao, alguns historiadores levantam a hipotese de que Newton
ja soubesse desenhar orbitas de problemas dinamicos desde 1660 [12].

A primeira discussdao de Newton, sobre movimento circular, é
encontrada no axioma 20 do Waste Book [39]. O caso considerado € o
de uma bola que se move no interior de uma esfera oca (figura 14). De
acordo com o principio da inércia, ha uma tendéncia constante da bola
em continuar a se mover ao longo da tangente ao circulo, em cada
ponto considerado. O fato é que a bola se move em circulo devido a uma
forca constante que a superficie faz na bola. Essa forca s6 aparece,

quando a bola pressiona a superficie [27].

58



Um corpo cilindrico def é o responsavel

por fazer um corpo se mover numa trajetoria e SN,

d
circular. Quando o esta em c, ele tende a se
mover ao longo da linha cg, devido a sua : '
propriedade inercial e, com isso, aplica uma \\\ ¢
pressdao no corpo cilindrico.  Agora, Qe
suponhamos que este corpo seja formado de f
varios outros como f. Movendo-se ao longo do h
circulo, o corpo o pressiona cada um deles e
Newton imaginou que o transmite todo o seu Figura 14

movimento para particulas como f, assim,
seu movimento ao longo de fh constitui uma medida da forca total do
corpo o ao se afastar do centro no curso de uma revolucao.

Em, provavelmente 1664, Newton acha a expressao para o conatus.
Para calcula-lo, Newton supde um corpo movendo-se dentro de um
circulo. Este corpo colide com o circulo, percorrendo um quadrado

inscrito abcd.
Pela figura 15, podemos tirar que:

v’ tridngulo abd ~ triangulo afb

v 2 fa = bd = didmetro do circulo

v' “for¢a” do movimento (mv) // ab

v’ “pressdo” do corpo sobre a tangente ao

circulo // bd 1 fg

Figura 15

LOgO, podemos €SCrever que:

2fa _ab _ "pressdo"de bem fg

ab fa "forca"do movimento
Assim:

"pressdo"de bem fg  lado (ab)

"for¢a"do movimento  raio (fa)
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Apos as 4 colisoOes, respectivamente em b, ¢, d e a:

"pressdo"de bem fg  perimetro

"for¢a"do movimento  raio (nb)

No limite em que o numero de lados tende ao infinito, o poligono

aproxima-se do proprio circulo circunscrito. Desta forma concluiu que:

"pressdo"da esfera sobre a tangente

ao circulo em um percurso completo _ perimetro do circulo

"forca" do movimento raio do circulo

Em notacao moderna, isso ficaria:

A(mv)  27R
my R

De fato, se T for o periodo, R o raio e v, a velocidade em um
movimento circular uniforme e, se dividirmos a “forca” total do

movimento, pelo tempo gasto em uma revolucao, teremos:

2
Almy) :2LR.ﬂ , onde:TzziR . Logo: Almy) —m.—
T R T v T R

O primeiro lado da igualdade acima pode ser considerado como o que se
chama, hoje, de forca centrifuga. [.Bernard Cohen e Derek Whiteside
argumentam [40] que Newton pensava ainda em termos de um efeito
centrifugo; esse argumento é reforcado pela forma como ele iniciou sua
analise geométrica, pois, ao imaginar uma esfera colidindo com um
circulo ele imaginou esse impacto ocorrendo de dentro para fora [12].
Um tratamento mais sofisticado foi feito em 1669. Esse tratamento €
similar ao de Huygens, embora, Newton o tivesse feito

independentemente.
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Considere a Fig. 16. No tempo infinitesimal ¢t em

— B A
que o corpo percorre o arco AD, com velocidade
uniforme v, a “tendéncia centrifuga” faz com que
o corpo se mova BD, radialmente. Em um tempo
igual ao periodo (7), o corpo percorre a
circunferéncia (C = 2nr), com velocidade
: AB i
uniforme v, logo: — =—. Newton coloca o
C T Figura 16

problema de achar a distancia x tal que:

BD _1* (AB) , )
—= -7 _ ! Cz) . Da geometria do circulo, podemos escrever que:
X

(a8} (80)x(DE)  BD oo
= > =——— =>x=1—. E possivel tirar desse resultado
C C C ‘DE)
‘DE)
uma consequéncia, que leva a uma interpretacdo moderna do calculo de

2 2 2 - 2 2
Newton: x= o z(VT) 1 T? = BD ~ xx| - 1 t*; assim, a
DE 2r 20 r T 2\ r

distancia  infinitesimal BD € percorrida com  aceleracao

2

. v .
(instantaneamente) constante —: em cada instante tomado
r

isoladamente, o conatus € analogo a uma “forca gravitacional”.

Newton acrescenta um corolario. Se tivermos, por exemplo, dois
corpos 1 e 2, sendo T: o periodo de revolucao do corpo 1 e T2, o periodo
de revolucao do corpo 2 e Ri, o raio da orbita descrita pelo corpo 1 e Ro,

o raio da oOrbita descrita pelo corpo 2, teremos pela 3% Lei de Kepler que:

T> T? R}
—=2=T1 =T,
R’ R, R,

2

Substituindo T2 por , onde 12 é a velocidade do corpo 2,

27R, |R® 27R, |R®
=" FH=>v,=""".|—F
Vs R; T, R;
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2
my

Usando, entdo a equacao encontrada da forca centrifuga | F = ralk

encontramos:

FR, 27R, |R] _FR, 4n°R} R} m (47°R]
m I \R, m " R, R,y U T,

F = ﬁz .(constante)
2

Conclui-se, dessa forma, que a tendéncia de se afastar do centro
diminui em proporcdo inversa ao quadrado do raio da oOrbita descrita
pelo corpo. Ele aplica esse corolario a Lua. Isso tem sido invocado como
“prova” de que Newton descobriu a gravitacao nessa época. Porém, isso

nao é apresentado como uma lei de atracado universal.

4.2. A Forca Centripeta

Newton interrompeu, em parte, seus estudos da mecanica e passou a
dedicar sua atencao ao estudo da 6ptica e da matematica. Somente em
1679, apods receber uma carta de Robert Hooke que o convidou a
comentar sobre um método de sua autoria para descrever movimentos
curvilineos, Newton se voltou para tais questoes [39].

Hooke foi uma figura importantissima na construcdo da maior obra
de Newton, pois, embora Newton tivesse ja uma cabeca diferenciada de
tantos outros, ele estava analisando o problema do movimento
curvilineo, partindo do mesmo ponto de que Descartes e Huygens
partiram. Hooke funcionou, neste momento histérico, como o pescoco
que guia a cabeca de Newton fazendo com que ele olhasse o mesmo
problema sob um novo angulo.

Hooke foi o homem que inverteu o problema do movimento circular,
colocando a questdao de uma forma que o conceito de forca centripeta
pudesse emergir. Ele elaborou o movimento de um corpo que € atraido

para um centro de “forcas” em duas componentes:
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1°) a componente inercial que representa o movimento que o corpo teria
na auséncia da atracao e cuja direcao seria a da velocidade instantanea
no ponto considerado, ou seja, tangente a trajetoria.

2°) a componente em direcao ao centro de atracao.

A figura 17 ilustra a aplicacdo do método de Hooke, feita por Newton,

no Principia, para demonstrar a Lei das areas de Kepler.
P F

A S

HBC\ & B OC
Ingaalsa

Figura 17

No primeiro desenho da figura, o corpo se move com velocidade
constante. Assim, as distancias AB, BC e CD sao iguais para o mesmo
intervalo de tempo e desta forma, temos que os triangulos PAB, PBC e
PCD tém a mesma area. Se o corpo receber um “soco” em C, como
ilustra o desenho no centro da figura, na direcao de P, de forma que
dure um tempo muito pequeno, o corpo continuara se movendo em
linha reta, porém, numa outra direcdo e chegara em D no mesmo
intervalo de tempo considerado no desenho anterior. As areas dos
triangulos, nesse desenho, continuam a ser iguais. Se o corpo continuar
a receber esses “impulsos instantaneos”, sua trajetoria sera uma
poligonal e, no limite, em que o intervalo de tempo entre os “impulsos”
sucessivos for muito pequeno, a forca se torna continua, sempre
direcionada para o ponto P e o poligono se torna uma curva.

Além disso, Hooke pergunta a Newton qual seria a trajetoria de
um corpo que fosse atraido para um centro de “forcas” com um “poder”
de variar inversamente com o quadrado da distancia entre o corpo e o
centro considerado. Foi somente em 1684, quando Newton recebeu a
visita de Edmund Halley que foi colocar o problema, novamente a ele,
que Newton respondeu a Halley: uma elipse. Halley pediu que o

demonstrasse, porém, Newton ndo achou os calculos que, segundo ele,
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ja havia feito sobre este problema. A pedido de Halley, Newton os refez e
acabou publicando o Principia. A histéria concorda, de uma forma geral,
que, sem Halley, que ndo somente encorajou Newton como financiou a
publicacao, o Principia nao teria sido escrito.

O livro de Newton inicia-se com uma série de definicoes onde sdo
introduzidos conceitos como massa (definicao 1), quantidade de
movimento (definicdo 2) e forca (definicao 4).

Na definicao 4, ele define Forca Impressa [41]:

Forca Impressa é a agdo exercida em um corpo para mudar o seu
estado, seja de repouso, seja de movimento retilineo uniforme para

frente.

Apos esta definicdo, ele declara que ha varios tipos de forca
impressa, tais como percussao, pressdo ou forca centripeta. Newton
parece nao ter sentido necessidade de comentar os dois primeiros tipos
de forca impressa (pressao e percussao), porém o caso foi bem diferente

com a forca centripeta. Para esta, ele criou a definicao 5 [40]:

Forca centripeta é a forca pela qual os corpos séo levados para todos
os lados, sdo impelidos ou tendem, de alguma forma, para algum

ponto como o centro.

Na aplicacdo que se segue a definicao 5, notamos que a forca
centripeta difere das outras duas num notavel aspecto: ela pode nao ser
um resultado de uma acao fisica observavel, ou seja, nao ha
necessidade de um contato de um corpo com o outro para garantir sua
existéncia.

Antes de continuar a analise de Newton, cabe mencionar que o
termo “Forca Centripeta” foi inventado por Newton tendo explicitamente
como referéncia o termo oposto “Forca Centrifuga”, inventado por
Huygens. Os termos, por si s6,sugerem a idéia que neles esta embutida
e a forma como cada fisico analisou o movimento circular. Huygens

entendia que um corpo, ao descrever uma trajetoria circular, “fugia” do
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centro e Newton, aparentemente, iluminado pela idéia de Hooke,
entendeu que um corpo s6 descreve uma trajetéria curva se uma forca
atuar neste corpo continuamente, puxando-o para o centro, desviando
de sua trajetoria retilinea que ele teria naturalmente devido a sua
inércia.

A questao colocada por Hooke serviu para livrar Newton da idéia
que limitou seus antecessores, ou seja, a de que movimento circular
requer um equilibrio dinamico*. Livre deste conceito, Newton
generalizou uma idéia que ja se pode reconhecer no trabalho de
Huygens: a forca centripeta equivale, em cada instante tomado
isoladamente, a uma forca gravitacional uniforme, ou seja, o movimento
circular uniforme é, em cada instante tomado isoladamente, equivalente
ao movimento retilineo uniformemente variado.

Voltando a analise de Newton de forca centripeta, vemos uma nova
descricao do movimento circular. Romper com as antigas idéias nao
passou sem criticas. Leibniz e Huygens rejeitaram a nocao de forca
centripeta, pois, como tantos outros, pensavam que a palavra forca
implicava diretamente a idéia de corpos em contato [40].

Para exemplificar a forca centripeta, Newton considerou trés forcas
diferentes:

1°) a forca da gravidade

2°) a forca magnética

3°) a forca, “o que quer que seja que ela possa ser” pela qual os

planetas sao continuamente retirados de seus movimentos

retilineos.

Mas, cumpre observar que ele usou a expressao “forca centripeta™

para designar tudo o que hoje se chama forca central.

 Uma tese mantida por alguns historiadores é que Newton foi influenciado pela “mecénica celeste” de
Giovanni Alfonso Borelli. Borelli fez uma analogia com um corpo flutuando em um fluido e um satélite
imerso na matéria estelar: um corpo sé flutua na dgua se o empuxo e peso forem iguais, e emerge ou
submerge se forem diferentes. Da mesma forma, o satélite seria sujeito a dois movimentos: um devido a
tendéncia centrifuga (que se origina no movimento de rotacdo anual do planeta) e outro um movimento
em dire¢do ao Sol ou a um outro planeta. Assim, a a¢do conjunta da forca centrifuga e da atracio
descreve a trajetdria eliptica do planeta..
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Mais adiante, ele enunciou as trés Leis do Movimento, tao
conhecidas e tdo mencionadas em qualquer livro didatico de fisica. Elas

foram enunciadas por Newton da seguinte forma [42]:

Lei 1. Todo corpo persevera em seu estado de repouso ou de
movimento retilineo uniforme para frente, exceto quando ele for

compelido a mudar seu estado por forcas impressas.

Lei 2. Uma mudanga no movimento é proporcional a forca motriz
impressa e se dd ao longo da linha reta na qual essa forca é

impressa.

Lei 3. A uma agdo corresponde sempre uma reagdo igual e oposta; em
outras palavras, as agées de dois corpos um sobre o outro sdo sempre

iguais e sempre opostas em direcoes.

4.3. O Formalismo do Principia

Essencial ao método de Newton € a consideracdo de que, em um
movimento nao retilineo, a forca € medida pela “queda” da tangente a
curva, por uma linha passando pelo centro do circulo osculador, no
caso geral, uma linha da tangente ao centro de atracdo. Aqui, apresento

a estrutura do formalismo do Principia sem as demonstracoes.

A estrutura do Principia pode ser assim resumida:

1. No caso do circulo osculador [43] da figura 18,
a “queda” é medida pelo segmento BD, que

pode ter qualquer inclinacdo. Newton prova que

2
BDoc(Az—ll?, onde Ré o raio do circulo
o
. AB)Y  (vAT) ¢
osculador. Como corolario BDoc( ) = (vAT) . 4

2R 2R
Na figura, o centro do circulo osculador esta na

.. - Figura 18
metade de AG (ou AJ, no limite). Entao, a
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flecha que liga o centro do circulo ao meio de ABbissecta ABe

AB e dessa flecha especifica que Newton chama de “flecha” ou

“sagitta’(em latim). Essa “sagitta”’, no limite, € aproximadamente

BD.

- 2 2
flexa ~ BD = (V'zAI: ) _ %(V—}Aﬁ

Essa expressdao mostra que se aplicarmos a relacao galileana

1 . . .
S :E" g"t’ para o inicio do movimento, concluimos que em um

movimento circular uniforme a aceleracdo radial é constante e

dada pela equac;éov—;.

. A lei das areas € usada para calcular
o tempo Ar [44]. Newton demonstra
um equivalente do Método de Hooke.
Na figura 19, as areas SAB, SBC,
SBc, SCD, SCE ... sao percorridas ao

mesmo tempo.

Figura 19

. A forca centripeta, por definicao € proporcional a BV da figura 19.
Ela é a diagonal do losango ABCV e bissecta a diagonal. Entao
[12,45]:

= flecha BV «forca central e, também:

» flecha « Af’. Logo, flexa « (forca central) x A+* , logo:

flexa
(arf

. Newton mede, geometricamente, a forca central [45]. Na figura 20,

= forca central

a forca central € QR, S € o centro de forcas. P é a posicao do

corpo.
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YZ é a tangente em P. RQ //

B} ~.Y
PS; QTL PS. Como At oarea HM
; -_ R
SPQ = SP x QT; flexa do arco o —5-1& P
duplo do arco PQ = RQ. Pelo / . f”\f\ x{‘
teorema acima (forca)! o / Xf"f
f L \
2 1 e \
(1) . Logo: ,h_,”’S A
flexa
2 2 Figura 20
(forca) 1 o« SPV QT
OR

Newton tem, agora, a ferramenta para resolver os dois problemas :

= O Problema Direto

= O Problema Inverso

O problema direto consiste em achar a lei da forca centripeta em

direcao ao foco da elipse para um corpo que revolva em uma elipse

[12,46)].

Figura 21 - S e H sao os focos;
P, a posicao do corpo; RPZ, a
tangente em P. Tracar Qv //
ZPR /| DCK /I HI, QT 1 PS,
PF 1 DCK; seja X o encontro
de Qv com PS ; tracar QR //
Px; temos: Px = QR. Como HI
/I DCK e CS = CH, segue-se:
SE = EL

Newton demonstra, na figura 21, que L X (QR) = (Q7)?, partindo de

(sp)’

propriedades da elipsex. Se multiplicarmos ambos os lados por ——,

OR

(1) SPR = HPZ = SPR = PIH = HPZ = PHI = O triangulo PIH é is6sceles.

(BCY

(2) Latus Rectum (L) é a ordenada que passa pelo foco: L =2

(3) Por definicdo da elipse: PS+PH = 2CA.

AC

(4) 2CA = PS+PH = PI+IE+ES+PH = (PI+PH)+(EI+ES) = 2x (PI+EI) = 2PE = PE = CA.
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P) x(QT) o
teremos: L X (SPP = M Mas, como ja visto, (for¢ca central)!

OR

_ (sP)x(oT)
OR

O problema inverso baseia-se na suposicao de uma forca centripeta

.Logo, (forca central)'! = L x (SP)?, CQD.

de qualquer tipo e pede-se achar as trajetorias nas quais os corpos se

moverao e, também, os tempos de seus movimentos nas trajetorias

assim achadas.

Newton indica como

determinar I sobre a
trajetoria [12,47]: dado t, a

area VDba é dada; portanto

e fica dada, também, a
distancia ao centro, CD=CI. A
area VDca é também, dada

pelo tempo, logo ficam dados

o setor VCX (igual a ela) e o

Figura 22 - CEDV ¢ a trajetéria retilinea. As abscissas AB, R R
DF, EG sdo as forcas centrais em A,D e E. VIKk é a angulo VCX. Dado o angulo
trajetoria nio retilinea. C é o centro de forcas; CI=CD e .
CK=CN=CE, logo DE=IN. DI e ENK sao arcos de circulo. CL Y pOIltO I fica
VXYR é o movimento circular do raio vetor: CX=CY .

determinado.

4.4. A Segunda Lei de Newton

Newton nao parte da definicao direta de forca, que em notacao
moderna, pode ser escrita como F =A(mv), para resolver os problemas
direto e inverso. No entanto, ao dizer que Foe G, numa aplicacao
explicita ao Teorema de Galileu, pressupde a presenca do tempo, na
definicdo de aceleracdo. Por que Newton ndo menciona o tempo no

enunciado da Segunda Lei?

GvXPv PC?

o CD?
CA CD

6) ——=——
© pr~c
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Bernard Cohen [48] defende que a segunda lei de Newton, como
enunciada no Principia se aplica somente para forcas impulsivas, e
justifica o fato de Newton ter separado a primeira da segunda lei do
movimento. Nos somente vemos o efeito de forcas continuas atuando e
a segunda parte da primeira lei € necessaria para determinar que esta
acao esta acontecendo. Isto nao é necessario para forcas impressas, tais
como as de pressao ou de percussdo, sobre as quais versa a segunda
lei. Quando elas atuam vemos causa e efeito simultaneamente. Cohen,
assim, defende que a primeira e a segunda lei lidam com forcas motivas
impressas de tipos diferentes: uma continua e a outra um impulso
instantaneo e que, a forca continua, analisada na primeira lei, nao pode
ser comparada a um impulso e nem mesmo a uma soma de varios
“socos” que, supostamente, seriam separados por um intervalo de
tempo extremamente pequeno.

Se entendermos que o conceito de forca continua é primario e o
conceito de impulso é derivado dessa forca, a primeira lei parece ser
apenas um caso especial da segunda lei. Porém, tudo indica que o
conceito de impulso, para Newton, foi considerado primario e, desta
forma, a primeira lei seria um caso especial da segunda lei somente
para forcas instantaneas e ndo para forcas continuas. Deste modo, a
primeira lei seria uma declaracao qualitativa da nova fisica de Newton, e
a segunda lei versaria sobre a quantidade da mudanca de movimento
produzida devido a uma forca impulsiva. Assim, a primeira lei ndo pode
ser considerada, como muitos acreditam, uma conseqiéncia da
segunda.

Newton, certamente, como aponta Cohen, fazia a distincao desses
dois tipos de forca. O paragrafo que se segue a primeira lei refere-se
somente a exemplos de forcas continuas e, curiosamente, nenhum
exemplo € mencionado para um corpo inicialmente em repouso. Sao
dados sucessivos exemplos onde o corpo esta em movimento e nao pode
perseverar com este mesmo movimento devido a presenca de uma forca

externa.
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Newton entendeu que forcas continuas produzem aceleracoes
continuas e que, sendo a forca constante, a aceleracao sera
proporcional a essa forca. Mas nao é 6bvio quando as forcas continuas
estdo atuando. Ela nao é vista atuar como vemos as forcas impulsivas.
Se uma bola de ténis colidir com a raquete, por exemplo, vemos a
colisdo e sua imediata consequiéncia: a mudanca na quantidade de
movimento. O mesmo ndo ocorre com as forcas continuas, tais como a
gravidade ou uma forca de atracdao ou repulsdo magnética. Nos nao
vemos o Sol atuando nos planetas da mesma maneira que vemos uma
bola de ténis se chocando com a raquete. Neste sentido, a primeira lei
contém o teste para verificarmos se existe ou ndo uma forca continua
atuando: basta verificarmos se o corpo esta sofrendo uma mudanca em
seu estado (de repouso ou movimento retilineo e uniforme). Cabe uma
outra observacao feita por Cohen: o impulso pode ser medido pela

quantidade de movimento que ele produz, sendo dado pela equacao:

I= kA(m;), sendo esta equacdo valida para qualquer valor atribuido a

massa e ao impulso. O caso se torna completamente diferente para o

caso de forcas continuas. Suponha uma forca centripeta, por exemplo,

do tipo gravitacional. A acdo observada representada por Amv nao
depende somente da massa do corpo e da velocidade, mas também da
distancia entre os dois corpos envolvidos e mesmo que, essa distancia
seja especificada, ainda assim, precisaremos saber o tempo de duracao
da acao dessa forca. Entao, nao se pode discutir a forca centripeta da
mesma forma que discutimos forcas instantaneas; outros fatores sao
necessarios para determina-la.

Uma vez definida forca centripeta, Newton enuncia trés
caracteristicas dessa forca:
- Quantidade absoluta (definicao 6)
- Quantidade acelerativa (definicao 7)
- Quantidade motiva (definicao 8)
Cada uma delas representa uma medida da forca centripeta. A

quantidade acelerativa da forca centripeta &€ “proporcional a velocidade
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que ela gera num determinado tempo”, assim ha uma forca motiva que
é “proporcional ao movimento que € gerado num determinado tempo?,

Am)

ou seja: F
At

motiva

Em ambas medidas, precisamos levar em

consideracao o tempo que, como enfatiza Cohen, ndo é o caso das
forcas impulsivas apresentadas na segunda lei. Na definicao de forca

motiva reconhecemos o que hoje vemos escritos em tantos livros de

—

fisica como a segunda lei de Newton : F=ma.

De acordo com a fisica de Newton, sempre que houver uma
mudanca na quantidade de movimento, ha uma forca. Se essa
mudanca € sempre direcionada a um determinado ponto, a forca é
chamada de central ou centripeta. Quando € dito que a medida de tal
forca num movimento central € a mudanca do momento num
determinado tempo esta medida é chamada de quantidade motiva da
forca centripeta. Esta “forca” parece ter uma realidade fisica
independente e, embora, Newton ao discutir as definicoes, nao fale
explicitamente no tempo, ele menciona o peso. Ao dizer que o “peso é
tanto maior quanto maior for o corpo” e se ele pode ser considerado
como uma forca motiva na definicao 8, segue que a velocidade, gerada
num dado tempo, é independente do corpo, ou seja, do peso. Isto abre a

possibilidade de comparar a “forca motiva” de queda livre com a forca

estatica do peso. Escrevendo W=M § (onde W representa o peso de um

corpo, m a massa € g a aceleracao da gravidade), nesse contexto,
significa que a aceleracao, produzida por uma forca centripeta tipo
peso, varia. Como a massa do corpo é constante, a forca-peso sera
sempre proporcional a aceleracao produzida. Quando Newton mostra
que a queda dos corpos na superficie da Terra é equivalente a queda da
Lua em direcao a Terra e a queda dos planetas em direcdo ao Sol, a
segunda lei é interpretada como sendo aplicada, por extensao, a todas
as forcas continuas da natureza. Porém, ha um grande detalhe: nao ha,
nesses casos, uma “forca” independente como ha para os corpos que

caem na superficie da Terra. Nos ndo podemos parar a Lua e os
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planetas para “pesa-los”. Cohen conclui, assim, que qualquer forma da
segunda lei é basicamente um tipo de definicao.

Bruce Porciau [49] acredita que Cohen tenha se equivocado na
interpretacdo da Segunda Lei e defende que a ela se aplica tanto para
forcas continuas quanto para impulsivas e que assim pensava Newton.
Porciau questiona o significado das expressdoes “mudanca no
movimento” e “forca motiva impressa”, expressas na Segunda Lei. A
“forca motiva impressa” € tomada por muitos como sendo o impulso
mas nao é oferecida uma forma de se medir esse impulso. Assim fez
Cohen que interpretou a Segunda Lei ndo como uma lei fisica mas um
tipo de definicao. Sera, também, que a “mudanca de movimento” pode
ser interpretada como uma “mudanca na quantidade de movimento”?
Newton teve muitas oportunidades de reescrever a Segunda Lei, Porciau
lista quatorze delas e questiona porque Newton nao escreveu
“quantidade de movimento” e sim “movimento”. Nao podemos acreditar,
diz Porciau, que Newton optou por abreviar o termo na Segunda Lei. No
Principia, Newton define o movimento absoluto ou relativo como uma
mudanca na posicdo absoluta ou relativa, respectivamente, e se apos
isso, ele escreve que “a mudanca de movimento € proporcional a forca

4

motiva impressa...” € muito mais provavel que Newton esteja se
referindo a uma mudanca de posicdo do que uma mudanca na
velocidade.

Num tom altamente irdnico Porciau critica Cohen por ele ter
concluido que, pelo fato de Newton nao mencionar o intervalo de tempo
em que a “mudanca de movimento” ocorre, Newton se referia somente a
forcas impulsivas. Entao, diz Porciau, se um fazendeiro disser que “o
comprimento do milho varie conforme uma meédia de temperatura” nao
podemos levar em consideracao o tempo, pois, o fazendeiro nao o
menciona. E claro que ao dizer “média de temperatura”, por definicio, o
intervalo de tempo esta incluido. O mesmo, entdo, ocorre com a

Segunda Lei: “Forca motiva impressa” depende de um intervalo de

tempo. Assim pensa Porciau.
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Suponha um corpo em
repouso em P, diz
Porciau numa leitura

pessoal da Segunda Lei.

O corpo mover-se-a

para um ponto G, num .

Figure 23
dado tempo t, se atuar
nele uma dada forca F. Suponha, agora, o mesmo corpo se movendo
com velocidade constante em direcdo a L. Se, ao chegar em P, o corpo
sofrer a mesma forca F, ele percorrera uma linha curva de P a Q no
mesmo tempo t. Se essa forca ndo atuasse, ele se moveria com

velocidade constante e chegaria a L no mesmo intervalo de tempo ¢, pela

primeira lei. O segmento de reta E € chamado de deflexdo maével

gerada num tempo t, e o segmento PG , de deflexdo imével gerada num

tempo t. Se o corpo tem um “quantidade de matéria” M, chamaremos

_— —_

LO

. PG
M — a mudanca de movimento (gerada num tempo t) e M — a forca
t t

motiva (gerada num tempo t). A mudanca de movimento se iguala a

. L PG - )
forca motiva M Lo _ M — , da mesma forma que a deflexdo movel se
t t

igual a deflexdo imovel fQ -PG.A lei, assim interpretada, é valida para

qualquer tempo t quando a forca é ou impulsiva ou continua e, no

limite, quando t tende a zero, € valida quando a forca € centripeta ou

continua ou variada. Embora LQe PG nao sejam exatamente iguais

—_

quando a forca € continua e varie, ainda assim, a diferenca fQ—PG se
torna muito pequena quando t tende a zero. Porciau se estende nessa
interpretacdo na tentativa de provar que Newton pensou da mesma
forma quando escreveu a Segunda Lei, e enfatiza que ela interpretada
dessa forma € valida tanto para forcas continuas quanto para forcas

impulsivas.
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Para finalizar, a auséncia do tempo na definicao de forca pode, entre
outras coisas, significar que o conceito de forca surgiu do método de
Hooke [12]. O “soco” BV é instantaneo e para ser analisado Newton
precisaria ter usado o limite o que, segundo Cohen, Newton o fez mas

com uma notacao diferente.
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5. AS EQUA(}()ES DIFERENCIAIS DO MOVIMENTO
5.1. O Movimento da Massa Isolada

Cientistas modernos, que nunca tiveram contato com o Principia,
podem ter a falsa impressao de que as “Equacdoes Newtonianas”
apresentadas nos livros textos, na forma diferencial, sejam as leis de
Newton. Nao ha nenhuma evidéncia que Newton tenha pensado seus
principios dessa forma. E fato que as equacdes diferenciais nao estdo no
livro de Newton e que houve, apds o Principia, uma intensa critica dos
principios introduzidos por Newton. Em particular, no século XVIII foi
formulada uma mecanica racional geral. Escreveu-se equacoes
diferenciais da catenaria e equacoes de onda de um fio. Em meados do
século XVIII, Leonhard Euler escreveu, em forma diferencial, o que hoje
se chama “as equacoes de Newton”.

Sendo assim, o ano em que as “Equacdoes Newtonianas” foram
publicadas, nao foi 1687 e sim 1747, pelas maos de Euler. Somente
sessenta anos depois o Principia, uma forma geral para resolver um
sistema dinamico foi encontrada. Para achar as equacodes diferenciais
Euler raciocina do seguinte modo: a variacdo de uma das coordenadas
pode ser entendida como uma “altura de queda” e como, em cada
instante tomado isoladamente, qualquer movimento acelerado é
uniformemente acelerado, o Teorema de Galileu pode ser aplicado, em
cada instante isoladamente, a cada eixo independentemente. Logo [12]:

2
Teorema de Galileu: (%J =oax
t

2
derivada primeira: Z(QJ d—f = 0{(@)
dt )\ dt dt

d2
cancelando termos : 2(—)6} =a

forca

massa

Feito isso, Euler considera a = , embora em nenhum momento

mencione Newton.
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O artigo escrito por Euler em 1747, entretanto, abordava apenas
sistemas mecanicos discretos. Porém, esta descoberta mostrou a ele,
que a equacao “adm = dF” tratava-se de uma lei geral da mecanica. Isso
foi declarado em seu artigo intitulado “Descoberta de um Novo Principio
da Mecanica” [S0], escrito em 1750, que sera minuciosamente analisado
adiante. Euler aplicou esta equacdo para determinar o movimento de
um corpo rigido e entdo, obteve as equacoes diferenciais que regiam tal
movimento, provando, em seguida, que para qualquer corpo ha uma
triade de eixos ortogonais de rotacdo livre e que as equacoes

descobertas nao se limitariam a corpos pequenos.

5.2. A Equacao de Rotacao dos Corpos Rigidos

Correspondéncias trocadas por Euler, John Bernoulli e Daniel
Bernoulli, datadas no ano de 1730 [1], mostram que eles buscavam por
“novos principios” para explicar o movimento de um corpo rigido, pois
os principios, até entdo enunciados por Newton, eram insuficientes . A
verdade € que ninguém, até entdo, sabia como descrever o movimento
de um corpo rigido, cujo eixo nao se restringia a uma linha num sé
plano. Euler dedicou-se a solucionar este caso comecando por analisar
as pequenas vibracdoes de um corpo flutuando na agua e conjecturou
que todo corpo rigido possuia trés eixos ortogonais e em torno de
qualquer um deles o corpo pode oscilar com movimentos
infinitesimais[1].

Ninguém duvidava que a segunda lei de Newton estivesse correta,
embora, ela nao fosse usada para resolver problemas. O que ninguém
sabia, até ser mostrado, era que entre todos os principios mecanicos até
entao descobertos, ela era a Gnica que se aplicava a qualquer parte de
um sistema, e mais que isso, ela bastava para gerar outras equacoes
que determinam o movimento de muitos outros sistemas.

O Principio do Momento Angular € demonstrado nos livros texto,
de uma forma geral, da seguinte forma: considerando um sistema de

massas puntuais, a equacao de movimento para a késimaparticula é
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mkszFk+zF;'k? (1)

numa notacdo padrao, onde Fx representa qualquer forca externa
aplicada sobre k e Fik, a soma das forcas internas exercidas sobre a

particula k. A terceira lei de Newton significa que: F, =—-F,,.

O momento angular L € definido como:

L:Zrkaki"'k, (2)
k
De forma que:
L=t =n)xF, 3)
k.

onde L € o torque total exercido por forcas externas:

TEZrkka. (4)

Se as forcas mutuas F, sdo centrais, entao (rk - rj)x F, =0, entao
(3) se reduz a

L=r. (5)

Ou seja, para um sistema de particulas em que as forcas entre duas
particulas quaisquer estao numa direcao da reta que liga essas
particulas, a variacdo do momento angular total € igual a soma dos
momentos das forcas aplicadas.

O artigo “Descoberta de um Novo Principio da Mecanica” escrito
por Euler trata de um problema geral de rotacao de um corpo rigido.
Nesse artigo, Euler afirma que as equacdes de rotacdo, por ele
encontradas, sao “Novos Principios”. Isso gerou, entre historiadores, a
polémica se as equacoes de rotacao do corpo rigido sao ou nao
redutiveis a segunda lei de Newton. Houve realmente algum novo
principio ou ele se baseou em leis ja existentes? Para tanto, segue uma
analise detalhada desse artigo que foi feita numerando cada passo

seguido por ele. Esses passos sdo:
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10.

Define um corpo soélido e diz que um corpo flexivel € suscetivel a
uma infinidade de mudancas sendo que seus movimentos podem
ser reduzidos aos mesmos principios de toda a Mecanica.

Define o movimento progressivo. Para um corpo solido, a
propriedade significa que, em cada instante, todas as partes do
corpo se movem com velocidades iguais segundo a mesma
direcao. Se soubermos o movimento de um elemento de massa do
corpo, saberemos o que ocorre com o corpo todo.

Define movimento misto como sendo a adicdo do movimento de
rotacdo com o movimento progressivo.

Afirma que as equacodes existentes sO6 resolvem problemas de
corpos que giram em torno de um eixo fixo e que se movem com
movimento progressivo.

Afirma que o movimento progressivo e o de rotacdo sao
independentes. Assim sendo, apara analisar o primeiro considera-
se um referencial cujo Centro de Massa (CM) esteja em repouso.
Considera que para determinar o movimento progressivo basta
analisar o movimento do CM.

Define eixo de rota¢do como sendo o conjunto de uma infinidade
de pontos em repouso assim como o CM.

Afirma que para o eixo de rota¢do em movimento, os principios da
mecanica, até entdo conhecidos, nao sao suficientes para
equacionar essa situacao e diz ter descobertos os novos principios
que faltavam.

Declara que ira analisar primeiramente o caso mais simples, a
dizer, o caso de um corpo rigido girando em torno de um eixo de
otacao fixo. Caso o eixo de rotacdo seja movel teremos que

analisar:

12 — a constituicao do corpo,

2¢ — as forcas que nele atuam.

Define a velocidade angular ®, como se segue :
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11.

Considera-se a variacdao de uma das coordenadas como uma
altura de queda e como, em cada instante tomado isoladamente,
qualquer movimento acelerado é uniformemente acelerado, o
Teorema de Galileu (v2=2gh) pode ser aplicado, em cada instante

isoladamente, a cada eixo independentemente.

B Seja:
A A — Eixo de Rotacao (imovel)
O — Centro de Massa

Oc—f

il Altura de queda — h

Velocidade — v

b VM\/Z

Entao:
A mesma velocidade de todos os pontos que estdo a uma

distancia “f” do eixo de rotacao (aOA) sera:

D =——
f

Encontra:

(a) A velocidade de um ponto “Z” arbitrario:

Seja:
Z — parte qualquer do corpo

dM — massa de Z

M — massa total do corpo

(X,Y,Z) — coordenadas ortogonais de Z
oV //YZ

b ZV /] OY

Entdo: ZV =+x*+y>. Mas todos os pontos que estdo a

mesma distdncia do eixo de rotacdo possuem a mesma

velocidade angular o igual a:
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v, =\/_ NN :\/hixz%—yzj
Jxi+y? ’ f

— > velocidade de Z

(b ) A altura devido a essa velocidade sera:

po e ay) e )

z f2 f2

12. Determina a forca centrifuga do elemento Z=dM.

Seja: dM = peso =mg — m =dM/g, entao:

2 2 2
v dM h\x” + 1
Fem o p = zy). (x 2g)
R 8 f \/ X+ y?
2vdM [ > Esta forca centrifuga que atua em Zna
— direcao VZ é a mesma que atua no ponto
V.

Para o eixo de rotacao (aOA) permanecer em repouso € preciso
que todas as forcas se destruam mutuamente.

13. Demonstra que o eixo de rotacao passa pelo CM.

v Seja:
c o Y . VZ//OY

OY =x* +y’

b

A forca que agira sobre o eixo de rotacao aOA em V na direcao

paralela a OC, sera: .

2hdM
Fyo=Fcos=F,. = \/ \/7 0 < >,
X +y o

2hxdM = cosfd=——
F()C ZT IXZ + y2
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14.

15.

A forca que agira sobre o eixo de rotacao aOA em V na direcao

paralela a OB, sera:

F,, =F.sen8=F,, =2h;12M.1/x2 +y°%.

2hydM
f 2

Yy
Jxi+y? -

OB

Podemos reduzir todas as forcas centrifugas a duas espécies: Foc
e Fop. Sera necessario que todas as forcas paralelas a OC e a OB
se cancelem mutuamente para aOA ficar imovel. Como:

2hxdM 2hydM
== Fy =2,

2hxdM 2h
[ M _ 0, ou =S [xam = 0= [xam =0 "
f2 f2 Isso ratifica o que
havia sido dito

€ que: > anteriormente, ou
seja, que o eixo de
2h rotagdo passa pelo
0,o0u nydM=0:>jydM:0 CM.
J

F,. precisamos que:

2hydM
.[ T_
Determina a condicdo para que o eixo de rotacdo nao sofra

nenhuma inclinacao.

Seja:
~ 2hxzdM
e Momento de Foc em relacao ao CM (O) — );;2
- 2hyzdM
e Momento de Fop em relacao ao CM (O) — yf;z
E necessario que:
2hxzdM 2h A
I#=O, ou —2IxydM =0:>IxydM=0 Para que o eixo ndo
f f sofra nenhuma
inclinagdo é necessério
€ que: > que todos 0os momentos
de todas as forcgas de
2hyzdM 2h Lo e
J’ vzd ~0, ou —JyszZODJyZdMZO cada espécie “se
f 2 f 2 . destruam mutuamente”.

Afirma que as condi¢Ooes acima sao satisfeitas se a matéria de

que o corpo € composto estiver totalmente distribuida em torno
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16.

do eixo de rotacdo. Sendo assim, o eixo de rotacdo s6 sofrera
alguma mudanca se for solicitado por uma forca externa. Caso
0 eiXxo se mova, novos principios serao necessarios para
analisar o movimento deste corpo.

Esclarece que, se a direcao resultante das forcas atuar sobre o

plano BOC, ndo havera um momento resultante. Essas

forcas so6 seriam Uteis para acelerar ou retardar o movimento.

17.

18.

19.

20.

Explica que, se a resultante das forcas nao atuar sobre o plano
BOC, o eixo de rotacdo nao permanecera imovel.
Esclarece que os principios que ele usa para analisar uma
rotacdo, cujo eixo seja movel, sdo novos, mas os fundamentos
nao.

Declara entao :

(...)todos esses principios se reduzem a um so6, que se
pode considerar como o Unico fundamento de toda a mecanica e
das outras ciéncias que tratam do movimento de quaisquer
corpos. E €& sobre este Unico principio que devem ser
estabelecidos todos os outros principios mesmo aqueles que ja
sdo conhecidos na Mecanica e na Hidraulica e que se serve
atualmente para determinar o movimento dos corpos sélidos e
fluidos; que aqueles também que nao sao ainda conhecidos e de
que noés precisamos para desenvolver tanto os casos indicados
acima dos corpos so6lidos, quanto muitos outros que se
encontram nos corpos fluidos. Pois, em todos esses casos nao se
trata de ai aplicar adequadamente esse principio fundamental

do qual acabo de falar e que vou explicar mais cuidadosamente.

Euler enuncia o principio geral e fundamental de toda a
mecanica. Para tanto, considera um corpo infinitamente
pequeno onde toda massa M seja reunida num sé ponto e que
o mesmo esteja animado de um movimento qualquer solicitado
por forcas quaisquer. Precisa-se observar o afastamento do

corpo a partir de um plano qualquer fixo e imoével para
determinar o movimento desse corpo. Seja x a distancia do
corpo ao plano. Decompode-se todas as forcas que atuam no

corpo com componentes perpendiculares e paralelas a esse
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plano. Sendo P a componente resultante dessa decomposicao

perpendicular ao plano (responsavel pelo corpo se aproximar ou se

afastar do plano), apés dt o corpo estara a uma distancia x + dx do

plano e considerando dt constante, pode-se escrever para esta forca

que:

2Md?x = £ P d¢t?

Euler afirma apos escrever esta equacao que ela contém todos os

principios da mecanica. ¥

21. Define:

22.

M é a massa ou o peso do corpo na superficie da Terra.
P pode ser considerado como um peso, de forma que M e P

contém quantidades homogéneas.

% — velocidade do corpo se afastando do plano.
t

. . . dx .
Se no6s considerarmos que a velocidade m seja a mesma
t

adquirida por um corpo que cai de uma altura h , poderemos

2
(ﬂ) _h
dt

€SCrever que:

alt:ﬂ

Jh

Euler reconhece que, para saber o que ocorre realmente com um
corpo, tem-se que analisar como o corpo se comporta em relacdo
aos trés eixos fixos, perpendiculares entre eles. Assim, sendo:

X

y as distancias do corpo aos trés planos e

2

. X
*'Essaé a equagio F = m——-. O fator 2 decorre de como foi derivada.
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as resultantes perpendiculares das componentes de todas as
forcas em relacao aos trés planos ,

podemos dizer que o movimento do corpo sera regido pelas

equacoes:
2Md2x = P dt?
2Md?y = Q dt?
2Md?z = R dt?

Se se supuser que as forcas tendem a afastar o corpo do plano,

pois, caso contrario dever-se-ia escrever —P,-Q e —R.

23. Esclarece que, se o corpo nao for solicitado por nenhuma forca,
de forma que P = Q = R = 0, as trés equacoes encontradas,
devido ao fato de dt ser constante, se reduzirdo por

integracao a:

Mdx =A dt
Mdy = Bdt
Mdz = Cdt

Ou seja, na auséncia de forcas externas, a velocidade do corpo
permanece constante e o movimento se da numa linha reta. Se o
corpo estiver em repouso, assim permanecera a menos que seja
solicitado por uma forca externa. Essas equacoes representam, na
forma algébrica, a primeira lei de Newton.
24. Afirma que, fundamentado nesse grande principio, ira
estabelecer as leis para determinar o movimento de um corpo
sélido que modifica o seu eixo de rotacdo. Para esta analise,

explica que, devemos analisar a ligacdo entre os elementos do
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corpo. Antes de tudo, entretanto, convém estudar o movimento

geral que um determinado corpo € suscetivel.

Determinaciao do movimento geral de que um corpo sélido é

suscetivel e cujo eixo de rotacio permanece em repouso.

25. Ilustra que os trés planos AOB, AOC e AB
BOC, assim como os trés eixos AO, BO

e CO permanecem em  repouso,

enquanto o corpo se anima de um ic

movimento qualquer. Seu centro de

massa (O) permanece também fixo. Por

serem fixos, por definicao, podemos
determinar, a cada instante, o movimento do corpo em relacao a
eles.

26. Define Z como um elemento qualquer do corpo e afirma que
qualquer que seja o movimento de Z, podera ser analisado
segundo a direcao dos trés eixos. Supode, a seguir, que depois de
um tempo infinitamente pequeno dt, a distancia de Z em relacao

a:

*AOB sera x + dx = x + Pdt
*AOCseray +dy=y+ Qdt | opde : P:ﬂ’Q:ﬂ,Rzﬂ
i dt dt dt
eBOC sera z +dz = z+ Rdt
27. Mostra que para um corpo supostamente solido e rigido €
preciso que o ponto Z permaneca sempre a mesma distancia do

centro de massa. Assim, podemos dizer que:

e no inicio de dt a distancia OZ vale:x* + y* + z°

¢ no final de dt a distancia OZ vale: \/ (x+ Pdt) +(y+Qdt) +(z+Rdt)

Como o corpo € rigido, € preciso que essas distancias sejam

iguais:
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Jat 4y + 27 = (x+ Pdt} + (v +Qdtf +(z + Rt} -
X +y*+2° = (x+Pdt) +(y+Qdt) +(z+Rdt) ..
X +y +7=
X%+ 2xPdt + P*dt* + y* +2yQdt + P*dt* + x> + 2xpdt + P*dt’ ..

0 = 2xPdt ++2yQdt + 2zRdt + P*dt* + Q*dt* + R*dt’

- NG _
~ ~

Px+Qy+Rz=0 =0

Ou seja: P, Q e R sao funcoes das variaveis x,y e z. Euler afirma
que, depois de descobrir a natureza dessas trés funcoes,
estaremos em condicao de determinar o movimento de cada ponto

do corpo no comeco do tempo dt.

28. Considera um ponto z infinitamente proximo de Z. A distancia de

z & Z é \di’+dy’+d7’ . Depois de dt o ponto z avancara na
direcao:

e OC — dx + dPdt = Pdt + dPdt = (P + dP)dt

e OB — dy + dQdt = Qdt + dQdt =(Q + dQ)dt

e OA — dz + dRdt = Rdt + dRdt =(R + dR)dt

As distancias serao:

do ponto z do ponto Z
ao plano AOB X +dx + (P + dP)dt x+ Pdt
ao plano AOC y+dy + (Q + dQ)dt y+ Qdt
ao plano BOC z +dz + (R + dR)dt z+ Rdt

29. Encontra a segunda equacdo que, junto com Px+Qy+Rz=0,
servira para descobrir a natureza de P,Q e R. Para tanto,
analisa as distancias do ponto z ao ponto Z nas trés direcdes, no

final do tempo dt
® x+dx+(P+dP)dt—(x+ Pdt)=dx+ dPdt
* y+dy+(Q+dQ)dt—(y+ Qdf) =dy+ dQdt

e z.dz+(R+dR)dt-(z+ Rdf = dz+ dRdt
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Ou seja, no final de dt, a distancia entre Ze z sera:

J(dx + dPdt) +(dy +dQdt) +(dz + dRdt)

Como o corpo € rigido, esta distancia deve ser a mesma do inicio

de de<i . Assim:

Jdx? +dy? +dz? = (dx + dPdt) + (dy +dQdt) + (dz +dRdt) .-

dx’ +dy* +dz* = (dx + dPdt)’ +(dy + dQdt)’ + (dz + dRdt)’ .-

dx* +dy’ +dz’ =
dx* + 2dxdPdt + dP*dt* + dy* + 2dydQdt + dQ*dt* + dz* + 2dzdRdt + dR*dt” .-

0 = 2dxdPdt + 2dydQdt + 2dzdRdt + dP*dt* + dQ’dt* + dR’dt” ..

dPdx +dQdy + dRdz = 0

Assim, com as duas equacodes encontradas, a saber, Px+Qy+ Rz =0
e dPdx+dQdy + dRdz = 0 i, pode-se descobrir a natureza de P, Q e R

e, desta forma, conhecer todos os movimentos que todas as partes
de um corpo sélido sao suscetiveis quando o centro de massa
permanece imovel. Se x=y=z=0, tem-se: P=Q =R =0.
30. Para melhor conhecer essas funcoes, Euler supde que Ox =
OXe XY =xy, ou dx=0e dy=0. Como:
dPdx + dQdy + dRdz =0
NS J

~
dR=0
——

Conclusdo : a fung@o R nao estaria
limitada a varidvel z.

Generalizando: Seja:

dR = Ldx + Mdy + Ndz

d Jdx +dy’ +d7’

*iil Vale lembrar que Euler mudou a notagdo: P, Q e R sdo velocidades. Logo, essa equagdo pode ser
entendida modernamente como:dv/dt.dx=F,dx.
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No caso em que esta sendo tratado dR = Ndz porque dx=0 e dy=0
e, portanto N=0. No geral teremos, entdo: dR = Ldx+ Mdy, ou seja,
R nao contém a variavel z. Da mesma forma se tivermos dx=0 e
dz=0, teremos dQdy=0 ou dQ=0, donde se conclui que a funcao Q
nao contém a variavel y e enfim, quando dy=0 e dz=0 teremos
dPdx=0 e concluiremos que a funcao Pnao contém a variavel x.
31. Estuda as propriedades das funcoes P,Q e R admitindo que:
dP = Ady + Bdz
dQ = Cdz + Ddx
dR = Edx + Fdy
Mas, como ja visto:
dPdx +dQdy + dRdz =0
Entao :
Adxdy+Bdxdz+Cdydz
+Ddxdy+Edxdz+Fdydz

Para tanto, devemos ter: D=-A,E=-B e F=-C.

Assim, as equacodes acima podem ser escritas da seguinte forma:
dP = Ady + Bdz
dQ = Cdz - Adx
dR = -Bdx - Cdy

Como essas equacoes devem ser integraveis € evidente que :
¢ nem A nem B seria funcao de x,
e nem Cnem A seria funcdode y e
e nem Bnem C seria funcao de z.
Ou seja:
. A é funcao de z.
o B é funcao de y.

. C é funcao de x.
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32. Escreve entao que:

dA = Ldz
dB = Mdy
dC = Ndx

Como Ady + Bdz deve ser uma diferencial integravel, entao:

\
.@:d_B = | L=M
dz dy
JIC__dA I N-L S | L=L |—> |L=0
dx dz i
°_f1_B:fz_C M=-N M=N=0

Como A,B e C representam constantes, integrando as seguintes

equacoes:
dP = Ady + Bdz P=Ay + Bz
dQ = Cdz - Adx teremos: Q=Cz - Ax
dR = -Bdx - Cdy R=-Bx - Cy

Que satisfazem a primeira condicdo: Px+Qy+Rz=0

33. Conclui: O movimento possivel de um corpo sélido, cujo centro de

massa permaneca imoével, deve ter essa propriedade, a dizer:

P=Ay+Bz, Q=Cz-Ax e R=-Bx-Cy. Sendo A, Be C constantes.
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34. Verifica, se ha, além do centro de massa, outros pontos sem

movimento onde P=Q=R=0. A

Fazendo P=0 —— Ay +Bz=0 Ou seja: para qualquer

/ \ > valor de x, a distdncia em
relacdo ao plano AOB ndo
sofrerd nenhuma

y=-Bu z=Au alteracdo.

Sendo u uma nova variavel qualquer.

Cz-Ax=0 —>» Cz=Ax
P
Fazendo Q =0

x=Cu

-Bx-Cy =0
Fazendo R =0 —

Entao, se x=Cu, y=-Bu e z=Au, o ponto permanece em repouso
durante dt. Os pontos que obedecem a essa condicao se
encontram numa linha reta que passa pelo centro de massa e
constituem o eixo de rotacado desse corpo.

35. Encontra a equacao da velocidade angular do corpo. Para isso

supoe que YZ =z = 0 sendo a linha OU perpendicular ao eixo de

< C .
rotacdo. Desta forma: 2= y=Bu e x=Cu e assim, a

x Bu

distancia do ponto Y ao eixo de rotacdo sera uvB’>+C’. Entdo,

as trés velocidades do ponto Y segundo as trés direcoes

OC,0OB e OA, serao :
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36.

36.

0
Vi=P=Ay +Jz?§' — P=ACu
0
Vy=Q=07-Ax _, Q=-ABu
Vz= R=-Bx -Cy — R=-B?u-C%u

Deste modo, a verdadeira velocidade do ponto Y sera:

V, =uy(B* + C*JA* + B>+ C*)

OY(raio) w
A

r N O N
Como OY = uVB’+C’ e V, =u(B>+C?)JA’+ B> +C>  entdo a
velocidade angular do corpo em torno do eixo de rotacao sera, por

consequéncia:

@=+A*+ B*+C?

Conclui:
Qualquer movimento que puder ser imprimido a um corpo sélido,
cujo centro de massa permaneca em repouso, se fara, a cada

instante, em torno de um eixo de rotacao do corpo; e a velocidade

de rotacdo em torno desse eixo sera VA’+B>+C’. Sera facil,
entdo, determinar a verdadeira velocidade de todos os pontos do
corpo. Para tanto, temos que somente procurar a distancia “S” de

um ponto qualquer ao eixo de rotacado. A velocidade desse ponto

serd V =SVA’>+ B’ +C’ e a direcdo sera conhecida pela natureza do
eixo de rotacdo. E, pois, impossivel que todas as partes de um
corpo, que giram sobre ele mesmo, ou em torno do centro de
massa, estejam em movimento ao mesmo tempo, porque ha
sempre uma linha reta, onde todos os pontos estardo em repouso,
pelo menos por um instante. O movimento dos outros pontos do
corpo sera tanto mais rapido quanto mais distantes estiverem do
eixo de rotacao.

Euler propoe a provar a mesma coisa com a geometria e o faz nos

itens 38 e 39.
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40.

41.

Pesquisa Das Forcas Requisitadas

para Conservar o Corpo em um Movimento Qualquer

Determina a velocidade em torno do eixo de rotacao.

BA Sejam:

e Componentes da velocidade

! segundo o eixo:
y OB:VZ—XJC
> OA = pix—vy
0 X X

Colocando para as letras A,Be C [ do item 33 | as letras v, u e,
o eixo de rotacdo, no instante qualquer se achara em: x=vu ,

y=uue z=Au.A velocidade em torno do eixo de rotacao sera:

0=\ +u*+v?
Determina a condicado de movimento para um corpo soélido que
sofre um movimento qualquer.
Considerado em Z, dM se afastara no tempo dt do plano:

® AOB por um espago (Ay — uz)dt
® AOC por um espago (vz — Ax)dt
® BOC por um espago (pux — Vy)dt

Sendo x + dx, y + dy e z + dz as coordenadas que determinam
onde estd dM depois de dt ; dx=(Ax—pz)dt , dy=(z-Ax)dre
dz=(ux—wy)dr; e sabendo que todos os elementos do corpo
permanecem a mesma distancia, tanto entre eles como do centro
de massa, entdo, € impossivel que todas as trés equacodes sejam
afirmativas ao mesmo tempo. E preciso sempre que:

(x+dx) +(y+dy) +(z+dz) =X +y* +2°

ou seja :

xdx+ ydy+ zdz =0
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42.

43.

Analisa as forcas necessarias para haver a continuacdo do
movimento supondo dt constante. Mencionando o principio geral
do movimento afirma que € necessario que o elemento dM seja

solicitado por trés forcas segundo as direcoes dos trés eixos.

2
Na dire¢do OC : Fx =2dM %

t

2

Na diregdo OB : Fy= 2dM Y | externas. Como as forcas internas se destroem
: 2
t

Essas forcas podem ser tanto internas como

mutuamente, a continuacao do movimento é devido,

Na diregdo OA - Fx = 2dM d_zZ somente, as externas.
' dr*

Supode, agora, que o eixo de rotacao mude depois de um tempo dt
de uma maneira qualquer de forma que A,uev representem

quantidades variaveis nao constantes.

Como: Entao:

dx = (Ay — uz)dt d’x = (Ady + ydA — udz — zdu)dt

dy = (vz — Ax)dt d*y = (vdz + zdv — Adx — xdA)dt

dz = (px—vy)dt d*z = (udx + xdu —vdy — ydv )dt
Ou melhor:

d*x = (ydA — zdu)dt + (Ady — udz)dt
d*y = (zdv — xdA)dt + (vdz — Adx)dt
d*z = (xdu — ydv)dr + (udx — vdy)dt

44. Obteve as seguintes equacoesxiv:

d’x = (ydA — zdu)dt + [/1VZ vy — (P + ,le)x]dt2
d%y = (zdv — xdA)dr + [pove — Az — (v + 2 Iy lar?
d’z = (xdu — ydv)dt + [/wy —Avx—(? +V2)Z]d12

Za,Zy,Zp — representam linhas por onde atuam as trés forcas

que solicitam dM segundo a direcao dos trés eixos
AO,0OBe OC.

¥ Como: g2x= (ydA—zdu)dt +(Ady — pdz)dr , entéo : d *x = (ydA—zdp)dt + [Avz - Ax)dt - (g —vy)dldt e

assim:

d’x= (ydﬂ—zd,u)dt+(ﬂw—ﬂzx—ﬂ2x+vw)d;2. O mesmo raciocinio se aplica para &y e dz.
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45

46.

Assim, as trés forcas serao representadas pelas seguintes

equacoesxv:
aM 2 2
F,= ZW(yd/’i — zdp)+2dM [Avz + vy — (P +u )x]
F,= 2dd—Af(zdv — xdA)+ 2dM [uvx + Az — (v + 2)y]
F,= 2dd—ﬂt4(xdﬂ — ydv)+2dM [Aex + Avx — (i +v? )]

. Observa que para reduzir essas expressdes a uma soma, ou para

encontrarmos as forcas totais, €& preciso verificar que nas
integracoes nao teremos outras variaveis além do elemento dM e
das coordenadas x, y € z que determinam o local deste elemento, e

que dM deve passar sucessivamente por todos os elementos do
corpo, de forma que a integral J dM represente a massa do corpo M.
Desta forma, em todas essas integracdes, que somente examinam a
variabilidade do ponto Z, as quantidades A,uev com suas
diferenciais dA,duedv e o elemento de tempo dt serao

consideradas como invariaveis. Assim, a integral de cada uma
dessas forcas deve ser ZERO, porque pela natureza do centro de

massa:

[xam =0 [yam =0 [zam =0

Analisa o momento de cada forca em relacao aos trés eixos.
Assim:
» A forca Za tem um momento...

... em relacao ao eixo OC no sentido BA = Za ey

... em relacdo ao eixo OB no sentido CA = Za e x

XV

Como: szzdif"zldzx,entéo : Fzy=2%{ydﬂd%zd‘u

+ Ave—vuy— (2 +u2)x} e assim:
dt dt

F, = ZC;—M(ydﬂ—zdﬂ)+2dM[ﬂ%+Vw—(/12 +u’ )x] . O mesmo raciocinio se aplica para
t

as outras forcas.
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» A forca Zf tem um momento...
.. em relacao ao eixo OC no sentido AB = Zf e ;

.. em relacao ao eixo OA no sentido CB = Zf e x

= A forca Zy tem um momento...
.. em relacao ao eixo OB no sentido AC = Zye;

.. em relacao ao eixo OA no sentido BC = Zyey

Consequentemente as forcas Za, Zf, Zy terao para o:

— eixo OA um momento no sentido BC — Zye y—Zp® x
— eixo OB um momento no sentido CA - Zo®x—72y® z
— eixo OC um momento no sentido AB — Zf3®z—Zae®y

47, Encontra o momento resultante em cada eixo. Assim:
* O momento que resulta para o eixo AO no sentido BC,

seraxvi

ZZ—A;I(yzdi +x*dA — yzdu ~ xzdv)+ 2‘;—]‘;[[,11/),1 — Az + uwy? — e — (/12 _Vz)xy]

* O momento que resulta para o eixo OB no sentido CA:

2dd_A;I (du+z2du~ xydv - yzda)+ de_ﬂj ey — vy + A = ave? = v? = 2 e

* O momento que resulta para o eixo OC no sentido AB:

2%4(zzdv +y2dv - xzdA - xydu)+ 2%4 v = Avay + e = Apie® = ay® = (2 - )y

Zyxy—Zfxx = de—[‘;[ (yzdi— zydﬂ)+ 2dMLu1’yz+/tvyz —(/12y +ﬂ2y)x] = de—n;[ (Z,XdV —xzd/l)+ ZdMLl.le2 +/1/Dcz—(vzy+/12y)y]

- z%l(yzdﬂ +x2dA - yzdu - xzdv)+ 2%1[/1‘% — Aoz + oy = e’ = (i =v? Jy] O mesmo

raciocinio se aplica para os outros eixos.
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48. Integra essas trés formulas para achar o momento total das
forcas que o corpo deve ser solicitado. Essas integrais se reduzem
a integracao das formulas, que dependem unicamente da forma
do corpo e da distribuicdo da matéria que o constitui em relacao

aos trés eixos fixos AO, OB e OC. Entao, oxvi:

momento de inércia em relacdo ao eixo AO é:
IdM(xz + y2)= Mf*
= momento de inércia em relacado ao eixo OB é:

J‘dM(x2 +22)=Mg2

momento de inércia em relacdo ao eixo OC é:

Jam (y? +22)= mn?

J xydM (em relacdo a OA)

Contém as forcas centrifugas que teriam os

szdM(em relagdo a OB) corpos, se eles girassem em torno de um dos 3

JyZdM (em relagdo a OC) eixos.

49. Encontra os momentos totais que os corpos devem ser

solicitados.

xvii

B Pelo grifico :
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I — Momento do eixo AO no sentido BCxviii;

2d_ﬂ_nzﬂ 2, dv

2M[f - ot E+V/1n2—ﬂ,umz—(,uz—vz)lz+,uv(h2—g2)}

II - Momento do eixo OB no sentido CA:

cdu_pdv dh

2M{g ai o an " E+lﬂlz_/“’”2‘("2—ﬁz)m2+/1v(f2—h2)}

IIT - Momento do eixo OC no sentido AB:

2M[hz%_nz%+lz%+mz v — (2 -+ Aule? fz)}

Conclusao: Os momentos destas forcas dependem tanto das
quantidades A, 4,v que se ligam ao eixo de rotacao e
ao movimento rotatorio quanto das mudancas
instantaneas dA,duedvque aparecem no intervalo
de tempo dt.

50. Relaciona as formulas ao eixo de rotacao 0z.

Ja vimos que:

Ox=wvu
Xy = fu
vz =Au

... e que a velocidade angular em torno do eixo é @ = /A" + x> +v* ;
assim, em qualquer sentido que esta velocidade seja dirigida, se
achara considerando o elemento do corpo situado em X (y=0 e

z=0) segundo...

xviii

J.Zd%j(yzd/l+ x2dA— yzdu — xde)+ J. 2dM [/11/yZ — /1#XZ+,UVyZ _ﬂwz _ (#2 —Vz)xy] _

= | 2‘%4[02 +x2 M~ (ydp - xav)el+ [ 2am [(vy = p)ie + (7 =2 Juv = (2 v )=

zﬂ_nzﬂ

Zﬂ 2 _ 2 (2 _y2 )2 2 2
" dt+m dt+v/1n Apm (,u v)l+,uv(h g):|

=2M { f
O mesmo raciocinio se aplica ao eixo OB e ao eixo OC.
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OB =v;—Ax = OB =-/Ax B‘f
OA = ux—vy = OA = lix

Portanto, o ponto se elevara no
plano BOC e descobriremos
facilmente em qual sentido o corpo

girara em torno do eixo Oz. Seja \
n

agora, a velocidade angular @, em 20

o 4

torno do eixo Oz, de forma que

= \/m Em seguida, sejam ¢,7,9 os angulos AOz, BOz,
COz e que:
Oz = u\/m =uUw,
Podemos escrever quexix:

A u v
cos{ =—,cosnp =—,costy=—
w (]

Teremos sempre:

cos{* +cosn’ +costd =1

E assim, podemos escrever:

A =wcos{, 4 =wcosn, vV = wcost

51. Presume que para a variacao do eixo de rotacao Oz, os angulos
{, n e Y variem e, além disso, a velocidade angular varie .
Obtém assim:

dA =dwcos —wdlsend

du = dwcosn — adnsenn
dv =dwcos?— adsen

Devido ao fato de cos{* +cosn’® +cos?¥” =1, teremos:

d{senl cos ¢ +dnsenncosn +dvsentcos ) =0

*X pelo grafico :

°cos§=g—z=:—z)3005§=

S

°COS7]=&=ﬂDCOSﬂ=

0z uw

el gl= g

vu
ecosy=—= = cos¥=
Oz
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52.

53.

Assim, como a substituicao nessas equacoes € muito complicada
e a posicao dos trés eixos € arbitraria, Euler imagina que no
comeco do elemento dt, o corpo girou somente em torno do eixo
AO, de forma que =0 e v=0 e portanto, o movimento se realiza
no sentido BC. Com a velocidade angular @ e o valor de 4 sendo
positivo teremos:
£=0,7=90",89=90°, comisso: A=aw, u=0ev=0.

Depois do tempo dt, o eixo de rotacao se afasta infinitamente

pouco do eixo AO, de forma a descrever um angulo d{, com o

eixo OB um angulo 90° +d¢ e deve-se ter:

d¢? = dn® +do®

Encontra, entdo, as equacdoes dos momentos requeridos em

relacao aos trés eixos. Com as suposicoes ja feitas pode-se

escrever :
dl=dw

du=-adn

dv = —wd?

Esses valores sado substituidos pelas expressoes ja encontradas
em (49) e assim o momento requerido para o eixo:

v" AO no sentido BC:

2 2
ZM(fzd—w+77 a)d77+m wdﬁ}

dt dt dt

v" OB no sentido CA:

2 2 2
om| 40 _gTedn I wdﬁ+m2(o2
dt dt dt

v" OC no sentido AB:

2 2 2
2M(_m do  Pedp h a"w+n2aﬂj

dt dt dt

Avalia o que é necessario para acelerar o movimento de rotacao

de um corpo.
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Para que o corpo gire constantemente em torno do mesmo eixo
AO (dn=0 e d¥=0),porém, com um movimento variavel, &€ preciso
que este corpo seja solicitado pelas forcas, que fornecem para o
eixo :

2Mf dw
dt

v AO um momento no sentido BC:

2
v" OB um momento no sentido CA: 2M (mzw2 - ndchJ

2
v' OC um momento no sentido AB: 2M {nzw2 - mddwj
t

Para acelerar o movimento de rotacdo € preciso um momento de

forcas para o eixo AO, o qual seja proporcional a Mf*, isto é um

MOMENTO DE INERCIA do corpo em relacio ao eixo AO.
Entretanto, para que o corpo gire em torno do eixo imével AO com
um movimento uniforme, € preciso que este corpo seja solicitado
pelo lado de fora por forcas que nao tenham momento em relacao

ao eixo AO, mas que dao para:

v 0 eixo OB no sentido CA = 2Mm’w’

v 0 eixo OC no sentido BA = 2Mn’w’

Assim, o movimento nao persistiria sem o auxilio de forcas

externas, a menos que seja m> =0 e n*=0 ou szszO e

J yzdM =0, onde as forcas centrifugas se destroem mutuamente.

Pesquisa do movimento de um corpo sdlido em torno de seu centro

54.

de gravidade onde as forcas que o corpo é solicitado sdo dadas:

—————————————————— 1 Esclarece que tratara do caso em

que:

JdM(x2+zz) Mg’ ,

i |

i |

' . | 2
i : JdM(x2+y2)=Mf
| ’ |

: |

| |
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55.

56.

jxyszMlz

szdM:Mmz ,

ijszan

Ox=wvu

xy=pu e =+’ +v*.
vz =Au

Encontra as equacdoes que determinam mudancgas infinitamente

pequenas dA, du e dv, que serdo produzidas num elemento de

tempo dt. Se o corpo for solicitado por forcas quaisquer, para
achar a mudanca de movimento, teriamos que relacionar todos os
momentos com os trés eixos. O momento que resulta dessas
forcas para o eixo:

v AO no sentido BC = Pa

v" OB no sentido CA = Qa

v OCno sentido CO = Ra

Iguala, entdo, esses momentos aqueles que foram encontrados

no (49)e obtém as trés equacoes:

Pa , dA zd,u , dv 2 2)2 2 2
[-—=f222 —+vin® = Aum® —\i* v > + uvih® -

r = w T T g T A b2 =vh e’ - ¢7)

Qa ,du ,dv zd;i 2 2 2 2) 2 2 2
M- = =2 _ 122" 4+n + Aul V7 \ V) +Avlf —h

2M 8 dt dt dt s A ( )m (f )
I - &_hz dV 2CM'+12 d'u+ﬂm —Ai* - (/1 ﬂz)”l2+/1ﬂ(g2_f2)

2M dt dt dt

Admite que a resolucao dessas equacoes nos conduzira a
formulas muito grandes. Entdo, supde que o corpo gire em torno
do eixo AO no sentido BC com uma velocidade angular @ e que
depois do tempo dt o eixo de rotacao mude, de forma que faz-se:

e com o eixo OA = Um angulo d¢,
e com o eixo OB = Um angulo 90° +dn,

e com 0 eixo OC = Um angulo 90° +d® e
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que a velocidade angular seja: ® + do. Ja vimos que:

d¢* =dn® +d°

Assim:
2 2 2
I Pa :f da)+n a)d77+m od ¥
2M dt dt dt
2 2 2
- QOa _ ndo g a)d77+lda)d19+m2w2
2M dt dt dt
2 2 2
1 Ra _ mda)+la)d?7_h a)a’zﬁ‘_nza)2
2M dt dt dt

57. Determina, enfim, as trés equacoes que nos fornecerao para cada
instante a mudanca que o corpo sofrera devido ou a alteracao da
posicao do eixo de rotacdo ou a modificacao da velocidade
angular. Observa, porém, que sera preciso mudar a posicdo dos
trés eixos AO,0OB e OC afim de que o eixo de rotacdo seja sempre

AO. Sera preciso, também, recalcular para cada instante os v
valores [°, m*, n*, f*, g*, e h*, pois, as mudancas da situacio
do corpo em relacao aos trés eixos, sera causada por variacoes
continuas. Assim, a resolucao das trés equacoes seguintes nos

fornecera para dw, dn e d¥os seguintes valores:

do _ Pa(gzh2 —14)+ Qa(hzn2 + lzm2)+ Ra(gzm2 +12n2)— 2Ma)zlmznz(h2 - g2)+lz(m4 —n4)J

dt 2M (F2g%0 — £21* = g*m* — Pn* = 20°m*n?)

wdn Pa(nzh2 + l4m2)+ Qa(fzh2 - m4)+ Ra(f212 + mznz)— 2Ma)2[mzfzh2 - frm? —mz(m4 —n4)]
dt oM (f2g°0 — £ = g*m* — hPn* —20%m*n?)

wd? Pa(gzm2 +lzn2)+ Qa(le2 —m2n2)+ Ra(fzg2 +n4)+ 2Ma)2[112f2g2 - frm’ —nz(m4 —n4)]
d oM (f2gh> = £21' = g’m* —hn* = 20°m’n*)

O leitor moderno reconhece aqui as equacoes :

1@, +(13_12)w3w2 =1
Izd)2+(11 —13)(01603 =17,
I3d)3+(12_11)w20)1 =173

chamadas de equacoes de Euler para o movimento dos corpos
rigidos, onde I é o tensor de inércia, @ a velocidade angular, e 7 o
torque total em relacdo a um ponto. Se houver um ponto do corpo

que permaneca fixo, ele sera considerado a origem dos eixos, e os
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momentos de inércia e os torques deverao ser calculados em relacao e
esse ponto.

Essa solucdo do corpo rigido é generalizada para corpos em geral

—

dL -
com —=7T.
dt

Com isso vemos como uma vez estabelecida a lei para a massa
puntual, ela foi usada para o desenvolvimento da equacao de
movimento do corpo rigido pelas maos de Etler. E também, o quanto foi
importante a participacdo do teorema da queda livre de Galileu no
entendimento do movimento geral de uma massa puntual e na
elaboracdo das equacoes gerais do movimento (hoje chamadas de
“equacoes de Newton”). Concluimos, ao rastrear os calculos de Etller
que, ao analisar a variacao de uma das coordenadas como uma “altura
de queda”, ele entendia a forca com o mesmo conteudo ontolégico do

peso.
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