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Introdução 

 

Meu  i n t e r e s s e  po r  ma t emá t i c a  ve io  de sde  c edo .  Mesmo  an t e s  

de  s a be r  o  que  sã o  ob j e to s  ma t emá t ico s  e  nem seque r  imag ina r  a s  

d i s cu s sõe s  ex i s t en te s  ac e rc a  de s se s  o b j e t os ,  e s se  p rob l ema  r ondou  

meu  pen sament o .  

E s t ava  na  8 ª  s é r i e  d o  en s i no  f undamen ta l ,  i a  a s s i s t i r  à  au l a  

de  ma t emá t i ca .  A  p ro f es so ra ,  en tão ,  nos  l e vou  pa r a  s a l a  de  v íde o  

s ob  a  j us t i f i ca t i v a  de  f a ze r  c om  que  en t endêssemos  pa ra  q ue  se rve  

e s t uda r  ma t emá t i c a  e  onde  pudé ssemos  obse rva r  sua s  ap l i ca çõe s .  

O  f i lme  a  s e r  ex ib ido  e ra  o  Pa to  Dona ld  em  a  Ma temág i c a .  

Lembro -me  como  se  f os se  ho j e  de  a l guns  t r e chos .  O  f i lme  

mos t r ava ,  po r  exemp lo ,  como  a s  no ta s  mus i ca i s  pod iam  se r  

ex t r a í da s  de  r azõe s  ma t emá t ic a s .  Aqu i l o  me  causou  su r p re sa  e  

admi ra ção ,  f i que i  f a sc inada .  Ache i  que  o  f i lme  f os se  c on t i nua r  a  

me  ma ra v i l ha r .  Mas  em  se gu i da  apa rece ram pé t a l a s ,  f o l ha s ,  

na tu re za  em  ge ra l  e  uma  t en t a t i va  exau s t i va  de  t e n t a r  ap r i s i oná -

la s  em  c í r cu lo s ,  pe n t á gonos ,  h exágonos ,  e t c ,  a f i rmando  em 

segu ida  q ue  e ra  mui t o  f ác i l  encon t ra r  f o rmas  geomé t r i ca s  na  

na tu re za .  

E  c omo  se r i a  conf or t á ve l  s e  i s s o  f os se  ve rda de .  Se  a  f ra se  “ a  

ma t emá t ic a  e s t á  na  r ea l id ade”  fo s se  a ce i t a  po r  t odos  o s  a l unos ,  d e  

ce r t o  modo ,  os  p ro f e s so re s ,  da  t ã o  pec u l i a r  d i s c ip l i na ,  e s t a r i am ,  

de  uma  vez  po r  to da s ,  s a l vo s  d o  emba raç o  ao  se r em indagados  

“pa ra  que  se r ve  e s tu da r  ma t emá t i c a? ” .  Po rém  pa ra  m im  soou  

a r t i f i c i a l .  F ique i  i n comodada .  Ao  mesmo  t empo  em que  aque l e  

f i lme  me  ma ra v i l hou  ao  me  mos t r a r  que  d i f e ren t e s  ra zões  

o r i g i na vam  d i f e r en te s  sons ,  nã o  conse gu ia  ve r  e  me  convence r  de  

modo  a lgum  que  pen t ágonos ,  quad ra dos  e  c í rc u l os  e s t a vam 

espa lha do s  pe la  na tu re za .  

Desde  en t ão ,  t en to  a cha r  ou t ro s  mo t i vo s  pa r a  a  e x i s t ênc i a  da  

ma t emá t ic a .  Ta l ve z  me smo  sem  a  p lena  consc iênc i a ,  de vo  t e r  f e i t o  

ma t emá t ic a  pa ra  s a c ia r  e s sa  cu r i os i dade ,  p a r a  de scobr i r  onde  
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es t ão  seu s  o b j e t os  j á  que  na  na tu re za ,  p e lo  menos  pa ra  mim,  f i cou  

c l a ro  q ue  não  e s t a vam.  

E sse  t r aba lho  vem como  uma  r e spos t a  p a r a  i s s o .  Cons t a  de  

uma  pe squ i sa  h i s t ó r i ca  s ob re  o  desenvo l v imen to  da  ma t emá t ic a  e  

uma  aná l i s e  da s  c r i s e s  em  seu s  fu ndamen to s .  A  pa r t i r  da í ,  é  f e i t a  

uma  obse r vação  da s  s ua s  e sco la s  de  pensament o  mos t r ando  a  

e sc o l a  i n t u i c i on i s t a ,  o  de senvo l v imen to  da  ló g i c a  c l á s s ic a  pe lo s  

l o g i c i s t a s  e  a  cons t ruçã o  do  p rog rama  de  H i l be r t  pe lo s  f o rma l i s t a s  

a t é   f i n a lmen te  o  apa re c imen t o  do  Teo rema  de  Göde l .  

Com  e s sa  base ,  a l guma s  que s t õe s  s ão  pos t a s  em  d i scus são  

ac e rc a  da  na t u r ez a  do s  ob j e t os  ma temá t i co s ,  de  c omo  a  

ma t emá t ic a  func i ona ,  e  s e  é  p os s í ve l  que  e la  s e j a  a  l i nguagem que  

de sc r eve  a  na tu re za .  

No  apênd i c e  e s t ão  d i spon íve i s  a l gumas  r e l e van t e s  

demons t ra çõe s  q ue  pe rme i am e s sas  d i s cu s sões  c omo  do  t eo r ema  de  

Can to r ,  a  cons i s t ênc i a  e  a  i ndependênc i a  da  h i pó t e se  do  con t í nuo  

e  d o  ax ioma  da  e sco lha ,  i n c lu s i ve  a  demons t ra ção  do  p rópr i o  

t e o r ema  da  i ncomp le t ude .  

É  um me rgu l ho  nos  f undament os  ma t emá t i cos  l e van t ando  a s  

d i s cu s sõe s  q ue  há  mu i t o  a f l i ge  os  nomes  re sponsáve i s  pe l a  

t e n t a t i va  de  c ons t ru i r  a  ma temá t i ca  s ob  a  ba se  ma i s  s ó l i d a  

pos s í ve l .  
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Capítulo 1    As Crises  nos  Fundamentos  da Matemática  

 

 

 

A s  L iç õe s  de  R .  Q .  

 

 

Manoe l  de  Barros  

 

 

Aprendi  com Rômulo  Quir oga  (um pin tor  bo l i v i ano ) :  

A  expre ssão  re ta  não  sonha .  

Não  use  o  traço  aco s tumado  

A  f orça  de  um ar t i s ta  vem de  suas  derro tas .  

Só  a  a lma  a tormentada  pode  t ra zer  para  a  vo z  um  

forma to  de  pássaro .  

A  ar te  não  tem pensa :  

O  o lho  vê ,  a  l embrança  r evê ,  e  a  imag inação  transvê .  

I s to  s e ja :  

Deus  deu  a  f orma.  Os  ar t i s t as  de s f ormam.  

É  prec i s o  de s f ormar  o  mundo:  

T i rar  da  na tureza  a s  na tura l i dade s .  

Fa zer  cava lo  verde ,  por  exemplo .  

Fa zer  no i va  camponesa  voar  –  como  em Chagal l .  

 

Agora  é  s ó  puxar  o  a larme  do  s i l ênci o  que  s a i o  por   

a í  a  de s f ormar .  ( . . . )  
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1.1 O que Fazer  com os  Irrac ionais?  

 

Um e s tudo  s ob re  a  h i s t ó r i a  da  ma t emá t i c a  que  va i  de sde  a  

G réc i a  an t i ga  a té  o s  d ia s  de  ho j e ,  r eve la  que  o s  f undamento s  da  

ma t emá t ic a  pas sa ram  po r  g ra nde s  c r i s es .  

A  p r ime i ra  começou  no  sé cu lo  V  a .C .  e  nada  seme l han t e  

ha v i a  oco r r i do  an te r i o rmen t e .  Tudo  começou  pe l o  i ne spe rado  

s u rg imen t o  do s  núme ros  i r ra c io na i s 1 p r ec ip i t ada  pe la  u t i l i za ç ão  do  

t e o r ema  de  P i t ágo ra s  no  c á lcu lo  da  d i a gona l  do  quad ra do  de  l ado 

1 .  Como  mos t ra  a  f i gu ra  a ba ixo .  

 

 

 

 

 

 

A c red i t a - se  que  o s  p i t a gó r i co s  j á  conhec iam  a  

imposs ib i l i dade  de  s e  med i r  a  d i agona l  de  um  quadrado  em 

r e la ç ão  a  s eu  l a do ,  a t ra vé s  do  p roce s so  da  d im inu i ção  re c íp roca .  

Ta l  d escobe r ta  po s s i ve lmen t e  con t r ibu iu  pa r a  o  dec l í n i o  da  e sco l a  

p i t a gó r i ca ,  e  a f i rmou  a  o pos i ç ão  en t r e  o s  conce i t os  de  ex tensã o  

con t í nua  (mege thos )  e  de  n úme ro  (a r i t hmos ) .  A  re so lução  de s sa  

p r ime i ra  c r i s e  não  fo i  rá p ida  nem f á c i l  de  s e  encont ra r ,  po i s  po r  

mu i t o  t empo ,  a  2  e  to dos  o s  i r ra c iona i s  d e scobe r t os  e ram  

incômodos  que  de ve r i am  se r  en tend idos  pe l os  ma t emá t ico s .   

 

 

 

 

 

 

                                                           
1 A demonstração que 2 é um número irracional pode ser vista no Teorema 1 do Apêndice.  

               1  
 
                 x           1  

Teorema de Pitágoras: a² + b²  = c² 
 
 x² = 1² + 1²   

x² = 2  ⇒    x = 2   
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Es t a  p r ime i ra  c r i s e  começou  a  s e r  en t e nd i da  e  s o luc ionada  

po r  vo l t a  d e  370  a .C .  po r  Eudoxu s  (408–305  a .C )   que  i nc o rpo rou  

o s  i r ra c iona i s  a os  n úme ros .  Podemos  encon t ra r  o s  s eu s  t ra ba l hos  

no  5 º  l i v ro  do s  Element os  de  Euc l i des  (330–260  a .C ) .  A  t eo r i a  

co inc i de  e s senc i a lmen t e  com  a  mode rna  expos i ção  s ob re  núme ro  

r e a l  dada  por  R i cha r d  Dedek ind  (1 831–1916 )  em  1872 .  

 

1.2 O 5º  Postulado de Eucl ides  

 

Uma  ou t ra  c r i s e  na  ma temá t i ca  e s tá  re la c ionada  ao  5 º   

Po s t u l ado  de  Euc l ide s  que  d i z :  Dado  um  pon t o  P  f o ra  de  uma  re t a  

r  pode - se  t ra ç a r  uma  ún i ca  r e t a  s  p a r a le l a  à  re ta  r  dada .  O  5 º  

Pos t u l ado  f o i  de sa f i ado r  du ran t e  s écu lo s  e  i núme ros  ma t emá t ico s  

t e n t a ram deduz i - l o  a  pa r t i r  do s  demai s  qua t r o  ax iomas  e  a s s im 

demons t rá - l o  como um te o rema .  Na  ve rda de ,  a  ex i s t ê nc ia  da  re t a  

pa ra le l a  e ra  e  é ,  f a c i lmen te ,  demons t rada  com o  re s t an te  do s  

pos tu l ados ;  a  un i c i dade  da s  pa r a l e la s  é  que  nece s s i t a va  de  s e r  

pos tu l ada .  É  um indec id íve l ,  s e  c on s ide r á s semos  apenas  o s  qua t ro  

p r ime i ro s  po s t u l ados  de  Euc l i de s .  

A  so l ução  de s sa  c r i s e  demorou  c e r c a  de  d o i s  m i l  a nos  pa r a  

apa rece r  e  somen t e  em  1829  o  ma t emá t ic o  r us so  N iko l a i  

Lobachevsk i  ( 1793 -1856 )  pub l i c ou  Sobre  o s  Pr inc í p io s  da  

Geome tr i a  onde  a p r ese n t a va  uma  nova  ge ome t r i a ,  ba se ada  em  um 

novo  po s tu lado  que  v i r i a  a  subs t i t u i r  o  5 º  e  que  d i z i a :  Dado  um 

pon to  P  f o ra  de  uma  re t a  r  pode - se  t r aç a r  ma i s  de  uma  re t a  

pa ra le l a  à  re t a  r  da da .  Com e s sa  nova  geome t r i a ,  uma  nova  

concepção  de  e spaço  e ra  po ss í ve l ,  de smi s t i f i cando  a s s im  a  

a t r i bu iç ão  ka n t i ana  de  ve rdade  ab so l u t a  f e i t a  à  geome t r i a  

euc l i de ana .  

A  pub l i ca ção  do  t r aba lho  de  Lobachevsk i  de sengave t a  vá r i o s  

ou t ro s ,  na  mesma  d i re ç ão ,  cu j a s  i d é i a s  e s t avam  r ep re sada s  pe l a  

c r ença  kan t i ana  de  um ún i c o  mode lo  p os s í ve l  pa ra  o  e spaço .  O  

mundo  e s ta va  madu ro  pa r a  uma  ge ome t r i a  n ão -euc l i d i ana .  
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Documen to s  comprovam  que  Ca r l  F r i ed r i ch  Gauss  (1 777 -1855 )  j á  

pe nsa va  sob re  uma  nova  geome t r i a  an te s  mesmo  da  pub l i c ação  de  

Lobachevsk i .  A  pub l i c ação  em  1831  do  t raba lho  Ciênc ia  Abso lu ta  

do  E spaço  do  ma t emá t i co  húnga ro  Janos  Bo lya i  ( 1802 -1860 )  que  

r e - i nven t a  a  me sma  geome t r i a  nã o -euc l i de ana  i ndependen t emen t e  

de  Lobachevsk i ,  demons t ra ,  de  ou t ra  mane i ra  que  a s  i dé i a s  de  

nova s  geome t r i a s  f e rv i lh avam no  i n í c io  do  sé cu lo  X IX.  

 

1.3 O Cálculo Inf inites imal  

 

Uma  ou t r a  impo r tan t e  c r i s e  n os  fu ndamen to s  ma t emá t ico s  

ve io  imed i a t ament e  apó s  a s  impo r t an t e s  con t r i bu iç õe s  f e i t a s  p o r  

Le i bn i z  e  Newton  ao  c á l cu lo  no  f i n a l  do  sé c u l o  XVI I .  

Na  ve rda de ,  o  c á lcu lo  j á  e r a  de senvo lv ido  de sde  a  Gréc i a  

an t i ga .  No  i n íc i o  do  sé cu lo  XVI I ,  me smo  a n t e s  de  s e  t e r  uma  

concepção  de  c á lc u lo ,  j á  h av i a  um  grande  i n t e re s se  do s  

ma t emá t ic os  e  engenhosa s  e s t r a t ég i a s  pa ra  encon t r a r  á re a ,  

vo l ume ,  máx imo ,  m ín imo  e  c on s t ru i r  t a ngen te s  po r  mé t odos ,  n a  

ma i o r i a  da s  veze s ,  a l géb r ic os .   

A s  impo r t an t e s  con t r i bu i ç õe s  f e i t a s  p o r  Le i bn i z  e  Newton  

(1643–1727 )  t a i s  como :  re conhec imen t o  da  re l aç ão  i nve r sa  en t r e  

de r i vada  e  i n t eg ra l ,  s i s t ema t i za ção  das  re g ras  de  de r i vação ,  

t o rna ram  o  c á lc u lo  uma  f e r ramen ta  t ão  pode rosa  e  com t an t a  

ap l i c ab i l i dade  que  seu s  suce s so res  f a lha r am  ao  cons ide ra r  

s u f i c ie n t emen t e  só l i da  a  b a s e  no  qua l  e s sa  ma t é r i a  f o i  f undada  e  

ao  i nvé s  de  demons t ra ções  j u s t i f i ca r em  r e su l t ados ,  r e su l t a dos  

j u s t i f i c avam  demons t ra çõe s .  Com o  pa s sa r  d o  t empo ,  con t rad i ções  

e  pa radoxos  f o ram  su rg indo  e  a  aná l i s e  f o i  s endo  cons t ru ída  s em 

a l i ce rc e ,  t o rnando - se  ev iden te  que  uma  sé r i a  c r i s e  no s  

fundamen to s  da  ma temá t i ca  e s t a va  in s ta l ando - se .   

F ina lmen te ,  n o  in íc i o  do  sé cu lo  XIX,  Cauchy  ( 1789–1857 )  

de u  o  p r ime i r o  pas so  pa ra  a  r e so luçã o  da  c r i s e ,  t o r na ndo  o  

conce i t o  de  l im i t e  o  conce i t o  f undamen ta l  do  c á l cu lo .  
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Com a  s ubseqüen te  a r i tme t i zação  da  aná l i s e  po r  We i r s t r a s s  

( 1815–1897 )  e  s eu s  s egu ido re s  e s sa  c r i s e  nos  f undament os  

ma t emá t ic os  f o i  v enc ida  e  t oda  e s t ru tu ra  ma temá t i ca  f o i  r e d imida  

e  so l i d i f i c ada  sob re  uma  base  i nque s t io náve l .  

 

1.4 Paradoxo de Cantor  

 

A  c r i s e ,  que  se  ma t e r i a l i zou  r epen t i nament e  em  1897  e  a i nda  

nã o  fo i  to ta lmen te  comp reend i da ,  f o i  t r a z ida  pe l a  de scobe r t a  de  

pa ra doxos  e  a n t i nomia s  na  t eo r i a  ge r a l  de  con j un t os  de  Can to r .  

No  f i n a l  do  sé cu l o  XIX ,  o  i n f i n i to  que  a t é  en t ão  e ra  m í s t i co ,  

ve io  a  s e r  mu i t o  bem  t raba lhado  quando  Geo rg  Can to r  ( 1845–

1918 )  dec id iu  i r  c on t ra  a  i n t u i ção ,  co r r e spondendo  

b iun i vucament e  con j un to s  i n f i n i t os  e  a ce i t ando  i n f in i t os  

comp le to s  na  ma t emá t ic a .  Ma i s  t a rde ,  Dedek i nd  de f i n iu  c l a s se  

i n f i n i t a  como  aque la  q ue  p ode  se r  co loca da  em  co r re spondênc i a  

b iun í vuca  c om  um subcon jun t o  p róp r i o  de  s i  me sma ,  pas sando  a  

exp l o ra r  o  i n f i n i t o  a tua l .  A té  en tão ,  A r i s tó t e l e s  hav ia  dec l a ra do  

que  não  ex i s t i a  n ada  que  fo s se  um in f i n i to  a t ua l ,  re a l i zado .  Pa r a  

e l e ,  nã o  e x i s t i a  i n f i n i t o  a t ua l  po i s  o  mundo  e s t a r ia  l im i t ado  pe l a  

abóbada  ce l e s t e  ( a  e s f e r a  de  e s t re l a s  f i xa s ) ,  mas  ex i s t i a  o  i n f in i t o  

po r  d i v i são ,  o  p o t enc i a l 2.   

Can to r  e l abora  s ua  t eo r i a  do s  c on jun to s  pa r t i ndo  de  uma  

de f i n i çã o  de  c on jun t o :  “En t endemos  po r  “con jun t o”  qua l que r  

co le ç ão  M  de  ob je t os  m  bem  de f i n i do s  e  d i s t i n t o s  da  no ssa  

pe rc epção  ou  do  nosso  pensament o  ( chama remos  m  e l emento s  de  

M ) ” 3.   

 

                                                           
2 Podemos entender melhor a diferenciação entre infinito potencial e atual nos seguintes 
exemplos: Ao contarmos os números 0, 1, 2, 3,... obteremos desta maneira o infinito potencial, 
entretanto, ao considerarmos o conjunto dos números naturais teremos o infinito em ato. 
 
3 "By a ‘set’ we understand any collection M of definite well-distinguished objects m of our 
perception or our thought (which we call elements of M) into a whole". MOSCHOVAKIS, 
Yiannis N. Notes on Set Theory. Springer, 1994. 
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Essa  de f i n iç ão  rompe  com  a  re s t r i ção  a r i s t o t é l i c a  s obr e  a  

f o rma  de  s e r  d as  i n f i n i t udes ,  r e f e r i ndo - se  ao  c once i t o  de  p o t ênc i a .  

O  c once i t o  de  po t ê nc ia  em Can t o r  gene ra l i za  o  conce i t o  de  

núme ro ,  como  co r re spondênc i a  enume rado ra  em  Ar i s t ó t e l e s ,  onde  

a  enume ração  f i n i t a  é  s ub s t i t u í da  po r  uma  f unção  b iun ívoca  

ab s t r a t a  en t r e  c on j un to s ,  f i n i t os  o u  não .   

E s t a  de f i n i ç ão  de  po tê nc i a  pa ra  c on jun t os  reve la  a  Can to r  

uma  no t áve l  de scobe r t a .  En t re tan to ,  as  demons t r aç õe s  de  t eo remas  

que  a  u t i l i zam  i n t roduzem  i ncons i s t ênc i a s  na  t eo r i a  d os  con j un to s ,  

conhec ida s  como  a s  an t i nomia s  (ou  pa radoxos )  de  Ru sse l l ,  d e  

Can to r ,  de  Bu ra l i -Fo r t i  (1861–1931 ) ,  den t re  ou t ra s ,  c omo  ve remos  

ad ian t e .  Es t a s  de scobe r t a s  pu se r am  em  r i s co  t odo  o  e s f o rço  j á  

empenhado  pa r a  e s tabe l e ce r  a  so l i d e z  do s  f undamen tos  da  

ma t emá t ic a  moderna  e  s e u  a vanço .   

Veremos  como  re ag i ram  ma t emá t i co s  e  f i l óso f os  e nvo l vi dos  

ne s te  e s f o rç o ,  e  a s  c onseqüênc i a s  de  sua s  r ea çõe s .  Con tudo ,  

convém examina r  a l guns  a spec to s  da  t eo r i a  de  Can to r ,  p a r a  me lho r  

ap re c i a rmos  a  impo r tâ nc i a  do  p r ob l ema  do  i n f i n i t o  no s  

fundamen to s  da  ma temá t i ca .   

 

1.4.1 As Surpresas  de Cantor  

 

O  mé todo  bá s ic o  de  con t agem  ex t r emamente  an t i go ,  é   

co r re l ac i ona r  do i s  con jun t os  de  o b j e to s ,  ou  se j a ,  e s t abe l e ce r  uma  

r e la ç ão  b i un í vuca .   

Quando  e s t e  mé todo  é  a p l i c a do  a  con j un to s  i n f in i t o s  a c aba  

nos  t ra ze ndo  re su l t ados  i ne spe rados .  Po r  e xemplo ,  cons ide r ando  o  

con j un t o  do s  núme ros  na t u r a i s ,  i n t u i t i v amen t e ,  s abemos  que  

ex i s t em  a  me sma  quan t idade  de  núme ro s  pa re s  e  ímpa res .  Logo ,  

podemos  e s t abe l e ce r  uma  re l aç ão  b iun ívu ca  e n t re  e l e s .  
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1   3    5    7     . . .       2n  -  1  

 

 

2   4    6    8     . . .         2n  

                                                                                          

Mas ,  e  s e  a go ra  t i ve rmos  se gmen to  de  r e t a  AB  e  um  ou t ro  

AC  onde  AB < AC .  Se rá  que  podemos  e s tabe l e ce r  uma  r e l a ção  

b iun í vuca ,  como  a  an t e r i o r ,  e n t re  e l e s?   

 

 

 

 

 

I n tu i t i vamen te ,  n ão  se r i a  po s s í ve l  

p o i s  f i c a r i a  c l a ro  que  ex i s t em  ma i s  

p on to s  em  AC  do  que  em  AB .  Ma s  é  

p os s í ve l  e s tabe l ec e r  uma  r e l a ção  

b iun í vuca  en t re  s eu s  pon to s  (c omo  mos t r a  f i gu ra  ao  l ado )  e  

po r tan to  AB  po s su i  o  mesmo  núme ro  de  pon to s  de  AC .   

Can to r  começa ,  e n t ão ,  usa r  a  co r re spondênc i a  b iun ívuca  pa r a  

compa ra r  con j un to s  i n f in i t os .  O  c on jun t o  do s  n úme ros  r ac iona i s ,  

po r  exemp lo ,  é  um  con j un to  in te re s san t e  pa r a  s e r  ana l i s ado ,  po i s  

pos su i  uma  p r op r iedade  que  o s  n úme ros  in te i ros  e  na tu ra i s  nã o  

pos suem.  En t re  qua i s que r  d o i s  núme ro s  r a c iona i s  d i s t in to s ,  

s empre  ex i s t e  um  ou t ro  r a c i ona l  e  po r t an to  uma  i n f i n idade  de l e s .  

Po r  exemplo ,  e n t re  
5

1
 e  

2

1
 você  p ode  e ncon t r a r  

20

7
 (méd i a  

a r i tmé t i ca  e n t r e  
5

1
 e  

2

1
) .  En t re  

5

1
 e  

20

7
 você  p ode  e ncon t ra r  

40

11
 

(méd ia  a r i tmé t i c a  en t re  
5

1
 e  

20

7
) .  Podemos  t i r a r  a  méd i a  a r i tmé t i ca  

quan t a s  v eze s  f o r  p r ec i so .  Po rém,  s e  a na l i s a rmos  o s  núme ros  

        A                                                                                                              C 
 
          
        A                                                                B 

 
        A                                                           C 
 
 
 
                          A                           B 
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na tu ra i s  p e rc ebemos  que  en t re  2  e  3  nã o  há  um  ou t ro  núme ro  

na tu ra l .   

Lo go ,  a pa re n t ement e ,  podemos  conc lu i r  que  ex i s t em ma i s  

núme ro s  r ac i ona i s  que  núme ro s  na tu r a i s  e  q ue  não  é  p os s í ve l  

con t á - l o s ,  ou  s e j a ,  o s  núme ro s  r ac iona i s  s ão  não  e nume ráve i s  po i s  

nã o  p odem  se r  po s to s  em  co r re spondênc i a  b i un í vuca  com  os  

na tu ra i s .  En t re t an to  não  é  i s s o  que  ac on te c e .  Can to r  c onse gue  

r e a r ra n j a r  o s  i r r ac i ona i s  de  modo  a  t o rna r  po s s í ve l  e s t abe l e ce r  

uma  co r re spondênc i a  b iu n í vuca  com  o  con j un to  do s  núme ros  

na tu ra i s  e  de scob r i ndo  a s s im ,  que  e le s  s ão  enume ráve i s .  

Can to r  o r ga n i za  sua  e s t ra t ég ia  do  s e gu in te  modo :  

p r ime i ramen t e ,  a r ruma  na  p r ime i ra  l i nha  o s  núme ro s  ra c i ona i s  d e  

nume rado r  1 ,  n a  s egunda  l i nha  o s  núme ro s  r ac i ona i s  d e  numerado r  

2  e  a s s im suce s s i vament e 4.   

 

1

1
 

2

1
 

3

1
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n

1
 . . .  
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3
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 . . .  

n

3
 . . .  

   .  

   .  

   .  

1

n
 

2

n
 

3

n
 . . .  

n

n
 . . .  

 

   .  

   .   

   .  

 

                                                           
4 Podemos estender a demonstração acima para números negativos. 
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É  ve r dade  que  e s sa  r ep re sen ta ç ão  con t ém  núme ro s  

equ i va len t e s  c omo,  por  exempl o ,  
1

1
 e  

2

2
.  Ma s  e s sa s  r epe t i çõe s  nã o  

a t rapa lham,  po i s  s ão  f a c i lmen t e  e l im inada s .  

A ss im ,  a  co r r e spondênc ia  en t re  o s  r ac i ona i s  e  o s  na tu r a i s  

s e r i a  f e i t a  po r  me io  do  e squema :    

 

1

1
 →  

2

1
 

3

1
 →  

4

1
 

5

1
 →  

6

1
 

7

1
 

8

1
 

9

1
 

10

1
 . . .  

 

1

2
 

2

2
 

3

2
 

4

2
 

5

2
 

6

2
 

7

2
 

8

2
 

9

2
 

10

2
 . . .  

↓  

1

3
 

2

3
 

3

3
 

4

3
 

5

3
 

6

3
 

7

3
 

8

3
 

9

3
 

10

3
 . . .  

 

1

4
 

2

4
 

3

4
 

4

4
 

5

4
 

6

4
 

7

4
 

8

4
 

9

4
 

10

4
 . . .  

↓  

1

5
 

2

5
 

3

5
 

4

5
 

5

5
 

6

5
 

7

5
 

8

5
 

9

5
 

10

5
 . . .  

 

1

6
 

2

6
 

3

6
 

4

6
 

5

6
 

6

6
 

7

6
 

8

6
 

9

6
 

10

6
 . . .  

 

.  

.  

.  

 

Como  v imos ,  os  núme ro s  
2

2
,  

4

2
,  

3

3
,  

2

4
 equ i va len t e s  a  

núme ro s  j á  u t i l i zados  não  a t rapa lham  o  p roce s so .  Ass im ,  po r  

exemp lo ,  a  co r re spondênc i a  b i un ívuca  en t re  17  r ac iona i s  e  os  

p r ime i ro s  17  n úme ro s  na tu ra i s  e s t á  r ep re sen ta da  aba i xo .  Es sa  

r ep re se n t aç ão ,  c l a r amen t e  pode  se  e s te nde r  i nde f in idamen t e  
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mos t r ando  a  co r r e spondênc i a  b i un í vuca  e n t re  o s  núme ros  

r a c iona i s  e  o s  na tu r a i s 5.   

 

1  2  3  4  5  6  7  8  9   

b  b  b  b  b  b  b  b  b  

1

1
 

2

1
 

1

2
 

1

3
 

3

1
 

4

1
 

3

2
 

2

3
 

1

4
   

 

1 0  1 1  12  13  14  1 5  1 6  17  

b  b  b  b  b  b  b  b  . . .  

1

5
 

5

1
 

6

1
 

5

2
 

4

3
 

3

4
 

2

5
 

1

6
   

 

1.4.2 Os  Transf ini tos  

 

Já  que  t odos  o s  con j un to s  f i n i t os  s ão  con t áve i s ,  p odemos  da r  

a  c a da  um  de l e s  um  número  que  r ep re sen te  a  sua  c a r d i na l i d ade 6.  

Mas  é  c l a ro  que  vamos  que re r  ampl i a r  e s sa  noção  pa ra  a s  

c l a s se s  i n f i n i t a s  con tá ve i s .  Ass im,  f o i  c r i a do  o  p r ime i ro  do s  

núme ro s  t ra ns f i n i t o s  pa ra  de sc re ve r  a   c a rd ina l i dade  da s  c l a s se s  

i n f i n i t a s  con tá ve i s .  A  ca rd ina l i dade  de  uma  c l a s se  

enume rave lmen t e  i n f i n i t a  f o i  c hamada  por  Can to r  de  ℵo 7.    

D essa  f o rma ,  começou -se  a  a cha r  que  t odos  o s  con j un to s  

i n f i n i to s  pode r i am  s e r  pos t os  em  co r re spondênc ia .  Po rém ,  a o  

t r aba lha r  com  o s  números  re a i s  (con jun t o  do s  números  r a c io na i s  

un i ã o  c on jun to  do s  núme ro s  i r ra c i ona i s )  a o  i nvé s  de  de scob r i r  

uma  p r ova  de  q ue  e l e s  pode r i am  se r  p o s t os  em  co r re spondênc i a  

b i un í vuca  com os  na tu ra i s ,  Can to r  de scob r i u  j u s t amen t e  o  opos to ,  

                                                           
5 Cantor também faz essa correspondência entre naturais e racionais, mostrando que os racionais 
são enumeráveis de uma outra maneira como podemos verificar no Teorema 2 do Apêndice.  
 
6 Cardinalidade do conjunto é o “tamanho” do conjunto, ou seja, o número de elementos que ele 
possui. 
 
7 ℵℵℵℵo lê-se: álefe-zero. Álefe é a primeira letra do alfabeto hebraico. 
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uma  p rova  de  que  e l e s  n ão  p ode r i am  se r  po s to s  em 

co r re spondênc i a .  As s im ,  uma  de  s ua s  ma io re s  v i tó r i a s  f o i  

conse gu i r  mos t r a r  que  há  c l a s se s  com  uma  c a rd i na l i dade  ma i o r  

que  ℵo ,  como po r  exempl o ,  a  c l a s se  do s  núme ro s  re a i s .  

A  p rova  é  f e i t a  po r  con t rad i çã o ,  conhec ida  como  mé todo  da  

d i agona l  de  Can to r .   

Ago ra ,  f a remos  uma  de sc r i ç ã o  de  c omo Can t o r  e s t r t u r a  s ua  

p rova :  podemos  rep re sen t a r  o s  núme ro s  r ea i s  em  uma  re t a  e  

t ambém  por  dec ima i s  que  pos suam  con t á ve i s  i n f i n i t o s  d í g i t os .  

No  mé todo  de  Can to r ,  o s  de c ima i s  q ue  p os suem  d íg i t os  

f i n i t o s ,  r a c i ona i s  que  não  são  d í z ima s  pe r i ód ic a s ,  s ão  

r ep re se n t ados  da  s e gu i n t e  f o rma :  po r  exempl o  0 ,333  t o rna r - se - i a  

0 , 332999 . . .  .  Des sa  fo rma ,  s ó  ex i s t i r i a  uma  pos s í ve l  r ep r e se n t a ção  

dec ima l  pa ra  c ada  núme ro  re a l .   

Obse rve ,  p e lo  exemp lo  aba ixo ,  q ue  e s t a  e sc r i t a  i n f i n i t a ,  é  

vá l i da .  

S e j a :  

0 , 3329999 . . .     =   a  

P odemos  ob t e r :         

 ( 1 )  1 000  x  0 , 332999 . . .   =  1 .000a    

 ( 2 )  1 0000  x   0 , 332999 . . .   =  10 .000a                   

E f e t uando  o s  c á l c u l os  e  em  segu i da  sub t ra in do  (2 )  de  (1 ) :  

3 . 329 ,999 . . .    =  10 .000a   

      -    332 , 999 . . .    =    1 . 000a  

2 . 997      =    9 . 000a  

En tã o  t emos  que :  a  =  0 ,3 33   

A ss im ,  s e  a ,  po r  de f i n i ç ão ,  é  i gua l  a  0 , 3329999 . . .  e  t ambém 

é  i gua l  a  0 ,3 33 .  Logo ,  0 , 333  =  0 ,3329999 . . .  .   

Lo go ,  t e r emos  0 ,9 99 . . .  como  o  dec ima l  rep r e sen t a t i vo  de  1 .  

P a ra  s imp l i f i ca r  a  ap re sen t aç ão  d a  p rova  de  Can to r  

e s t uda remos  ape na s  o  i n te rva l o  [0 ,1 ] .  E s t a  s impl i f i ca ç ão  p ode  se r  

f e i t a  s em  p rob lemas ,  j á  que  o  qua lque r  i n t e rva l o  f echado  é  

equ i va len t e  ao s  r ea i s ,  c omo  mos t ra  a  f i gu ra  
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Ne s t a  f i gu ra ,  vemos  que  o  

n úme ro  x  que  e s tá  f o ra  do  

i n t e rva l o  [ 0 , 1 ]  é  p ro j e t ado  

den t ro  des t e  mesmo  i n te rva l o  

em  x ’ .  

 

Ago ra ,  v amos  admi t i r  que  t odos  o s  núme ro s  r ea i s  de  0  a  

0 , 999 . . .  po s suam  co r re spondênc ia  b i un ívuca  com  o s  núme ros  

na tu ra i s .  

P a ra  exempl i f i c a r ,  c ons ide re  uma  seqüênc i a  (e s co lh ida  ao  

ac a so)  com 10  dec ima i s .       

    

0 , 9278457195  

   0 , 2668655037  

   0 , 0058858362  

   0 , 0378452563  

   0 , 3034635186  

   0 , 3112567381  

   0 , 4835002635  

   0 , 1158243848  

   0 , 4736784747  

   0 , 5538415868  

 

Vamos  c r i a r  um  novo  dec ima l  modi f i c ando  o  p r ime i ro  d íg i t o  

do  p r ime i ro  de c ima l  da  s eqüênc ia ,  o  s egundo  d í g i t o  do  se gundo  

dec ima l  dado  e  a s s im  em d i a n t e .  

 

   0 , 8547551737  

 

                                         1 
                                                    
 
 
 
 
 

             
 
             0     x’  1                     x 
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Esse  o  novo  núme ro  c r i ado ,  não  e s t á  n a  l i s t a  o r i g i na l  po rque  

é  d i f e re n t e  do  p r ime i ro  núme ro  no  p r ime i ro  d í g i t o ,  do  s e gundo  

núme ro  no  segundo  d í g i t o  e  a s s im  por  d ian t e .  

Ago ra ,  v amos  c ons i de r a r  uma  r ep re sen ta ç ão  dec ima l  i n f i n i t a  

con t áve l .  Cons ide r emos  a  l i s t a  que  con t enha  to dos  os  re a i s  d e  0  a  

0 , 999 . . .  .  

 

0 ,β 1 1β 1 2β 1 3  . . .  

0 ,β 2 1β 2 2β 2 3  . . .  

0 ,β 3 1β 3 2β 3 3  . . .  

.  

.  

.  

0 ,β n 1β n 2β n 3  . . .  

.  

.  

.  

 

P rocede remos  da  mesma  fo rma .  Muda remos  o  p r ime i ro  d íg i t o  

do  p r ime i ro  núme ro ,  o  s egundo  d í g i t o  do  se gundo  núme ro ,  . . . ,  o  n -

é s imo  d í g i t o  do  n -é s imo  núme ro  e  a s s im  suce s s i vament e .  O  

r e su l t a do  en tã o ,  s e r á  um novo  dec ima l  que  nã o  e s tá  na  l i s t a .  

Mas  a  l i s t a  de vi a  po s su i r  t odos  o s  núme ro s  re a i s  de  0  a  

0 , 999 . . .  .  Logo ,  chegamos  a  uma  con t r ad iç ão .  En tão ,  o s  núme ro s  

r e a i s  não  podem  se r  po s to s  em  uma  l i s t a ,  o  que  s i gn i f i ca  em 

ú l t ima  aná l i s e  que  nã o  podem se r  p os to s  em  co r re spondênc i a  

b i un í vuca  com  o s  n úmeros  na tu ra i s 8.  Ass im,  de sc ob r imos  do i s  

t i po s  de  i n f i n i t o s .  Os  i n f i n i t o s  e numer áve i s ,  ou  con t áve i s ,  c omo  o  

con j un t o  do s  núme ro s  na tu ra i s  e  os  n ão  e nume rá ve i s ,  c omo  o  

con j un t o  do s  núme ro s  r ea i s .   

Can to r  chamou  a  c a rd i na l i d ade  do  con j un t o  do s  núme ro s  

r e a i s  d e  con t í nuo  ( con t í nuo  é  uma  ou t r a  mane i ra  de  s e  re f e r i r  a o  

                                                           
8 Essa demonstração formal feita por Cantor pode ser encontrada no Teorema 3 do Apêndice.  
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con j un t o  do s  pon to s  de  uma  r e ta )  e  de s i gnou  um  novo  c a rd ina l  

t r an s f i n i t o  pa ra  a  c l a s se  não  c on t á ve l ,  n ão  enumeráve l ,  do s  

núme ro s  r ea i s .   

Re fe r i ndo - se  a  ca rd ina l i da de  do  con t í nuo  r ec onheceu  que  e l a  

s e  ap l i c a  t a n to  à s  c l a s se s  dos  núme ros  r e a i s  como  à  do s  pon t os  em  

um se gment o  l in ea r .  Se  pa r t imos  da  noção  geomé t r i ca  de  um 

pon to ,  em  qua lque r  s e gmen to  l i ne a r  h á  um  núme ro  i n f in i t o  de  

pon to s ,  ou  s e j a  en t r e  qua i sque r  do i s  pon to s  há  uma  i n f i n i da de  de  

ou t ro s .  Fo rma l i zando :  os  pon t os  s ã o  de nsos  em  to dos  o s  l uga r e s  

cons t i t u i ndo  uma  da s  c a ra c t e r í s t i c a s  e s senc ia i s  d o  con t í nuo 9.  

Lo go ,  ambas  a s  c l a s se s  t a n to  de  núme ros  r ea i s  c omo  de  

pon to s  em um  se gmen to  l in ea r  s ão  de nsa s  e  po s suem a  mesma  

ca rd ina l i dade ,  C .  Ou  se j a ,  é  pos s í ve l  f a ze r  uma  co r re spondênc i a  

um  a  um  e n t re  o s  n úmeros  r ea i s  e  o s  pon to s  de  um  segmen to  

l i ne a r .   

J á  que  o  con t ín uo  é  o  n úme ro  de  pon to s  de  uma  r e t a ,   s e  

cons ide ra rmos  os  núme ro s  de  pon to s  do  p l a no .  Se r á  que  

encon t ra remos  um  ou t ro  t ra ns f i n i t o?  

Novamen te ,  p a r a  s impl i f i ca r  a  r ep re se n t aç ão ,  vamos  

cons ide ra r  a pena s  uma  pa r t e  do  p l ano .  Es se  a r gument o  pode  se r  

ge ne ra l i zado  pa ra  t odo  o  p l ano .  

   

    y  

  

 

 1  

 

 

                                                                                                 

 

Ago ra ,  vamos  cons i de ra r  um  pon to  qua lque r  do  p l a no   

P=(x , y ) .  Pa ra  e s tabe l e ce r  uma  co r r e spondênc ia  b i un ívuca  en t re  o  

                                                           
9 Uma outra característica importante para a continuidade é a do conjunto ser conecto. 

 
 

     0                      1                               x 



 25 

pon to  de  um  p l ano  e  o  pon t o  de  uma  re t a  p r ec i s a r emos  de  uma  

e s t ra t ég ia  que  po s sa  conve r te r  um  pa r  (x , y )  em  um ún i co  n úme ro  e  

v i ce  e  v e r sa .  Vamos  novamen t e  exemp l i f i ca r ,  s e j a  x  =  

0 , 2568441 . . .  e  y  =  0 , 5254718 . . .  p a r a  t r a ns f o rmá - lo  em  um  ún ic o  

dec ima l  é  s ó  e sco lhe rmos  como  p r ime i ro  d í g i t o ,  o  p r ime i ro  d íg i t o  

do  p r ime i ro  dec ima l  (x ) ,  c omo  se gundo  d íg i t o ,  o  p r ime i ro  d íg i t o  

do  se gundo  dec ima l  (y ) ,   c omo  t e r ce i ro  d íg i t o ,  o  s e gundo  d íg i t o  

do  p r ime i ro  dec ima l  ( x ) ,  c omo  qua r t o  d í g i to ,  o  s egundo  d íg i t o  do  

segundo  dec ima l  (y ) ,  e  a s s im  suce s s i vamen t e .  O  r e su l t ado  se r i a  

0 , 25526584474118 . . .  .  O  r e su l t ado  é  um  novo  dec ima l  en t re  0  e  

0 , 999 . . .  .  Usando  e s sa  re g ra  de  co r re spondênc i a  c ada  pon t o  da  re t a  

co r re sponden te  a  um  ún ico  pon t o  d o  p l ano  e  v i ce  e  ve r sa ,  o  que  é  

s u f i c ie n t e  p a r a  e s tabe l ec e r  que  o s  do i s  con j un tos  ( r e t a  e  p l ano )  

pos suem a  mesma  c a rd i na l i d ade .  

Ma i s  a i nda ,  s e  cons ide r a rmo s  a s  c oo r denada s  em  t r ê s  

d imensõe s  (x ,  y ,  z )  o  me smo  mé todo  pode  se r  u t i l i zado  pa r a  

mos t r a r  que  o  núme ro  de  p on t os  em  um s egmen to  de  re ta  é  o  

me smo  de  t odo  e spaço  (ma t emá t i co ) ,  o u  s e j a ,  e s se s  i n f i n i t os  

pos suem a  mesma  c a rd i na l i d ade .   

A té  a go ra ,  s ó  v imos  ape na s  do i s  t ip os  de  i n f i n i t o .  Mas  

Can to r  nã o  pa rou  p o r  a i ,  a chando  i n f in i t o s  de  c a rd i na l i d ades  

d i f e re n t e s  d a  c a rd ina l i d ade  do  in f i n i to  enume ráve l  e  d a  

ca rd ina l i dade  do  con t ín uo .  E l e  ve r i f i cou  que  o  con jun to  po tênc i a  

dos  na tu ra i s  é  i gua l  ao  c on t í nuo ,  2ℵ 0  =  C .  Do  me smo  modo  o  

con j un t o  p o t ênc i a  do  c on t í nuo  C ,  2C  ,  f a z  su r g i r  um  novo  

t r an s f i n i t o  ma io r  do  que  C .  As s im ,  como  
C22  g e r a  um  t ra ns f in i t o  

ma i o r  que  2C .  Ex i s t i ndo  des sa  mane i r a  uma  seqüênc i a  i n f i n i t a  d e  

t r an s f i n i t o s .  

Can to r  t ambém  dese nvo l ve u  uma  t eo r i a  p a r a  nume ra i s  

o rd ina i s  i n f i n i t o s .  

Números  o rd i na i s  s ã o  ba se ados  no  conce i t o  de  t i pos  de  

o rdem.  Se  d o i s  con j un t os  p os suem  a  mesma  c a r d i na l i dade ,  e n tão  

e l e s  podem  se r  co r r e l a c i onados  um  a  um .  Se  a  c o r r e l a ção  pode  se r  
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f e i t a  de  um  modo  em  que  a  o rdem  de  c ada  con jun t o  pe rmaneça  a  

me sma ,  e n t ão  o s  con jun t os  po s suem o  mesmo  t ip o  de  o rdem.  

Todos  o s  con j un tos  f i n i to s  que  po s suam  a  mesma  c a rd i na l i d ade  

pos suem o  me smo  t i po  de  o r dem.  

Como cada  con jun to  f i n i t o  de  uma  dada  c a rd i na l i dade  t em  o  

me smo  t ip o  de  o rdem,  o  número  t o t a l  de  t i po s  de  o rdem  dos  

con j un t os  f i n i t os  é  ℵ 0  que  rep re sen t a  a  c a rd i na l i dade  d o  con j un t o  

dos  n úme ro s  na tu ra i s .  

Can to r  mos t r ou  que  ex i s t em  in f i n i t a s  mane i r a s  de  o rdena r  

um  c on jun to  i n f in i t o  enume ráve l  e  que  e s se  c on j un to  i n f i n i t o  t em  

ca rd ina l i dade  d i f e r en te  d e  ℵ 0 ,  que  pode  se r  chamado  de   ℵ 1  =  C .  

E s sa  t e o r i a  d e  o r d ina l i da de  i n f in i t a  con t i nua  ge rando  ℵ 2 ,  ℵ 3 ,  e t c ,  

de senvo l vendo  i n f i n i t os  cada  vez  ma io re s .  

A  pa r t i r  da í ,  Can to r  d ese nvo l ve u  a  h ipó te se  do  con t í nuo ,  

e s sa  h i pó t e se  e s tabe l ec e  que  en t r e  o  ℵ 0  ( c a rd i na l i da de  dos  

na tu ra i s )  e  o  ℵ 1  ( ca rd ina l i da de  do s  r ea i s )  nã o  e x i s t e  ou t ro  

t r an s f i n i t o ,  ou  s e j a ,  n ão  há  um  con jun t o  de  c a rd i na l i d ade  

i n te rmed i á r i a  ao  dos  núme ro s  na tu r a i s  e  re a i s .  Can to r  nunca  

conse gu iu  p rova r  s ua  h ipó t e se ,  o  p rob l ema  só  fo i  r e so l v ido  em  

1963  po r  Cohen  e  o  r e su l t ado  f o i  s u rp r e enden t e .  Na  ve rdade ,  a  

h i pó t e se  d o  con t í nuo  é  um  dos  i ndec i d í ve i s  ex i s t en t e s  n a  

ma t emá t ic a 10.  

Ma i s  t a rde ,  Can to r  d emons t r ou  seu  t e o r ema  c u j a  i dé i a   

s e r v iu  como  embr i ão  pa ra  que  f os sem ge ra do s  pa r adoxo s  n a  t eo r i a  

dos  con jun t os .   

Vamos  e n t ão  ana l i s a r  o  t e o r ema  de  Can to r 11 que  d i z :   

 

 

 

                                                           
10 Essa demonstração pode ser vista no Teorema 6 do Apêndice. 
 
11 A demonstração feita por Cantor desse teorema pode ser vista no Teorema 4 do Apêndice.  
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Dado  um  con j un t o  A ,  o  con j un to  da  pa r t e s  de  um  con j un t o  

P(A)  n ão  p ode  se r  po s to  em  co r r e spondênc ia  b i un ívuca  c om  o  

con j un t o  A .  

V amos  en tende r  me lho r  como  Can to r  demons t r a ,  p o r  

ab su rdo ,  e s se  t eo rema .   

S e j a  um  con j un to  A  i n f i n i t o ,  j á  que  o  re su l t a do  é  t r i v ia l  p a r a  

con j un t os  f i n i t os .  Vamos  supo r  que  A  po s sa  s e r  pos to  em 

co r re spondênc i a  b iu n í vuca  com P(A ) .  

En tã o ,  c r i a remos  uma  l i s t a  t a l  que  pa r a  ca da  e l ement o  de  A  

t e re i  um  subcon j un to  a  e l e  a s soc iado .  De s t e  modo :  

 

E l emen to s  de  A    Con jun to  da s  Pa r te s  de  A  

 a      { . . . } a  

b      { . . . } b  

c      { . . . } c  

.  

.  

.  

 

S abemos  que  en t re  o s  s ubcon j un to s  de  A  e s t á  o  con jun t o  

va z io  e  o  p r óp r i o  con jun to  A .  

D e  pos se  des sa  l i s t a  t e remos  dua s  e  s oment e  dua s  

pos s i b i l id ade s 12.  

Ou  o  e l emen to  de  A ,  a ,  p e r t e nce  a o  con j un to  das  pa r t e s  de  A  

{ . . . } a  que  e s t á  s endo  co r r e spond ido  ou  não  pe r t ence .  

S abemos  que  e s ta s  dua s  s i t ua ç õe s  i rão  oco r re r  pe lo  menos  

uma  ve z .  I s t o  a con t ec e rá  po rque  o  e lemen to  que  e s t á  s endo  

co r re spond ido  ao  con jun to  va z i o ,  c om ce r t e za  nã o  pe r t ence  a  e l e  e  

o  e l emen to  que  e s t á  s endo  c o r r e spond ido  c om  o  p róp r i o  con j un t o  

A  c om  ce r te za  pe r t ence  a  e l e .  

 

                                                           
12 Pela lógica clássica, uma terceira possibilidade é impedida  pelo princípio do terceiro excluído e 
da não contradição. 



 28 

Agora ,  chama remos  de  B  o  con jun t o  que  po s su i  c omo 

e l emen t os ,  a que le s  que  nã o  pe r t encem ao  c on j un to  que  s e  

r e la c ionam na  l i s t a  a c ima .  Logo ,  B  e s t á  con t i do  em  A .  Também 

podemos  a f i rma r  que  B  é  um  subcon j un to  p róp r i o  e  po s su i  p e lo  

meno s  um  e l emen t o .  As s im  B  pe r t ence  ao  con j un to  P(A ) .  

Como  B  é  uma  da s  p a r t e s  de  A ,  e n t ão ,  B  e s t á  na  l i s t a  f e i t a  

an te r i o rmen t e .  Logo ,  ex i s t e  um  e lemen to  b  que  e s t á  em 

co r re spondênc i a  c om  B .  

En tã o ,  s e r á  que  b  pe r t ence  a  B?  

S e  b  p e r t e nce  a  B ,  e n t ã o ,  b  nã o  pe r t e nce  a  B  po i s  B  é  o  

con j un t o  de  t odo s  o s  e l emen to s  q ue  não  pe r t encem a  B .  

E  s e  b  n ão  pe r t e nce  a  B ,  b  p e r t e nce  a  B .  Mas  b  não  pode  

pe r t ence r  e  n ão  pe r t ence r  a  B  a o  me smo  t empo  po i s  v i o l a  o  

p r i nc í p i o  da  nã o  c on t rad i ç ão .  

A ss im ,  c omo c hegamos  a  um  a bsu rdo  podemos  conc lu i r  que  

o  con j un t o  da s  pa r t e s  de  A  n ão  pode  se r  po s to  em  co r re spondênc i a  

b i un í vuca  c om  o  con j un t o  A .  

P a r t i ndo  des sa  id é i a  f o i  mos t ra do  que  a  t e o r i a  c an t on i a na  de  

o rd ina l i dade  con t in ha  um  pa radoxo  conhec i do  c omo  pa radoxo  de  

Bu ra l i -  Fo r t i .  Can to r  encon t rou  um ou t r o  pa radoxo  bem s imi l a r  a o  

pa ra doxo  de  Bu ra l i -Fo r t i ,  c onhec i do  como  pa radoxo  de  Can to r .  

Em  1897 ,  o  ma t emá t ico  i t a l i a no  Bu ra l i -Fo r t i  f o i  o  p r ime i ro  a  

pub l i c a r  um  pa radoxo 13 da  t e o r i a  dos  con jun t os .  A  e s sênc ia  de s te  

pa ra doxo  pode  se r  encon t rada ,  po r  uma  desc r i ç ão  nã o  t écn i c a  de  

um  pa radoxo  mu i t o  s im i l a r  de scobe r to  por  Can t o r  do i s  anos  

de po i s .  Em  sua  t eo r i a  do s  c on jun to s ,  Can to r  t e ve  suce s so  a o  

p rova r  que  dado  qua l que r  t r an s f i n i to  s empre  e x i s t e  um  t ran s f in i t o  

ma i o r ,  ou  s e j a ,  q ue  o  con j un to  do s  núme ro s  t rans f i n i t os  é  in f i n i t o .   

Ago ra ,  vamos  cons ide r a r  o  con jun to  no  qua l  os  membro s  s ã o  

t odos  os  con jun t os  po s s í ve i s .  Ass im  como  em  to do  con j un to  

i n f i n i to ,  Can t o r  a s soc i a  um  t ra ns f i n i t o  a  s ua  ca rd ina l i da de .  

Ce r t amen t e ,  nã o  há  con jun to  q ue  po s sua  ma i s  e l emen to s  que  o  

                                                           
13 Este paradoxo está enunciado na seção 2.2.7. 
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con j un t o  de  t odos  o s  c on jun to s .  Logo ,  e s se  s e r i a  o  ma io r  

t r an s f i n i t o  po s s í ve l  o  que  ge ra r i a  um  ab su rdo .  Po i s  como  j á  

v imos ,  Can to r  mos t rou  q ue  da do  qua lque r  t r an s f i n i to  s empre  

ex i s t e  um  t ra ns f i n i t o  ma io r .   

Como podemos  pe r cebe r ,  o s  pa radoxos  de  Bu ra l i -Fo r t i  e  

Can to r  envo l v i am  r e su l t a dos  da  t e o r i a  do s  con j un tos .  En t re t an to ,  

Be r t rand  Ru sse l l  de scob r iu  em  1902  um pa radoxo  que  não  

de pend i a  de  nada  ma i s  q ue  o  p róp r i o  conce i t o  de  con j un to .  An t e s  

de  de sc re ve r  o  pa radoxo  de  Rus se l l ,  p re c i s amos  t e r  bem c la ro  que  

con j un t os  podem se r  membros  de  s i  mesmo  ou  não .  Ve j amos  

a l guns  exemp lo s :  o  con j un to  de  t oda s  a s  i dé ia s  ab s t r a t a s  é  uma  

i dé i a  ab s t ra t a ,  po r ém  o  c on jun to  de  t odos  o s  h omens  não  é  um 

homem .  As s im  c omo ,  o  con jun t o  de  t odos  os  c on jun t os  é  um 

con j un t o  e  o  con j un to  de  t odas  a s  e s t re l a s  n ão  é  uma  e s t re la .  

Da í  s u rge  en tão  a  ques t ão  de  Ru sse l l :  Vamos  rep rese n t a r  o  

con j un t o  de  t odos  o s  con jun to s  que  s ão  membros  de  s i  me smo  por  

M ,  e  o  c on jun t o  de  t odo s  o s  con jun tos  q ue  não  são  membros  de  s i  

me smo  de  N .  Agora ,  f i ca  a  p e rgun ta :  N  é  ou  não  memb ro  de  s i  

me smo?  Se  N  f o r  membro  de  s i  mesmo,  en tão  N  é  membro  de  M  e  

nã o  é  de  N ,  l ogo  N  n ão  é  memb ro  de  s i  mesmo.  Po r  ou t ro  l a do ,  s e  

N  n ão  é  memb ro  de  s i  mesmo ,  en t ão  N  é  membro  de  N  e  nã o  é  d e  

M ,  co nc lu indo  N  é  membro  de  s i  mesmo .  Como  vemos ,  n os  do i s  

ca sos  ex i s t em  an t i nomia s .  

Vár ia s  t e n ta t i v as  f o r am  f e i t a s  pa r a  t e n t a r  e l uc ida r  o s  

pa ra doxos  da  t e o r i a  do s  c on jun to s .  A  de scobe r t a  de  p rob l emas  na  

l ó g i ca  e  pa radoxos  na  t eo r i a  i r re s t r i t a  d os  con jun t os  t r ouxe  à  t ona  

a s  i nves t i ga ções  s ob re  o s  f undamen to s  da  l óg ic a .    

S ão  mu i t o  i n t r i gan t e s  a s  suges tõe s  s ob re  qua l  caminho  

segu i r  pa ra  f ug i r  d a s  d i f i cu ldade s  do s  pa ra doxos .  E l a s  t r a zem  a  

pos s i b i l id ade  do  u so  do  t e r ce i ro  va lo r  l ógi c o .  Ass im,  p o r  

exemp lo ,  no  pa radoxo  de  Ru sse l l  onde  t emo s  “N  é  um  membro  de  

s i  mesmo”  e s sa  a f i rmação  pode r i a  s e r  v e r dade i r a  e / ou  f a l s a .  A  
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ex i s t ê nc ia  d e  uma  t e r ce i ra  po s s i b i l i dade  p ode r i a  a juda r  a  s a l va r  a  

s i t ua ç ão ,  mas  nã o  sabemos  a  que  p r eço .  

 

1 .5  A Crise  e  os  Gregos  

 

Como v imos ,  os  f u ndament os  ma t emá t ic os  s emp re  t r a zem 

que s tõe s  e  i nqu i e ta çõe s  em  d ive rs a s  época s .  Pa ra  que  po s samos  

en tende r  me lho r  e s sa s  c r i s e s  de sc r i t a s  a c ima  é  ne ces sá r i o  

pa r t i rmo s  de  onde  s u r gem.   

O s  p r ob l emas  d o  in f i n i to  de sa f i a r am  a  men t e  humana  e  

a t i va ram  sua  imag inação  como  nenhum  ou t r o  na  h i s t ó r i a  do  

pe nsamen to .  

J á  no  p r ime i ro  encon t ro  com  o  in f i n i to ,  a l ém  do  su r g imen to  

do  i r r ac i ona l ,  a   ma t emá t i c a  e  a  f i l o so f i a  f o r am  conduz i da s  a  

pa ra doxos .  Os  pa r adoxos  c om  in f i n i t o  começa ram  a  su rg i r  n a  

an t i gü idade  com  Zenão  de  E l é i a .  

Re sum idament e ,  o  pa ra doxo  de  Zenão  d i z  que  em  uma  

co r r i da  e n t re  Aqu i l e s  e  a  t a r t a ruga ,  o nde  e s t a  s a i r i a  n a  f re n t e ,  

Aqu i l e s  nunca  c onse gu i r i a  a l c ançá - l a ,  p o i s  ape sa r  da  t a r t a ru ga  s e r  

ma i s  l en ta ,  e l a  j á  ha v i a  pa r t i do  na  f ren t e .  En t ão ,  quando  Aqui l e s  

chegas se  a  c ada  pon to  da  c o r r id a  a  t a r t a ruga  que  j á  e s t i ve ra  a l i ,  j á  

ha ve r i a  pa r t i do .  Ou  se j a ,  s e r i a  impos s í ve l  Aqu i le s  u l t rapa s sa r  a  

t a r t a ruga .  Equ iva l en t emen t e ,  s e  p en sa rmos  numa  f l e cha  que  

pe rc or r e  uma  d i s t ânc i a  pa ra  a t i ng i r  um  a l vo ,  no t a r emos  que  é  

imposs íve l  c ob r i r  a  d i s t ânc i a  d ada ,  p o i s  a  p r ime i ra  me t ade  da  

d i s t â nc i a  de ve  s e r  a t ra ve s sada ,  de po i s  a  me tade  da  d i s t â nc i a  

r e s ta n t e ,  depo i s  a  me t a de  da  que  f a l t a  e  a s s im  po r  d i a n t e .  Sempre  

f i ca rá  f a l t a ndo  uma  d i s t ânc ia  a  s e r  p e r co r r i da .   
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Lo go ,  s egu indo  e s se  r ac ioc ín io ,  p odemos  conc lu i r ,  a s s im 

como  Zenão  conc l u i u ,  ba se ado  ne s t e s  d o i s  p a r adoxos  que  o  

movimen to  é  imposs í ve l .  

O s  g re gos  f o ram,  pe l o  t e s t emunho  l i t e r á r i o ,  não  só  p ione i ros  

em  t r a t a r  p roce s so s  conve rgen te s  i l im i t ados  por  me i os  
matemá t ic os ,  c omo  v i s t o  na  d i co tom ia  desc r i t a  po r  Zenão  de  

E l é ia ,  mas  t ambém  no  emprego  de  demons t ra çõe s  pa r a  s uas  

p ropos i çõe s  ma temá t i ca s ,  c omeçando  a s s im ,  o  p r oces so  de  

de senvo l v imen t o  da  l óg ic a  in ic i ada  po r  A r i s t ó te l e s ,  que  s e r i a  um 

me i o  pe l a  qua l  a  ma temá t i ca  p ode r i a  s e  l ib e r t a r  d as  f i gu ras  

ge omé t r i c a  e  da s  l im i ta ç õe s  dos  n úme ros ,  e  pe rmi t i r  o  

de senvo l vimen t o  da  ca pac idade  ab s t ra t a  da  ra zão  humana .   
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Capítulo 2 As  Escolas  do Pensamento  

  

 

 

A Idé ia  

 

Augus to  do s  Anjos  

 

 

De  onde  e l a  vem?!  De  que  matér i a  bruta  

Vem es sa  luz  que  sobre  a s  nebu lo sa s  

Ca i  de  i ncógni ta s  c r ip ta s  mi s te r io sas  

Como  as  e s ta l ac t i te s  duma  gruta? !  

Vem da  ps i cogenét ic a  e  a l ta  l u ta  

Do  f e i xe  de  mo lé cu la s  nervosas ,  

Que ,  em des i n te grações  marav i lho sas ,  

De l i ber a ,  e  depo is ,  quer  e  execu ta !  

Vem do  encé fa lo  absconso  que  a  cons tr inge ,  

Chega  em segu ida  à s  c ordas  do  l ar inge ,  

T í s ic a ,  t ê nue ,  mín ima ,  raquí t i c a  . . .  

Quebra  a  f orça  c en tr ípe ta  que  a  amarra ,  

Mas ,  de  r epente ,  e  qua se  mor ta ,  e sbarra  

No  mulambo  da  l íngua  para l í t i ca .  
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Atua lmen te ,  e x i s t em  t r ê s  f i lo so f i a s ,  ou  e sco l a s  do  

pe nsamen to ,  p reocupada s  com o s  f undamen to s  ma t emá t ico s  

chamada s  de  e sco l a s  l og ic i s t a ,  in t u ic i on i s t a  e  f o rma l i s t a .   

D as  t rê s  p r i nc ipa i s  f i l o so f ia s  ma temá t i ca s ,  c ada  uma  pos su i  

um  c or po  de  l i t e ra t u ra  a s soc i ado  a l t amen t e  de senvo l v i do .  Em 

r e la ç ão  a  i s s o  t emos  Russe l l  e  Wh i t ehead  (1861–1947 )  o s  

p r i nc i pa i s  e xpos i t o r e s  da  e sc o l a  l og ic i s t a ,  a  e sco la  i n tu ic i on i s t a  

l i de rada  po r  B rouwe r  e  a  e sc o l a  f o rma l i s t a  de senvo lv ida  

p r i nc i pa lmen t e  po r  H i l be r t .   

P o s s i ve lmen t e  ex i s t em  ou t ra s  f i l o so f ia s  ma t emá t ic a s  a l ém 

de s sa s  t r ê s .  F i lo so f ia s  i ndependen t e s  e  f i l o so f i a s  q ue  s ão  

cons t i t u í da s  po r  p a r t e s  de s sa s  t r ê s  p r i nc i pa i s ,  po rém  nenhuma  

de la s  c om  r e l e vânc i a  s u f i c i en te  pa ra  s e r em  de s t ac a da s .  

 

2.1 A Escola Intuicionis ta  

 

A t e se  i n t u i c io n i s t a  d i z  que  a  ma t emá t i c a  é  cons t i tu ída  

s omen te  po r  mé todos  f i n i t o s  c ons t ru íd os  i n t u i t i vamen t e  p o r  

s eqüênc ia s  de  núme ro s  na tu r a i s .   

 A  pa r t i r  de s sa  ba se  i n t u i c i on i s t a  de  s eqüênc ia  de  núme ro s  

na tu ra i s ,  qua lque r  ob j e t i vo  ma t emá t ic o  deve  s e r  cons t ru í do  

pu ramen t e  de  mane i ra  con s t ru t i va ,  u t i l i za ndo  um  núme ro  f i n i to  de  

pa s sos  ou  de  ope ra çõe s .   

A  e sco la  in tu ic i on i s t a  f o i  o r i g inada  po r  vo l t a  de  1908  com o  

ma t emá t ic o  h o l andê s  L.  E .  J .  B rouwe r  (1 881–1966 ) ,  ape sa r  d e  

a l guns  cons ide ra rem  que  a s  i dé i a s  i n t u i t i vas  su rg i ram  an t e s  com 

Kronecke r  ( 1823–1891 )  em  1880  e  Po inca r é  ( 1854–1912 )  po r  vo l t a  

de  1902 .  

Com  o  pa s sa r  do  t empo ,  a  e sco l a  t e ve  s egu idore s  de  r enome  

e  exe rc eu  uma  eno rme  in f l uênc i a  em  todo  pensamen to  sob re  o s  

f undamen to s  ma temá t i co s .  

A lgumas  da s  conseqüênc i a s  da  t e se  i n t u i c i on i s t a  s ão  um 

pouco  r evo luc ioná r i a s .  Pa ra  o s  i n t u i c io n i s t a s ,  a l go  cu j a  ex i s t ê nc i a  
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deve  se r  p rovada  p r ec i s a  s e r  c ons t r u t ív e l  em  um núme ro  f i n i t o  de  

pa s sos ,  nã o  é  su f i c ie n t e  mos t r a r  que  a  n ão -ex i s t ênc i a  d e  a l go  

i nduz  a  uma  c on t r ad i ç ão .  I s t o  s i gn i f i c a  que  mu i t a s  p rova s  de  

ex i s t ê nc ia  e ncon t r ada s  a t ua lmen te  na  ma t emá t i c a ,  n ão  são  a c e i t a s  

pe lo s  i n t u ic i on i s t a s .  

Um impo r t an te  exempl o  da  i ns i s t ênc i a  i n t u i c i on i s t a  n a  

cons t rução  de  p roced imen to s  e s tá  na  t e o r i a  d os  con j un to s .  Pa r a  o s  

i n t u ic i on i s t a s ,  um  con j un to  não  pode  se r  v i s to  c omo  uma  co l e ção  

j á  p ron ta ,  p re c i s a  s e r  c ons ide r ado  como  uma  l e i  no  qua l  o s  

e l emen t os  do  c on j un to  podem se r  cons t r u ídos  pa s so  a  p a s so .  E s se  

conce i t o  de  con j un to  não  pe rmi t e  a  po s s ib i l i d ade  da  ex i s t ênc ia  d e  

um  con j un to  con t r ad i t ó r i o  como o  c on jun to  de  t odo s  o s  con j un to s .  

P a ra  os  in tu ic i on i s t a s ,  a  l e i  d o  t e rc e i r o  exc lu í do  pode  se r  

u t i l i zada  em  con jun to s  f in i t o s ,  po rém ,  não  pode  se r  u t i l i za da  em 

con j un t os  i n f i n i t os ,  p o i s  o s  re su l t ados  l e vam  a  an t agon i smos .  

B rouwe r  a rgument a  que  a  l óg ic a ,  ho j e  d enominada  c l á s s ic a  e  t i d a  

como  o r i g i nada  em  Ar i s t ó t e le s ,  f o i  na  ve rdade  ab s t r a ída  da  

ma t emá t ic a  do s  con jun t os  f i n i t os ,  que  é  an te r i o r  a  A r i s t ó t e le s .  Os  

ma t emá t ic os ,  e n t ão ,  t e ndo  e squec i do  a  v e rda de i r a  o r i gem da  

l ó g i ca ,  e s t a r i am  ap l i c ando -a  à  ma t emá t ic a  dos  con jun to s  i n f i n i to s .  

 Na  ló g i ca  c lá s s i ca ,  a  l e i  do  t e r ce i ro  e xc l u ído  no s  d i z  que  

uma  a f i rmação  P  num s i s t ema  l ó gi co  f o rma l  é  ve rdade i r a  ou  

f a l s a 14,  n ão  podendo  se r  nem  f a l s a  nem  ve rdade i ra .  P a r a  e vi t a r  que  

uma  p ropo s iç ão  se j a  p a r adoxa l ,  i s t o  é ,  f a l s a  e  ve rdade i ra ,  t emos  o  

p r i nc í p i o  da  não  con t rad i ç ão  que  p ro í be  a  conv ivênc i a  d o  f a l so  

com o  ve r dade i r o .  Os  i n t u ic i on i s t a s  n e gam a  l e i  do  t e r c e i ro  

exc lu í do  e  su s te n t am  que  uma  p ropos i ção  só  pode  se r  c on s ide r ada  

ve rdade i ra  ou  f a l s a  q uando  há  a l gum mé t odo  de  apu ra r  i s so .  

 

 

 

                                                           
14 O “ou” lógico, como sabemos, é equivalente ao e/ou da linguagem falada, o que este princípio 
proíbe é uma terceira opção. 
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Em 1980 ,  A .  Hey t i ng  (1898–1990 )  f o i  b em  suced ido  no  

de senvo l v imen t o  d o  s imbo l i smo  l óg ic o  i n t u i t i vo .  Logo  em 

segu ida ,  ma t emá t ico s  i n tu ic i on i s t a s  p roduz i ram  sua  p róp r i a  

l ó g i ca .  No  p rogr ama  i n t u i c io n i s t a ,  a  l óg ic a  ma t emá t ic a  é  qua se  

s empre  i r re l e va n t e  e  é  me ramen t e  usa do  em  exp re s são  ou  

comunic ação .  

P a ra  B rouwe r ,  o s  pa ra doxos  o r i g i nam-se  da  i n t rodução  de  

ob j e to s  id ea i s  na  ma t emá t ic a .  Se  t oda  ma t emá t i c a  p ude r  s e r  

r e cons t ru ída  n os  mol de s  in t u ic i on i s t a s ,  t e r í amos  uma  r e so lução  

pa ra  a  ques t ã o  dos  pa r adoxos  ( a l ém da  que  i remos  e s t uda r  ma is  

ad ian t e  p ropos t a  p o r  Göde l ) .  Os  i n t u i c i on i s t a s  f o ram  bem 

suced idos  em  re cons t ru i r  uma  boa  pa r t e  da  ma temá t i ca  a t ua l  c omo  

a  t e o r i a  d os  c on j un to s ,  po rém  a inda  re s t a  uma  g ra nde  pa r t e .  

A  ma t emá t ic a  i n t u i c i on i s t a  f o i  po s t a  d e  l a do  po r  s e r  

cons ide rada  menos  p ode ro sa  que  a  ma t emá t ic a  c lá s s i ca .  Es sa  

s i t ua ção ,  po rém ,  pode rá  s e  mod i f i c a r  n o  f u t u ro ,  po i s  a i nda  ex i s t e  

pos s i b i l id ade  da  re cons t rução  i n t u i c i on i s t a  d a  ma t emá t ic a  c l á s s i c a  

s e r  uma  a l t e rna t i va  d i f e r en te  e  b em  suced ida .  

 

2 .2  A Escola Logicis ta  

 

A  t e se  l og i c i s t a  d i z  que  a  ma temá t i ca  é  um  ramo  da  l óg i c a .  

Mui to  ma is  que  a pena s  uma  f e r ramen t a  da  ma t emá t i c a ,  a  l óg i c a  

s e r i a  s ua  p rogen i t o ra .  Todos  os  conce i t os  ma t emá t ic os  s ão  

fo rmu la do s  em  t e rmos  de  conce i t os  l óg i c os ,  e  t odos  os  t e o remas  

da  ma t emá t i c a  s ão  de senvo lv ido s  c omo  t eo remas  da  ló g i ca .   

A  a t ua l  r e dução  do s  conce i t o s  ma t emá t i ca  pa ra  conce i t os  

l ó g i co s  f o i  e l a bo rada  po r  Go t t l ob  F rege .  Também,  a  a f i rmação  de  

t e o r emas  ma temá t i co s ,  s i gn i f i cando  um  s imbol i smo  l óg i co  f o i  

empregada  po r  G iu seppe  Peano .  Es se s  homens  f o ram p re cu r so r es  

da  e sco la  l óg ic a  que  ganhou  no to r i edade  após  a  pub l i c a ção  do  

Pr i nc ip ia  Ma thema t i ca  de  Wh i te head  e  Russe l l .  
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Pa ra  a  t e se  lo g i c i s t a ,  a  d i s t in ção  en t re  a  lóg i ca  e  a  

ma t emá t ic a  é  me ramen te  uma  conven iênc i a  p r á t i ca .  Seu  ob j e t i vo  é  

encon t ra r  l e i s  l óg i ca s  ge ra i s  e  d e l a s  d eduz i r  r e su l t ados  

cons i s t e n t e s  e  que  p os sam  se r  i n t u i t i vamen te  c onf i rmáve i s .     

A  pa r t i r  de  ago ra  f a remos  uma  abo rdagem a o 

de senvo l v imen t o  da  ló g i ca  in ic i ando  com Ar i s t ó t e l e s .  

 

2.2.1 Lógica Cláss ica 

 

A  l óg ic a  é  uma  pa r te  da  f i l o so f i a  que  t em  po r  ob j e t i vo  

de te rm ina r  qua i s  a s  ope ra ç õe s  in te l ec tua i s  s ão  vá l id as .  Po r  s e  

t r a t a r  d e  um  me ro  i n s t rument o  a  s e rv i ço  da s  c i ênc i a s ,  a  l óg i c a  

p re ocupa - se  f u ndament a lmen te  com o  a spec t o  fo rma l  de  um  

r a c ioc ín i o  o u  de  um  a rgumen to .  Po r tan t o  a  l ó g i ca  e s t á ,  a  

p r i nc í p i o ,  b em  ma i s  i n t e re s sada  na  f o rma  do  pen sament o  e  não  no  

con t eúdo .  

A r i s t ó te l e s  con t r i bu iu  eno rmement e  com a   s i s t ema t i za ção  

da  l óg ic a  dedu t i va .  Ape sa r  d e  nã o  t e r  c he gado  a  u t i l i za r  a  pa la v ra  

l ó g i ca ,  f o i  e l e  quem  se  ded ic ou ,  ma i s  do  que  o s  f i l ó so fo s  

an te r i o r e s ,  à  a ná l i s e  do  pen sament o  em  sua s  pa r t e s  i n t eg r a n t e s ,  e  

à s  l e i s  que  pude s sem  va l i d a r  os  r e su l t ados  da s  r e f l exões  

f i l o só f i c a s .  É  p rovave lmen t e  no  s en t i do  de  ra zão  c e r t a  que  s u rge  

a  n ece s s idade  a r i s t o té l i c a  de  um  c r i t é r i o  p a r a  o  p roced imen to  

co r re t o  no  pe nsa r .   A r i s t ó te l e s  nos  d i z  que  a  ana l í t i c a  é  a  c i ê nc i a  

da  demons t r aç ão ,  o  s abe r  d emon s t r a t i vo ,  e  t em  po r  ob j e t o  a  

p ropos i ç ão ,  s eus  t e rmos  ( s u j e i t o  e  p r ed ic ado) ,  e  a s  conexõe s  en t r e  

p ropos i çõe s :  o  s i l og i smo .  

Cabe  de s t ac a r  que  Ar i s t ó te l e s  nã o  a  c ons ide r ava  uma  

c i ê nc ia ,  mas  apenas  um  in s t rumen to  ( ó rganon )  p a r a  a s  c i ênc i a s .  

Ou  se j a ,  a  l óg i c a  s e r i a  um  in s t rumen to  pa ra  o  conhece r ,  me lho r  

d i zendo ,  um  con j un to  de  p roced imen t os  p a r a  s e r  emp re gado  no  

r a c ioc ín i o ,  e  que  obedece  à s  l e i s  u n i ve r sa i s  e  n ece s sá r i a s  do  

pe nsamen to ,  g a r an t i ndo  pensa r  co r re tamen te ,  s em  ocupa r - se  do  
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con t eúdo  pe nsa do ,  mas  exc lu s i vament e  da  f o rma  do  pen samen to  

t a l  como  es t e  s e  exp res s a  l i n gü i s t i c ament e .  Po r t a n t o ,  podemos  

e s t abe le c e r  que  a  l óg ic a  s e  c a r ac t e r i za  po r  s e r :  

.  I n s t rument a l ,  uma  vez  que  s e  l imi t a  a  s e r  um  i ns t rument o  pa ra  a s  

c i ê nc ia s  e  p a ra  o  pe nsa r  co r r e t o ,  s endo  um  d i scu r so  que  mede  a  

va l i da de  do s  d i s c u r sos  c ien t í f i co s .  

.  No rma t i va ,  j á  que  s e  p r e t ende  um con j un to  de  p roced imen to s  

pa ra  o  p en sa r  co r r e t amen t e ,  ou  s e j a ,  e s t abe l e ce  r eg ra s  do  

pe nsamen to .  

.  Fo rma l ,  uma  vez  que  não  se  i n t e r e s sa  pe l os  ob j e t os ,  i s t o  é ,  

con t eúdos  do  pen samento ,  mas  apena s  pe l a  f o rma  pu ra  e  g e r a l  dos  

pe nsamen to s ,  s endo  um  d i scu rso  s ob re  o  d i s cu rso ,  um d i scu r so  

s ob re  aqu i l o  que  s e  d i z  s ob re  a s  c o i sa s .  

.  Ge ra1 ,  dado  que  a s  f o rmas  do  pen samento ,  bem  como  sua s  l e i s  e  

p r i nc í p i os  i ndependem do  e spaç o  e  do  t empo ,  ou  s e j a  p r e tendem-

se  imut áve i s ,  un i ve r sa i s  e  ne ces sá r i a s  .  

A  l óg ic a  n os  l e va  à  i d é i a  d e  fo rma  dos  enunc i ados  e  d e  como 

e l e s  podem  c onduz i r  va l i d ament e  a  ou t ro s  e nunc iados ,  ge ra ndo  a  

cade i a  de  enunc i ados  conhec ida  como a rgumento .  De ssa  mane i ra ,  

A r i s tó te l e s  e s t abe l ec e  a l gumas  de l im i t a çõe s  bá s i ca s  a c e r ca  da  

e s t r u tu ra  da s  a rgumen t açõe s  e  s eu s  e lemen to s  cons t i t u i n t e s .  

O  t e rmo  é  a  un idade  r e f e r enc i a l  da  lóg i ca ,  n o  s en t i do  de  que  

de s i gna  um  ob j e t o  o u  uma  c l a s se  de  o b j e t os .  Todo  t e rmo  imp l i c a  

numa  comp reensão  e  numa  ex t en são .   

.  Compree nsão  é  o  con j un to  de  e l emen to s  que  e s tão  imp l i c ados  no  

conce i t o  do  ob j e t o  em  ques t ã o ,  ou  s e j a ,  é  o  con j un t o  de  e l emen t os  

que  c ompõe  o  s i gn i f i c ado  do  t e rmo .  

.  Ex ten são  é  o  c on jun t o  de  o b j e t os  a  que  o  conce i t o  p ode  se r  

ap l i c ado ,  ou  s e j a ,  é  o  con j un to  de  ob j e t os  a  que  o  t e rmo  se  re f e re .   

J á  a  p ropos i ç ão  é  a  un idade  e l emen t a r  de  um  a rgumen to  

qua l que r  e  cons i s t e  l i gaç ão  e n t re  do i s  t e rmos .  Usua lmen te ,  em 

l ó g i ca  bás i c a ,  r e s t r i nge - se  o  e s t udo  da  p ropos i ção  à  sua  f o rma  

dec l a ra t i va ,  i s to  é ,  a que l a  cu j a  e s t ru tu ra  ge ra l  p ode  se r  i nd i c ada  
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po r  S  é  P ,  o u  s e j a ,  um  t e rmo  qua l que r  que ,  l o g i camen te   f a l a ndo ,  é  

o  s u j e i to  d a  f ra se ,  e s t á  l i gado  a  um  ou t ro  t e rmo  no  qua l  é  

a f i rmado  ou  negado  com re la ç ão  ao  p r ime i ro  e ,  l og i c ament e ,  

compor t a - se  como  p re d i cado .  Ne s t e  s en t i do ,  p ropos i ções  

de c l a ra t i va s  s ã o  aque l a s  em  que  se  a f i rma  ou  se  nega  a l guma  

co i sa .   

A s  p ropos i ç õe s  podem se r  c l a s s i f i c ada s  quan to  ao  con t eúdo  

sendo :   

.  Ana l í t i c a s :  quando  o  p r ed ic a do  j á  e s t á  c on t i do  no  conce i t o  do  

s u j e i t o .   

.  S i n t é t i c a s :  quando  o  p r ed ic ado  não  e s t á  de  ne nhum  modo  con t i do  

no  conce i t o  do  su j e i t o .  Ne s t e  s en t id o ,  t odas  a s  p ropos i çõe s  que  

a f i rmamos  com  ba se  em  expe r iênc i a s  s ão  s i n t é t i ca s .   

A s  p ropos i ç õe s  t ambém podem  se r  c l a s s i f i ca da s  quan to  à  

ex tensã o :   

.  S i ngu l a r e s  s ã o  aque l a s  c u j o  su j e i t o  é  um  te rmo  s ingu l a r .   

.  Pa r t i c u l a re s  s ã o  aque l a s  c u j o  s u j e i t o  é  um  te rmo  que  s ó  e s t á  

ap l i c ado  a  uma  pa r t e  do s  ob j e t o s  a  q ue  e l e  pode  se r  ap l i c ado .   

.  Un ive r sa i s  s ã o  aque la s  cu j o  s u j e i t o  é  um t e rmo  t omado  em  toda  a  

s ua  ex ten são ,  un ive r sa lmen te .   

A  p r opos iç ão  ca t egó r i c a  é  s impl e smen t e  aque l a  em  que  se  

a f i rma  ou  se  nega  a l guma  co i sa .  Se  combi na rmos  sua  ex te nsã o  

com sua  qua l i dade  t emos  q ua t ro  t i po s  f u ndament a i s  de  

p ropos i çõe s  ca t egór i c as :   

.  Un ive r sa l  A f i rma t i va :  a f i rma - se  a l go  un i ve rsa l  o u  do  su j e i t o  que  

é  un ive rsa l .   

.  Un ive r sa l  Nega t i va :  n ega - se  a l go  u n ive r sa lmen t e  do  s u j e i t o .   

.  Pa r t i c u la r  Af i rma t i va :  a f i rma -se  a l go  de  pa r t e  d o  su j e i t o .  

.  Pa r t i c u la r  Nega t iv a :  ne ga -se  a l go  de  pa r t e  do  s u j e i to .   

O  a r gument o  é  a  f o rma  l óg i c a  em  que ,  de  dua s  ou  ma i s  

r e l a çõe s  c onhec ida s ,  c onc lu i - s e  uma  ou t ra  re l aç ão  que  de s t a s  

de co r re  l ogi c ament e .  A  a rgument a ção  p ode  se r  f e i t a  d e  f o rma :    
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.  Dedu t i va :  é  aque la  a  c u j a  conc l usã o  se  deve  c he ga r  

ne ce s sa r i amen t e ,  a  p a r t i r  da s  p rem is sa s  dadas .  A  ma t emá t i c a  

u t i l i za  p roce d imen to s  de du t i vo s ,  a  demons t ra ç ão  ma temá t i ca  nada  

ma i s  é  do  q ue  i nd i c a r  como  se  chega  à  c onc l usã o  a  pa r t i r  d a  

ve rdade  da s  p r opos iç õe s  an te r i o r e s .  I s t o  r eve l a  que  a  de dução  é  o  

p roce s so  l ó gi co  po r  exce l ênc i a ,  a que le  em  que  nã o  re co r r emos  de  

ne nhum  modo  à  expe r i ê nc ia  ou  à  expe r imen t aç ão ,  mas  ape na s  à s  

cond i çõe s  de  i n t e l i g i b i l i d ade  do  a rgument o  e  à s  re gra s  f o rma i s  

( nã o -emp í r i c a s )  que  podem de t e rm ina r  sua  va l i dade .   

.  I ndu t i va :  é  aque la  a  c u j a  conc l usã o  se  che ga  po r  e nume ração  dos  

ca sos  s in gu l a re s ,  a  p a r t i r  da  expe r i ênc i a ,  e  c u jo  c a rá t e r  nã o  é  d e  

ne ce s s i dade  mas  s im  de  p os s i b i l i dade .  O  ún i co  ca so  em  que  a  

i ndução  pode  não  e r ra r  é  quando  e l a  p ode  c on s ide ra r  t odo s  o s  

ca sos  s i ngu l a r e s  envo lv ido s  na  a f i rmação .   

.  Ana lóg i c a :  é  aque la  f o rma  de  i ndução  que ,  a o  in vé s  de  conduzi r  

a  uma  conc lusã o  un i ve rsa l ,  c onduz  a  uma  conc lu são  pa r t i c u la r  ou  

s in gu l a r  e  cu j a  b a se  de  ce r t e za  é  a  me ra  s eme lha nça  en t re  os  ca so s  

s in gu l a re s  envo l vi do s  na  a f i rmação .  

O  s i l ogi smo  re gu la r  é  um  a rgumen to  t í p i co  de du t i vo  

compos t o  de  t rê s  p r opo s içõe s :  p rem is s a  ma io r ,  p remi s sa  meno r  e  

conc lu são ,  onde  t rê s  t e rmos ,  ma io r ,  méd io  e  meno r ,  s ão  

compa rados  do i s  a  do i s .   

A  p remis sa  ma i o r  é  s emp re  aque la  em  que  e s t á  o  t e rmo  

ma i o r ,  a  p remi s sa  meno r  é  s empre  aque l a  em  que  e s t á  o  t e rmo  

meno r .  Os  t e rmos ,  ma io r ,  méd io  e  meno r ,  s ão  c l a s s i f i c ados  de  

aco r do  com sua  ex t en são  e  s ua  d i spos i ç ão  s i l og í s t i ca .  O  t e rmo  

méd io  nunca  a pa re c e  na  conc lu são ,  uma  vez  q ue  e le  fo i  u sado  

apenas  como  t e rmo  de  compa ra çã o .  O  t e rmo  meno r  é  s emp re  o  

s u j e i t o  da  c onc l usã o ,  e nquan to  o  t e rmo  ma io r  é  s empre  o  

p re d i c ado  da  conc lu são .  Pe lo  p r i n c íp io  da  compreensão  t emos  que  

dua s  co i sa s  i dê n t i c a s  a  uma  t e r ce i ra  s ão  id ên t i c a s  e n t re  s i .  E  pe l o  

p r i nc í p i o  da  e x t en são  t emos  que  t udo  o  que  s e  a f i rma  ou  nega  
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un i ve r sa lmen te  de  um  su j e i to  é  a f i rmado  ou  ne gado  

un i ve r sa lmen te  ac e r c a  de  t udo  o  que  e s tá  con t id o  ne s t e  su j e i t o .  

 A lém  de s sa s  c a r ac t e r í s t i ca s  o  s i lo g i smo  pos su i  t r ê s  r eg ra s :  

.  O  s i l o gi smo  deve  t e r  t r ê s  e  s omen te  t r ê s  t e rmos .  Não  se  pode  da r  

ao  t e rmo  méd io  duas  ex t e nsõe s  d i f e r en te s  ( e ,  po r t an to ,  duas  

comp reen sõe s  d i f e r en te s  t ambém) .  Não  se  pode  u sa r  o  t e rmo  

méd io  dua s  ve ze s  numa  ex t e nsã o  pa r t i c u l a r  (o  que  c onduz  a  ma is  

de  uma  comp reensão  de s t e  t e rmo ) .  Não  se  pode  da r  ao s  t e rmos  

ma i o r  ou  meno r  uma  ex t ensã o  ma io r  n a  conc lu são  do  que  e l e s  

pos suem na s  p r emi s sas  em  que  apa r ec em.   

.  Não  se  pode  c onc lu i r  n ada  de  dua s  p r emi s sa s  nega t i va s .  

.  Não  se  pode  c onc lu i r  n ada  de  dua s  p r emi s sa s  p a r t i c u l a r e s .   

 O s  p r i nc íp io s  b á s ico s  da  l óg i c a :  

.  P r i nc í p i o  da  id en t i dade :  A  =  A .  Uma  p r opos iç ão  só  p ode  se r  

conhec ida  e  pe nsada  s e  f o r  p e rc eb ida  e  conse rva da  c om  sua  

i d en t i da de .  P r inc íp io  da  id en t i d ade  é  a  cond i ção  pa ra  que  

de f i namos  a s  co i sa s  e  po s samos  conhecê - l a s  a  p a r t i r  de  suas  

de f i n i ções .  

.  P r i nc íp io  da  não  con t r ad iç ã o :  Uma  p ropos i ção  não  pode  se r ,  

s imul t aneament e ,  ve rdade i ra  e  f a l s a .  

.  P r in c í p i o  do  t e rc e i ro  exc lu ído :  Uma  p ropos i çã o  só  pode  t oma r  

um  dos  do i s  va lo re s  po s s í ve i s  ( ou  é  ve rdade i ra  o u  é  f a l s a )  não  

sendo  po ss í ve l  t e r ce i ra  h i pó t e se .   

P a ra  ope ra c iona l i za r  a  l óg i ca  u t i l i zamos  uma  s imbo log i a  

un i ve r sa lmen te  re conhec ida :  

.  Conec t i vo s  enunc i a t i vo s :  Sã o  o s  s in a i s  que  s e  re f e rem  às  

a s soc i a ções  e  re l açõe s  l óg ic a s  q ue  podemos  e s t abe l e ce r  en t r e  

enunc i ados  s imp le s .  São  e l e s :   

.  Negado r  (Não )   ~ .  Na  ne gaçã o :    ~  P ,  l ê - s e :  n ão  P.  

.  D i s j u n to r  (O )  ∨ .  Na   d i s j unção :  P  ∨  M ,  l ê - s e :  P  ou  M .  Na  re g r a  

da  d i s j unção  não  tomamos  o  ou  no  s e n t id o  exc lu s i vo .  

.  Con j un to r  (E )  ∧ .  N a  c on j unção :  P ∧  M ,  l ê - s e :  P  e  M .   
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.  Cond i c i ona l  ou  impl i cado r  (Se . . .  en tão . . .  ou  impl i ca )  ⇒ .  Na  

impl i ca ç ão :  P  ⇒  M ,  l ê - s e :  P imp l i ca  M  ou  Se  P  en tão  M .  

.  B i cond i c io na l  ou  b i imp l i c ado r  ( Se  e  s omen t e  s e . . .  ou  . . . é  

equ i va len t e  a . . . )  ⇔ .  Na  b i impl i ca ç ão :  P  ⇔  M ,  l ê - s e :  P  se  e  

s omen t e  s e  M  ou  P é  equ i va le n t e  a  M .                  

.  S i gno  de  conc lu são  (Logo . . . )   ∴  .  

.  S i gnos  de  pa r ea ção  ( i s o l amen to  em  pa r  de  enunc i ados )  Chave s :  {  

,  Co l che t e s :  [ ,  Pa rên t e ses :  ( .  

 

2.2.2 Leibniz (1646–1716)  

 

O  ob j e t i vo  de  Le ibn i z  f o i  c r i a r  uma  dou t r i n a  compa t í ve l  com 

o s  po s tu lados  de  t oda s  a s  c o r re n t e s  f i l o só f ic a s ,  d e sde  o s  mode rnos  

como  F ranc i s  Bacon  e  René  Desca r te s  a t é  o s  a r i s to té l i c o s  e  

e sc o l á s t i c o s .  Pa r a  i s so ,  f o rmula  nova s  i d é i a s  s endo  um  dos  

p r i nc i pa i s  t óp i co s  de  sua  f i l o so f ia  a  dou t r i na  das  mônada s  que  d i z  

que  o  un ive r so  é  cons t i t u í do  de  un idades  e sp i r i tu a i s  e  ma te r i a i s  

i nd i v i s í ve i s  e  i ncomun ic á ve i s  en t re  s i .   

A  pa r t i r  do  conce i t o  de  mônada  Le ibn i z  s us t en t a  que  o  

pe nsamen to  é  uma  comb inação  de  pa l a v ra s ,  s e  f o rem mon t adas  

t oda s  a s  pos s í ve i s  comb inaçõe s  de  t oda s  a s  p a l a v ra s  s e  che ga rá  ao  

conhec imen t o  de  t oda s  a s  i dé ia s ,  ve rdades  e  de scobe r t a s  

pos s í ve i s .   

Le ib n i z  cons i de ra  q ue  c e r t a s  f o rmas  de  pen sament o  sã o  

bá s ic a s ,  po i s  de  suas  combi nações  re su l t am  t odas  a s  i dé ia s .  De s t a  

concepção  Le i bn iz  p rocu rou  de senvo lve r  uma  l i nguagem  

ca rac te r í s t i c a  un iv e r sa l .  Na  t en ta t i v a  de  c r i a r  um  s i s t ema 

s imbó l i co  f o rma l ,  uma  á l ge bra  ou  c á l cu lo  do  pen samento  a t r i bu iu  

s ímbo lo s  a os  c once i t o s  ma i s  bá s ico s ,  que  pode r iam  se r  

comp reend i dos  po r  t odo s ,  i ndependen t ement e  de  qua lque r  l í ngua  

f a lada .  A  t o t a l i da de  de s ses  s ímbo los  t e r i a  uso  un ive r sa l  como  uma  

l í ngua  i de a l  na  q ua l  os  conce i t os  s e r i am  pe r f e i t amen t e  

r ep re se n t ados .  A  combinação  do s  s ímbo lo s  s e r i a  f e i t a  s e gundo  
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r e g ra s  l ó g i c as  pa r a  o  s e u  emprego ,  a s  con t r ové rs i a s  s e r i am  

ace r t adas  p o r  me io  de  c á lcu lo s .   

 

2.2.3 George  Boole  (1815–1864)  

 

A  l óg i c a  p r opos ic i ona l  i n i c iada  po r  Geo rge  Boo l e  t e ve  como 

ob j e t i vo  mode la r  o  ra c ioc í n i o  humano .  Pa r t i ndo  de  f ra se s  

de c l a ra t i va s  ( p ropos i ções ) ,  q ue  podem  se r  ve rdade i ra s  ou  f a l s a s ,  

e s t uda - se  o  p roce s so  de  c on s t rução  e  a  ve ra c i dade  de  ou t r a s  

p ropos i çõe s  usa ndo  conec t i va s  como  ou  (∨ ) ,  e  (∧ ) ,  n ão  (~ ) ,  

s e . . . e n t ão . . . .   

Em  1854 ,  Geo rge  Boo l e  pub l i cou  An  inve s t i ga t io n  in to  th e  

Laws  o f  Though t  onde  de f i n i u  a s  t e o r i a s  ma temá t i ca s  da  l óg ic a  e  

da  p robab i l i dade  e s t abe l e cendo  ao  me smo  t empo  a  l óg i c a  fo rma l  e  

uma  nova  á l ge b ra .  Boo l e  e nca rou  a  l óg i ca  de  um  modo  novo  e  o  

r e su l t a do  fo i  uma  á l geb ra  ma i s  s imp l e s .  E l e  f e z  uma  a na logi a  

en t r e  o s  s ímbo lo s  a l gé br i co s  e  o s  q ue  re p r e sen t a vam a  l óg ic a ,  

s i s t ema t i zando  a  ló g i ca  p ropos i c i ona l  c omo  á l geb ra .  E  i s s o  deu  

i n ic i o  a  á l ge b ra  da  l ó g i ca  conhec i da  como  á l ge b ra  boo l eana .   

        Na  l óg i c a  p ropos i c i ona l  a s soc ia - se  a  cada  p r opos i ção  um 

va lo r  l ó gi c o :  ou  ve rdade  (1 )  ou  f a l so  (0 ) .  Cada  p ropos iç ão  é  

r ep re se n t ada  p o r  uma  va r i áve l  p ropos ic i ona l  A,  B , . . .  .                

A ss im ,  dados  os  ope rado re s  ∧ ,  ∨  e  ¬  e  a s  va r i áve i s  

p ropos i c io na i s  A,  B , . . . ,  uma  exp re s são  da  l óg ic a  p r opos ic i ona l  E,  

F , . . .  é  de f i n i da  in du t i vamen te  po r :   

 

1 .  Uma  va r i á ve l  é  uma  exp re s são  l óg i ca ;   

 

2 .  Os  va lo re s  l óg ico s  0  ou  1  s ã o  e xp res sõe s  l óg ic a s ;   

 

3 .  Se  E  e  F  s ã o  exp re s sõe s  l óg ic a s  a  s ua  con j unção  (e )  é  uma  

exp re s sã o  l óg i c a ,  E ∧  F ;   
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4 .  Se  E  e  F  s ão  exp re s sõe s  l ó g i ca s  a  sua  d i s j unção  ( ou )  é  uma  

exp re s sã o  l óg i c a ,  E∨  F ;   

 

5 .  Se  E  é  uma  exp re s são  l ó gi ca  a  s ua  negaçã o  (não )  é  uma 

exp re s sã o  l óg i c a ,  Ē  o u  ¬E ;   

 

2.2.4 Gott lob Frege (1848–1925)  

 

Got t l ob  F rege  nasc eu  em  8  de  novembro  de  1848  em  Wisma r ,  

Me rk l enbe rg  Schwer in  ( a t ua lmen t e  A lemanha ) .  Es tudou  na  

Un i ve rs i dade  de  J ena  e  na  Un ive r s idade  de  Go t t i ngen ,  ded i cando -

se  à  ma temá t i ca ,  à  f í s i c a  e  à  q u ímica .  Fo i  p ro f e s so r  d a  

Un i ve rs i dade  de  J ena  no  depa r t amen t o  de  ma t emá t ic a  du ran t e  t oda  

s ua  v ida  p ro f i s s i ona l .  I n ic i a lmen te  en s i na va  t odos  o s  r amos  da  

ma t emá t ic a  mas  a s  s ua s  pub l i c a ções  e r am  f undament a lmen t e  no  

campo  da  l óg ic a .  

A ss im  como Le ibn i z ,  F r ege  pe nsa va  que  uma  da s  

ca ra c te r í s t i c a s  e spec í f i c a s  da  ma t emá t i c a  e ra  a  po ss i b i l i dade  de  

cons t rução  de  c á l c u lo s  que  pod i am  se r  i n t e rp r e t ados  s em 

r e f e rê nc ia  a  n úme ro s  ou  a  quan t i dade s .  

F r ege  pa s sa  en tã o ,  a  t e n t a r  c onc re t i za r  a s  i dé ia s  de  Le ibn i z  

da  cons t rução  de  uma  l i nguagem  un i ve r sa l  e  de  um  cá lcu l o  

r a c iona l  e  p a r a  i s so ,  a  q ue re r  mo s t r a r  que  a  a r i tmé t i c a  e ra  i d ên t i c a  

à  l óg i c a .  Ne s te  a spec to ,  d i f e renc ia - se  de  Boo le  que  p re t end i a  

mos t r a r  q ue  a  ló g i ca  e r a  um  ramo  da  ma t emá t i ca .  F r ege  comen ta  a  

d i f e re nça  da  s ua  t eo r i a  pa ra  a  de  Boo le :  “Minha  i n te nção  não  f o i  

r ep re se n t a r  uma  l óg i c a  abs t ra ta  em  f ó rmulas ,  mas  exp res sa r  

ob j e to s  a t ra vé s  de  s ímbol os  e sc r i t o s  d e  um  modo  ma i s  p re c i so  e  

c l a ro  d o  que  po s sa  s e r  f e i t o  a t r avé s  de  pa l av ra s .  De  f a t o ,  o  que  

de se j o  c r i a r  nã o  é  s imp l e smen te  um me ro  c a l cu lu s  ra t i oc i na tor  

ma s  uma  l i ngua  c harac t e r ic a  no  s en t i do  de  Le i bn i z .” 15 

                                                           
15 HEIJENOORT, Van. From Frege to Gödel: A Source Book in Mathematical Logic, 1879 – 
1931. New York: San Jose New York Lincoln Shanghai, 2000.p.2 
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F rege  e n t ão  pa s sa  a  que re r  o r gan i za r ,  de  modo  a  t o rna r  

c l a ra s ,  a s  con t r i bu i ções  da da s  po r  Le i bn iz  e  Boo l e  e  a  impor  um  

r i go r  f o rma l  pa ra  que  “ em  uma  demons t ra ç ão  houve s se  uma  

exp l i c i t a ç ão  de  s eu  in íc i o  e  q ue  o  p r oces so  de  dedução  f o s se  

r eduz ido  a  um  pequeno  pad rão  de  re g ra s  a  f im  de  q ue  nã o  

houve s se  pe r i go  d e ,  i n consc ien t ement e ,  i n t roduz i rmos  nas  

demons t ra çõe s  aqu i lo  que ,  p r ec i s ament e ,  d e se j ávamos  

demons t ra r” 16.  Pa ra  i s s o ,  de senvo lveu  uma  i de og ra f i a  que  chamou  

de  Begr i f f s s ch r i f t .  O  p r inc ipa l  ob j e t i vo  des t a  ob ra  é  a  cons t rução  

de  uma  l i n guagem f o rma l i zada  do  pen samen to  pu ro ,  i s t o  é ,  um  

s i s t ema  de  no t a ção  ma i s  r egu l a r  do  que  a  l i nguagem do  co t i d i ano 

e  me lho r  ada p t ado  pa ra  ga r an t i r  a  e xa t i dão  na  dedução .  O  mode l o  

da  ob ra  de  F re ge  é  f o rnec ido  pe l a  a r i tmé t i ca .  As  c on t r i bu içõe s  de  

s ua  ob ra  s ã o :  a s  f u nçõe s  de  ve rda de  do  c á lcu l o  p ropos i c i ona l ,  a  

aná l i s e  d a  p ropos iç ão  em  f unção  e  a rgument o  a o  i nvé s  de  s u j e i t o  e  

p re d i c ado 17,  t e o r i a  da  q uan t i f i c a ção ,  um  s i s t ema  l óg i co  n o  qua l  

de r i va çõe s  s ão  f e i t a s  exc lus i vamen te  de  a co rdo  com a  f o rma  da  

exp re s sã o  e  uma  de f i n iç ão  l ó g i ca  de  s eqüênc i a  ma t emá t i ca  na  l u t a  

pe la  re cons t rução  l óg ic a  da  a r i tmé t i c a .  

Ao  conf r on t a r  a  amb igü i dade  da  l in guagem  u sua l  c om  a  

i n adequação  dos  s i s t ema s  ló g i co s  ex i s t en t e s ,  F r ege  a c aba  

r e c r i ando  a  l óg ic a ,  e  f undamen ta  uma  l óg ic a  ma t emá t ic a  mode rna  

ao  i n ven t a r  no t a çõe s  s imbó l i ca s  t a i s  c omo  quan t i f i cado re s  e  

va r i áve i s .  

Aba ixo  seguem  a s  de f i n i çõe s  do s  s ímbol os ,  s egundo  Frege :  

 

1 )  F r ege  d i s t i n gue  o s  s i na i s  d e  duas  f o rmas :  

A  p r ime i ra  cons i s t e  n a s  l e t ra s  que  r ep re sen tam  tan to  

núme ro s  i nde t e rminado s  c omo f unções  i nde t e rm inada s ,  c omo  no  

exemp lo  a p resen t ado  po r  e l e :  

                                                           
16 KNEALE, W., KNEALE, M. O Desenvolvimento da Lógica. Lisboa: 2ª edição, 1980. p.452 
 
17 Frege observa que seria uma violência impor a distinção entre sujeito e predicado às sentenças 
matemáticas, substituindo-a pela distinção entre função e argumento. Essa distinção trazida da 
matemática foi adaptada às necessidades lógicas. 
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(a  +  b )c  =  ac  +  ab  

O se gundo  t i po  cons i s t e  n os  s in a i s  t a i s  como  + ,  - ,  √ ,  0 ,  1  e  2  

que  po s suem um de t e rm inado  s i gn i f i cado .  
 

2 )  F r ege  de f i ne ,  e n t ão ,  j u l gamen to .  Um  j u l gamen to  se r i a  s empre  

exp re s so  pe l o  s ímbo lo  

 

 

 

 

D es t a  f o rma ,  o  s ímbo lo  

 

 

 

 

de s t i na -se  a  exp r imi r  q ue  A  e s t á  s endo  j u l gado .  

 

P a ra  mo s t r a r  um  con t eúdo  e xp res so  pe lo  s ímbo lo  e s t á  s ob  

cons ide ra ção  sem  que  o  au t o r  a f i rme  ou  ne gue ,  F re ge  u t i l i za  o  

t r aço -con t eúdo .  

 

 

 

3 )  O  s ímbol o  u t i l i zado  pa ra  de s i gna r  cond iç ão  e r a  

 

 

 

D es t a  f o rma ,  po r  exempl o ,  o  s ímbo lo  aba ixo  s i gn i f i c a  que  Γ  

nã o  de ve  s e r  ne gado  enquan t o ∆  é  a f i rmado .  

 

 

 

 

 A 

∆

Γ  
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4 )  A  ne gação  de  uma  sen t ença  s e r i a  f e i t a  a t r avé s  do  s ímbo lo :  

 

 

 

En tã o  o  s ímbo lo  aba ixo  expr ime :  Não  é  ve rdade  que  Γ .  

 
    
 

 

 

 

 

 

                                                                                   

                                                                                        Γ                  
                                                                                 

 

5 )  F r ege  t ambém de f i ne  a t ra vé s  do  s ímbo lo  

 

≡  

 

i d en t i da de  de  con t eúdo .  

 

S e  t i ve rmos ,  e n t ã o ,  o  s ímbolo  

 
          
 

 

  

 

                                                                                        ∆≡Γ  
 

 

t emos  que  Γ  e  ∆  t êm  o  me smo con t eúdo ,  de  t a l  mane i r a  que  t an to  

Γ  pode  s e r  s emp re  s ub s t i tu íd o  po r  ∆  como ,  ∆  p ode  s e r  s empre  

s ub s t i tu íd o  po r  Γ .  

 

6 )  Pa ra  f unçõe s  e  a r gumen tos  F r e ge  u t i l i za  a  s egu in t e  

t e rm ino log ia  

 

Φ (Γ )  

 

que  e xp r ime  uma  função  i nde te rm inada  cu jo  a rgumen to  é  Γ ;  

 
      

 

 

 

             Φ ( Γ )  
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S ign i f i c a  que  Γ  t em  a  p rop r i eda de  Φ  ;  

  

Ψ  (Γ ,  ∆ )  

 

É  uma  f unção  de  do i s  a rgumen to s ,  Γ  e  ∆  n e s t a  o rdem;  

 
        

 

 

 

             Ψ ( Γ , ∆ )  

 

Γ  e s t á  n a  re la ç ão  Ψ  com  ∆ ;  ∆  é  o  r e su l t ado  da  ap l i c aç ão  do  

p roced imen t o  Ψ  no  ob j e t o  Γ ;  

 

7 )  Gene ra l i d ade :  Quan t i f i cado r  Uni ve rsa l  

 
   

 

 

 

 

 

  r   Φ ( Γ )  

 

 

E s t e  s ímbolo  s i gn i f i c a  q ue  a  f unção  é  um  f a t o  s e j a  qua l  f o r  a  

i n te rp re ta ç ão  que  de rmos  a o  a rgumento .  Tudo  é  Φ ;  

A  pa r t i r  da í ,  ne s t a  mesma  obra ,  a l ém  de  t e r  e xp l i c ado  a  s ua  

no t a ção ,  F re ge  t ambém  e s ta be l e ce  a l gumas  t e se s  l óg ic a s ,  e  

p r i nc í p i os  l óg ico s  que  e l e  chama  de  rep re sen t aç ão  e  d e r ivaçã o  de  

a l guns  j u l gament os  do  pensamen to  pu ro ,  t a i s  c omo:  

 

    

 

S i gn i f i c a  que  no  c a so  de  a  s e r  n egado  e nquan to  b  é  

a f i rmado ,  d evemos  e xc lu i r  a  p os s i b i l i dade  de  a  s e r  a f i rmado .  J á  

que  a  não  p ode  se r  a f i rmado  e  ne gado  ao  mesmo  tempo .  

 

 

 

 

 a 
 b 
 a 

 
 
 
 
 

   a 
   a 
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S ign i f i c a  que  a  negação  da  ne gação  de  a  (d up la  negação )  

impl i ca  na  a f i rmação  de  a .  

 

 

 

 

A  a f i rmação  de  a  n ega  a  ne gação  de  a .  

 

 

 

 

No  ca so  de  c  e  d  po s su í rem  o  mesmo  con t eúdo ,  e nquan to  f ( c )  

é  a f i rmada  f ( d )  n ão  pode  se r  n egada .  Es sa  p ropos i ç ão  s i gn i f i c a  

que  s e  c  ≡  d  s empre  pode remos  subs t i t u i r  c  p o r  d  e  v i c e  e  ve rsa .  

 
        

 

             c ≡ c  

 

 

S i gn i f i c a  que  o  c on t e údo  de  c  é  i d ên t i co  ao  con t eúdo  de  c .  

 

F r ege  c r i a  s ímbolo s  l óg icos  e  embo ra  ha j a  ape na s  t r ê s  

s ímbo lo s  bá s ico s  re l evan te s ,  o s  s ímbo lo s  de  c ond i ç ão ,  negação  e  o  

quan t i f i cado r  un ive r sa l  podem se r  c ombinado s  de  in úme ras  

mane i ra s .  Ass im ,  não  há  l im i t e s  p a ra  a  comp lex idade  das  

a f i rmaçõe s  que  podem se r  exp re s sas .  F r ege ,  de s ta  mane i ra ,  

o f e re c e  um  e squema  ma is  s impl es  do  que  qua l que r  o u t ro  

ap re sen ta do  e  ao  mesmo  t empo  apa ren t ement e  i ne sgo tá ve l .  

Con tudo ,  a  Begr i f f s c hr i f t  não  t e ve  g r ande  a c e i t aç ã o  pe l os  

ma t emá t ic os  e  nem p e lo s  f i l ó so f o s .  Mesmo  não  c on t ando  c om  uma  

boa  a ce i t a ç ão  de  sua  p r ime i r a  ob ra ,  em  1884 ,  F r ege  ap rese n t ou  um 

novo  l i v r o :  Die  Grund lagen  de r  Ar i t hme t i k .  Ne s t a  ob ra ,  F r ege  

a l ém  de  e xpo r  i n fo rma lmen t e  a s  suas  op i n i õe s  e  c r í t i c a s  a  t eo r i a s  

s ob re  a  a r i tmé t i c a ,  a p r e sen t a  a  s ua  p róp r i a  t e o r i a .   Ne la ,  a na l i s a  

o s  c once i to s  bá s i co s  da  ma t emá t ic a  de  t a l  mane i r a  que  a  re dução 

 
 
 
 
 
 
 
 

             a 
  
            a 

  f(d) 
  f(c) 
 (c ≡ d) 
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da  a r i tmé t i ca  a  ope ra çõe s  de  c a r á t e r  e s senc i a lmen te  l óg i co  s e  

t o rna  po s s í ve l ,  o  q ue  demons t r a  s ua  e spe r ança  em  pub l i c a r  uma  

demons t ra ç ão  r i go ro sa  da  i den t id ade  en t re  a  a r i tmé t i c a  e  a  l óg i ca .  

Em  1893 ,  F re ge  l ança  o  p r ime i ro  vo l ume  da  s ua  ob ra  

f undamen ta l  Die  Grundge se t z e  de r  Ar i t hme t ik .  Ne s ta  ob ra ,  F r ege  

e s t abe le c eu  ax iomas  e  re i n t e rp re t ou  s ímbolo s  que  t i nha  

i n t rodu z ido  no  Begr i f f s ch r i f t ,  c on se r vando -o s 18.   

 

2.2.5 Giuseppe Peano (1858–1932)  

 

Em 1889 ,  G iuse ppe  Peano  em  seu  The  pr i nc i p l e s  o f  

Ar i t hme t i c  f a z  a  p r ime i ra  t en ta t i va  de  uma  ax ioma t i z aç ão  da  

ma t emá t ic a  em  uma  l in guagem  s imbó l i c a .   Pe ano  j á  h av ia  u sa do  a  

l ó g i ca  de  Boo l e  e  de  Sc h röde r  (1841–1902 )  em  inves t i ga ções  

ma t emá t ic a s  e  i n t roduz iu  ne l a s  um  núme ro  de  i novaçõe s  que  

ma rc a ram  um a vanço  no  t r aba l ho .  

P eano  de no t a  po r  s ímbolo s  t odas  a s  i dé i a s  que  oc or rem  nos  

p r i nc í p i os  da  a r i tmé t i ca ,  a s s im ,  t oda  p ropos iç ã o  é  dada  soment e  

a t ra vé s  do  s i gn i f i c ado  de s ses  s ímbo lo s .  Os  s ímbol os  pe r t e ncem 

ta n to  a  p ropr i eda des  l ó g i ca s ,  como  a  a r i tmé t i c a s .   

N a  p r ime i ra  p a r t e  do  t r aba lho ,  o  uso  de s se s  s ímbol os ,  a s s im 

como  o  de  sua s  p rop r i edade s ,  s ão  expo s to s  na  l i nguagem u sua l .  J á  

o s  s ímbo los  a r i tmé t i co s  vão  s endo  exp l i ca do s  confo rme  vã o  

apa r ec endo .  

Com  e s sa  no t a ção ,  t oda  p ropos i ção  a s sume  a  f o rma  e  a  

p re c i s ão  q ue  a s  equaçõe s  t êm na  á l geb ra .  De  uma  p ropos i ção  

de r i vam-se  ou t ra s  po r  p roce d imen to s  s im i la re s  ao s  u sados  pa r a  

r e so l ve r  equaçõe s .   

A s  p r opos i ções  que  s ã o  de r i va da s  de  ou t r a s  s ão  chamada s  de  

t e o r emas  e  a s  que  não  sã o  dedu t í ve i s  s ão  chamadas  de  ax iomas .   

Após  a  ma t emá t i c a  pu ra  t e r  s id o  r eduz i da  à  t e o r i a  dos  

núme ro s  na t u ra i s ,  Pe ano  mos t ra  que  t oda  t eo r ia  d os  núme ro s  

                                                           
18 Exceto o da identidade que substituiu pelo sinal usual de igualdade. 
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na tu ra i s  pode  se r  d e r i vada  de  t rê s  i dé i a s  p r im i t i va s  ( ze ro ,  núme ro ,  

s uces so r )  e  c i nco  p ropos i ções  p r im i t i v as  ( ax iomas ) ,  a l ém  da s  da  

l ó g i ca .  Se  e s sa s  i dé ia s  e  p ropos i ções  pude s sem  se r  d e f i n ida s  e  

p rovada s  em  te rmos  de  o u t ra s ,  t oda  ma t emá t i ca  pode r ia ,  a s s im ,  s e r  

p rovada .   

Após  i n t roduz i r  n oçõe s  e  f ó rmu la s  l ó gi ca s ,  p re t end i a  

r e e sc re ve r  a  a r i tmé t i c a  em  no t aç ão  s imbó l i c a .  En t r e t a n to ,  f o i  

ad ian t e ,  po i s  s eu  l i v ro  t r a t a  t ambém da s  f r açõe s ,  núme ro s  r ea i s ,  

noção  de  l im i t e  e  d e f i n i çõe s  da  t e o r i a  con j un t o  de  pon t os .   

Em  p r i nc íp io ,  s ão  nove  o s  a x ioma s .  E le s  exp re s sam  

p ropos i çõe s  f undament a i s  de  s ímbo lo s  que  não  pos suem  de f i n i ç ão .  

Hoj e ,  nó s  c ons ide r a r í amos  que  o s  a x iomas  2 ,  3 ,  4 ,  e  5 ,  que  t r a t am 

da  i d en t i dade ,  pe r t encem  à  l ó g i ca  s ub j a c en te .   Os   c i nco  dema is  

ax ioma s  s e  t o r na ram  conhec ido s  u n i ve rsa lmen t e  como  o s  a x iomas  

de  Pea no .  O  ú l t imo  é  a  t r adução  do  p r i nc ip io  da  i ndução  

ma t emá t ic a .  Con tudo ,  Peano  re conhece  que  s e us  ax iomas  vêm da  

t e o r ia  de  Dedek ind .  

Aba ixo  seguem  o s  c i nco  ax i omas  de  Peano :  

 

.  Ze ro  é  um  núme ro .  

 

.  Se  a  é  um  núme ro ,  o  s uce s so r  d e  a  é  um  núme ro .  

 

.  Ze ro  não  é  o  suce s so r  d e  um  núme ro .  

 

.  Do i s  núme ro s  cu jo s  suce s so res  s ão  i gua i s  s ão  e le s  p róp r i o s  

i gua i s .  

 

.  Se  um  con j un t o  S  d e  núme ro s  con t ém  o  z e r o  e  t ambém  o  s uce s so r  

de  t odo  número  de  S ,  e n tã o  t odo  núme ro  e s tá  em S .  

 

A  no t aç ão  de  Peano  é  comp le t amen t e  s upe r i o r  àque l a  de  

Boo le  e  ma rc a  uma  t r an s iç ã o  impo r t an te  pa ra  a  l ógi c a  mode rna .   É  



 51 

f e i t a  uma  d i s t i nç ão  e n t re  o  c á lcu l o  de  p ropos i çõe s  e  da s  c la s se s .  

Ago ra ,  t emos  do i s  c á lcu l os  d i f e ren te s ,  n ão  apena s  duas  

i n te rp re ta ç õe s  d o  me smo  c á lc u l o .   A  no t a ção  pa ra  o  quan t i f i c ado r  

un i ve r sa l  é  nova  e  conven i en te .   Há ,  e n t re t an to ,  um de fe i t o  g ra ve .  

As  fó rmula s  s imp le smen t e  s ão  l i s t ada s ,  nã o  de r i va da s ;  e  nã o  

pode r iam  mesmo se rem  de r i vada s ,  po rque  nenhuma  r eg ra  de  

i n f e rê nc ia  é  dada .  Peano  i n t roduz  uma  no t a çã o  pa ra  a  s ub s t i t u i ção  

ma s  não  i nd i c a  nenhuma  re g ra .   O  r e su l t a do  é  que ,  mesmo  com 

todo  o  cu idado  na  e sc r i t a  d a s  f ó rmula s ,  não  há  l ógi c a  pa ra  s e r  

u sada .  A  pa s sagem de  de t e rm inada s  f ó rmu la s  não  pode  se r  

r e a l i zada  por  um  p r oced imen t o  fo rma l  po r  f a l t a  de  r eg ra s  d e  

i n f e rê nc ia ,  r eque r  a l gum a r gumento  l ó gi co  i n t u i t i vo  f o rnec ido  

pe lo  l e i t o r .   A  p rova  t ra z  a  t ona  à  d i f e r ença  e n t re  ax ioma t i zaç ã o  e  

f o rma l i za ção 19.   Em  uma  sé r i e  d e  t ra ba lhos  pub l i cados  em  se gu ida   

Peano  p re t ende  p rova r  a s  f ó rmula s  l óg ic a s  que  s imp le smen te  ha v i a  

l i s t a do  no  The  Pr inc ip le s  o f  A r i t hme t ic  e  i r  a l ém  de  F rege  em  se u  

Begr i f f s s ch i f t  e  s eu s  dema is  t r aba lhos .  Mesmo  sem  a lc ança r  s eu  

ob j e t i vo  o  t raba l ho  de  Pea no  mos t rou  como  te o r ia s  ma t emá t i c as  

podem  se r  exp re s s as  em  l i nguagem s imbó l i ca ,  c on t r i bu indo  

eno rmemen te  pa ra  a  d i fu são  de  n ova s  i dé ia s .  

 

2.2.6 Alessandro Padoa (1868–1937)  

 

No  t e r ce i ro  congr es so  in te rnac i ona l  d e  f i l o so f ia ,  ocor r i do  

em  Pa r i s  d e  1  a  5  agos t o  de  1900 ,  congre s so  que  con tou  com  a  

pa r t i c i pa çã o ,  e n t re  o u t ros ,  de  Po i nca r é ,  Peano ,  e  Rus se l l .  

A le s sandro  Padoa  ap re se n tou  o  t r aba lho  Essa i  d ’une  t héo r i e  

a lgé br i que  des  nombre s  en t i e r s ,  p ré c édé  d ’une  i n t roduc t i on  

l og ique  à  une  t héor i e  déduc t i v e  que l conque .  Ne le ,  sua  in t rodução  

                                                           
19 Axiomatização: Redução das proposições a símbolos lógicos em busca das verdades iniciais 
(axiomas) do sistema.  
    Formalização: Sistema dedutivo feito a partir dos axiomas por regras de inferência lógica com 
objetivo de mostrar a consistência do sistema. 
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l ó g i ca  t r a t a  da  r e l a ção  en t re  um  s i s t ema  e  s ua s  i n t e rp re t açõe s  e  

mos t r a  como  r e so lve r  do i s  p rob l emas  a  re spe i t o  de  um  s i s t ema 

de du t i vo :  É  po ss í ve l  d e f in i r  um  t e rmo  por  me i o  de  ou t ro s  t e rmos?  

Uma  p ropo s iç ão  é   d e r i v áve l  de  ou t ra s  p ropo s içõe s?  

Em  re l aç ão  ao  s egundo  p rob lema ,  Peano  j á  t i nha  e labo rado  

um mé todo  que  deve r ia  s e  t o rna r  p ad rão .  Pa doa  fo i  o  p r ime i ro  a  

ap re sen ta r  um  mé todo  pa r a  e s t abe l ec e r  i nde f in ib i l idade ,  em  um 

s i s t ema  da do ,  d e  um  te rmo  po r  me io  de  ou t r os  t e rmos .  Da  segu in t e  

f o rma :  s e  de f i n i r  um  s ímbol o  s i gn i f i c a  e xp res sá - l o  a t r avé s  de  

ou t ro s  s ímbo lo s  j á  cons ide rados  e  p rova r  uma  p ropos i ção  s i gn i f i c a  

de f i n i - l a  a  pa r t i r  de  ou t r a s  p ropos i ç õe s  j á  e xp res sa s ,  en t ão ,  p a r a  

qua l que r  t e o r i a  dedu t i va  t e remos :  quando  um  s ímbol o  pa r t i c u la r  é  

d i t o  de f i n i do  ou  não ,  p re c i s amos  a c re sce n t a r  q ue  é  d e f i n i do  ou  

nã o  é  de f i n i do  po r  me io  de  ou t ro s  s ímbol os  pa r t i c u l a r e s  e  quando  

uma  p ropos i ç ão  em pa r t i c u l a r  é  d i t a  p rováve l  ou  nã o ,  p r ec i s amos  

ac re sc en ta r  que  é  p r ováve l  ou  nã o  po r  me i o  de  o u t ra s  p ropos i ções  

pa r t i c u l a re s .  De s ta  f o rma ,  nã o  é  p os s í ve l  d e f i n i r  t odo s  os  

s ímbo lo s  pa r t i c u l a re s ,  nem  p rova r  to da s  a s  p ropos i ções  

pa r t i c u l a re s .  Logo ,  em qua lque r  t e o r i a  de du t i va  s ão  neces sá r i o s  

s ímbo lo s  pa r t i c u l a re s  que  nã o  são  de f i n i do s ,  c hamados  de  

i nde f i n i dos  (n o  sen t i do  que  nã o  p ode rá  s e r  dada  uma  de f i n i çã o  

pa ra  e l e ) .  

O  mé t odo  é  apena s  i nd i c ado ,  po i s  Padoa  o  cons ide r a  

i n t u i t i vament e  ev ide n t e .  De s ta  f o rma ,  n ão  o f e r ec eu  uma  p rova ,  e  

t a l  p rova  não  pode r ia  mesmo  t e r  s i do  da da ,  p r ime i ro  porque ,   o  

s i s t ema  de  Padoa  (q ue  é  d e  Peano)  e r a  ma l  d e f i n i do  e ,  s e gundo ,  

que  mu i t o s  r e su l t ados  ne ce s sá r i os  p a r a  t a l  p rova  a in da  e ram 

de sconhec ido s  na que l e  t empo .   O  mé todo  de  Padoa  pe rmaneceu  de  

a l gum modo  e squec i do  p or  anos  a t é  que  Ta r sk i  e  L i ndenbaum 

anunc i a r am  um t eo rema  que  o  j us t i f i c a s se .  Os  re su l t ados  de  Ta rsk i  

que  f o ram  pub l i c ados  subseqüen temen t e  ( 1934 ,  1935 ,  1956 )   

e s t abe le c e r am  que  o  mé todo  pode  se r  a p l i c a do  a  t odo  o  s i s t ema  

fo rma l i zado  na  t eo r i a  d os  t i po s .  
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2.2.7 Bertrand Russe l l  (1872–1970)  

 

Em  junho  de  1901 ,  Be r t rand  Russe l l  e xpô s  o  s egu in t e  

pa ra doxo :  a  c l a s se  d e  t oda s  a s  c l a s se s  n ão  c on t ém  a  s i  mesmo 

como  e l emen t o .  Env i ou  uma  c a r t a  a  F r ege  em  16  j unho  1902  

comunic ando  a  con t rad i ção  c omo o  chama .   

No  The  Pr inc i p l e s  o f   Ma thema t i c s  (1903 )  em  uma  pa s sagem 

esc r i t a  p rovave lmen te  em  1901 ,  menc i ona  s em  mui t a  e l abo ra ção ,  

que  “a  c l a s se  como um todo  se r i a  um  t ip o  d i f e ren t e  do s  t e rmo s  da  

c l a s se”  e  que   “ e s sa  d i s t i nç ão  l óg ic a  de  t i pos  é  a  c ha ve  pa r a  t odo  

o  m i s té r i o” 20.  F r e ge  f i c ou  t ão  pe r t u rba do  com ta l  c on t ra d i ç ão  que  

r enunc i ou  a  t e n ta t i v a  de  reduz i r  a  a r i tmé t i c a  à  l óg ic a .  Não  só  

F re ge ,  mas  t ambém A l f red  No r th  Wh i tehea d  f i cou  deso r i en tado ,  o  

que  s e  re f l e t e  em  sua  f a l a :  “ Jama is  s e  t em  de  novo  uma  a le g r e  

manhã  se gu ra ” 21.   

P o inca r é ,  c omo  não  a c e i t ava  a  l óg ic a  ma t emá t ic a ,  e xc lamou  

com a l e g r ia  que  e s ta  n ão  e ra  ma i s  e s t é r i l ,  ge ra va  c on t r ad i ções .  O  

pa ra doxo  e s t remeceu  c om  a s  b ase s  l óg i c a s  e  a t é  ho j e  s eu s  e f e i t os  

s ão  s en t i do s .  

O  ma t emá t ico  i t a l i a no  Bu ra l i - Fo r t i  um  pouco  an te s ,  em 

1897 ,  f o i  o  p r ime i ro  a  pub l i c a r  um  pa radoxo  da  t eo r i a  dos  

con j un t os .   O  t r aba l ho  de  Bu ra l i -For t i  f o i  a nunc ia do  no  encon t ro  

do  Circ o l o  mat emá t i co  d i  Pa l e rmo  em  28  ma rç o  de  1897 .  O  

t r aba lho  é  a  p r ime i ra  pub l i c aç ã o  de  um  pa radoxo  mode rno .   

Despe r to u  imed i a t amen te  o  i n t e re s se  do  mundo  ma t emá t ico ,  e  

p rovocou  i núme ra s  d i s cu s sõe s  no s  anos  q ue  s e  s egu i ram  à  sua  

pub l i c aç ão .  I núme ro s  t r aba l ho s  t r a t a r am  do  a s sun to ,  p rop ic i ando  

uma  g rande  aná l i s e  do s  f undamen to s  da  t e o r i a  do s  con j un to s .   O  

pa ra doxo  é  s imp l es .  Sa be - se  que  a  t oda  a  b oa  o r denação  

                                                           
20 RUSSELL, Bertrand. The Principles of Mathematics: Volume I. Cambridge: Cambridge 
University Press, 1903. 
 
21 RUSSELL, Bertrand. Meu Desenvolvimento Filosófico. Rio de Janeiro: Zahar Editores, 1980.p. 
57. 
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co r re sponde  um ún i co  núme ro  o rd ina l .  Também  se  s a be  que  

o rd ina i s  f o rmam uma  boa  o rdenaçã o .  Cons ide re ,  e n t ão ,  a  c o l e ção  

de  t odo s  o s  o rd ina i s .  Es t a  co le ç ão  é  uma  boa  o rdenação  e ,  

po r tan to ,  co r r e sponde  a  um  or d i na l  A .  Logo ,  A  excede  t odos  o s  

o rd ina i s  e  exce de - se  a  s i  p róp r i o ,  o  que  é  uma  con t r ad iç ão .  

A  e s sê nc i a  d e s t e  pa ra doxo  pode  se r  encon t ra da ,  po r  uma 

de sc r i ç ão  nã o  t é cn ic a ,  j á  de sc r i t a  no  c ap í tu lo  an te r i o r ,  d e  um 

pa ra doxo  mui t o  s im i l a r  de scobe r t o  po r  Geo rge  Can to r  do i s  anos  

de po i s .  Em  sua  t eo r i a  do s  c on jun to s ,  Can to r  t e ve  suce s so  a o  

p rova r  que  dado  qua l que r  t r an s f i n i to  s empre  e x i s t e  um  t ran s f in i t o  

ma i o r ,  ou  s e j a ,  que  o  con j un to  do s  núme ro s  t ra ns f i n i t os  é  i n f i n i t o ,  

como  j á  f o i  de sc r i to .  Ago ra ,  vamos  cons ide r a r  o  con j un to  no  qua l  

o s  membros  s ão  to dos  o s  c on jun to s  po s s í ve i s .  As s im  como  em 

todo  c on jun to  in f i n i t o ,  Can to r  a s soc i a  um  t ran s f in i t o  a  sua  

ca rd ina l i dade .  Ce r t amen t e ,  n ão  há  con j un t o  que  po s sua  ma i s  

e l emen t os  que  o  con jun t o  de  t odos  os  con j un to s .  Logo ,  e s se  s e r i a  

o  ma io r  t r an s f i n i to  po s s í ve l  o  que  ge ra r i a  um  ab su rdo .  Po i s  c omo 

j á  v imo s ,  Can to r  mos t rou  que  dado  qua lque r  t r an s f in i t o  s empre  

ex i s t e  um  t ra ns f i n i t o  ma io r .  

Como podemos  pe r cebe r ,  o s  pa radoxos  de  Bu ra l i -Fo r t i  e  

Can to r  envo l v i am  r e su l t a do s  da  t e o r i a  do s  con jun t os ,  c au sando  

a s s im ,  uma  ma i o r  p r eocupação  en t r e  o s  ma temá t i co s  do  que  en t r e  

o s  l óg ico s .  En t re t an to ,  o  p a r adoxo  de  Russe l l  n ão  depend ia  de  

na da  ma i s  que  o  p róp r i o  c once i t o  de  c on jun to  e  de  e lemen to ,  

a t i ng indo  c e r t e i r amen t e  o  campo  da  l óg i c a .  A  ca r t a  comun i cando  a  

F r e ge  s ob re  o  pa r adoxo  fo i  e sc r i t a  pouco  ma i s  d e  um ano  depo i s  

de  Russe l l  d epa ra r - se  c om  o  pa r adoxo  e  e s t e  f o i  p r ime i r amen t e  

pub l i c ado  em The  pr i nc i p l e s  o f  ma thema t i c s  ( 1903 ) .  E i s  a  ca r t a 22:  

 

 

 

                                                           
22 HEIJENOORT, Van. From Frege to Gödel: A Source Book in Mathematical Logic, 1879 – 
1931. New York: San Jose New York Lincoln Shanghai, 2000.p.124. 
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Fr i d ay ´ s  H i l l ,  H as l em e r e ,  1 6  Ju nh o  1 902 .  

C a r o  c o l e g a ,  

H á  an o  e  m e i o  t om e i  c o nh e c im en t o  do  s e u  G run dg e s e t ze  d e r  

A r i t hme t i k ,  m a s  a p en a s  ag o r a  e n c on t r e i  t emp o  p a r a  f az e r  um  e s t ud o  ma i s  

r i g o r o s o ,  c omo  e r a  m i n ha  i n t en ç ã o ,  s o b r e  o  s e u  t r a ba l h o .  E s t ou  em  

c omp l e t o  a c o r d o  c o n s i g o  no  e s s e n c i a l ,  p a r t i c u l a rmen t e  q u ando  r e j e i t a  

q u a l q u e r  e l e me n t o  p s i c o l ó g i c o  [Moment ]   n a  l ó g i c a  e  q u and o  a t r i b u i  

g r and e  v a l o r  a  uma  i d e o g r a f i a  [ Be g r i f f s s c h r i f t ]  p a r a  o s  f un dam en to s  d a  

ma t emát i c a  e  d a  l ó g i c a  f o rm a l ,  a s  q u a i s ,  em  b o a  v e rd ad e ,  d i f i c i l m e n t e  s e  

p od em  d i s t i n gu i r .  R e l a t i v amen t e  a  mu i t a s  q u e s t õ e s  p a r t i c u l a r e s ,  h á  no  

s eu  t r a b a l h o  d i s c u s s õ e s ,  d i s t i n ç õ e s  e  d e f i n i ç õ e s  q u e  d i f i c i lm en t e  s e  

e n c on t r a r ão  n o  t r a b a l h o  d e  o u t r o s  l ó g i c o s .  E sp e c i a lm en t e  n o  q u e  d i z  

r e s p e i t o  à  f u n ç ã o ,  e u  p r ó p r i o  f u i  c o nduz i d o  a  o b s e rv a ç õ e s  q u e  s ã o  a s  

m e sma s ,  me sm o  n o s  d e t a l h e s .  Há  a p e na s  um  p on t o  ond e  e n c o n t r e i  uma  

d i f i c u l d ad e .  O  c o l e g a  d i z  q u e  uma  fu n ç ã o  t amb ém  p o de  a t u a r  c omo  

e l em en t o  i n d e t e rm in ad o .  Eu  a c r e d i t a v a  n i s t o ,  ma s  a g o r a  e s t a  p e r s p e c t i v a  

p a r e c e -m e  du v i d o s a  p e l a  s e gu i n t e  c o n t r a d i ç ã o .  S e j a  w  o  p r e d i c a d o :  p a r a  

s e r  p r e d i c a d o ,  n ã o  p od e  s e r  p r e d i c a d o  d e  s i  p r ó p r i o .  P o d e  w  s e r  p r e d i c a do  

d e  s i  p r ó p r i o ?  A  c ada  r e s p o s t a  o  s e u  o p o s t o  s e g u e - s e .  P o r t an t o  p od em o s  

c on c l u i r  q u e  w  n ã o  é  um  p r e d i c ad o .  Da  m e sma  man e i r a ,  n ã o  e x i s t e  

n e nhuma  c l a s s e  ( c omo  uma  t o t a l i d ad e )  d e  c l a s s e s  q u e ,  s e n d o  c a d a  uma  

t omada  c om o  uma  t o t a l i d ad e ,  n ão  p e r t e n ç a  a  s i  p r ó p r i a .  D i s t o ,  c o n c l uo  

q u e ,  s o b  c e r t a s  c i r c un s t ân c i a s ,  uma  c o l e ç ã o  d e f i n í v e l  [Me ng e ]  n ã o  f o rm a  

uma  t o t a l i d ad e .  

E s t ou  a  a c a ba r  um  l i v r o  s o b r e  o s  p r i n c í p i o s  d a  m a t emá t i c a  n o  q u a l  

g o s t a r i a  d e  d i s c u t i r  o  s e u  t r a b a l h o  p r o f undam en t e  J á  t e n h o  o s  s e u s  l i v r o s  

o u  v ou  c omp r á - l o s  b r e v em en t e ,  ma s  f i c a r - l h e - i a  mu i t o  g r a t o  s e  m e  p ud e s s e  

man da r  s e p a r a t a s  d o s  s e u s  a r t i g o s  d e  r e v i s t a s .  No  c a s o  d e  s e r  imp o s s í v e l ,  

o b t ê - l o s - e i  n uma  b i b l i o t e c a .  

O  t r a t am en t o  e x a t o  d a  l ó g i c a  em  qu e s t õ e s  f un d ame nt a i s ,  o n d e  o s  

s ím bo l o s  f a l h am ,  t em  f i c a d o  mu i t o  p a r a  t r á s .  No s  s e u s  t r ab a l h o s  e n c o n t r o  

à qu i l o  q u e  d e  m e l h o r  h á  n o  n o s s o  t empo  r a z ã o  p e l a  qu a l  m e  p e rm i t o  

e x p r im i r  o  m e u  p r o fu ndo  r e s p e i t o  p o r  s i .  É  l am en t áve l  n ã o  t e r  s i d o  
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pu b l i c a do  a  s e g und a  e d i ç ã o  d o  s e u  G r un dg e s e t z e .  E sp e r o  q u e  i s t o  a i n d a  

v e nh a  a  s e r  f e i t o .  

Mu i t o  r e s p e i t o s am en t e  e s t e  s e u ,  

B e r t r an d  Ru s s e l l  

A  c on t r ad i ç ã o  a c ima  m e n c i on ada ,  q u ando  e x p r e s s a  n a  i d e o g r a f i a  d e  

P e an o ,  l ê - s e  d a  s e g u i n t e  man e i r a :  

w = c l s  Ç  x  ' (x  ~'  x) .É :  w e  w .= .  w  ~  e  w 

J á  e s c r e v i  a  P e an o  a c e r c a  d i s t o ,  ma s  e l e  a i n d a  m e  de v e  uma  r e s p o s t a .  

 

A re spos t a  d e  F r e ge  a  Russe l l  ve io  em  se gu ida 23.  

P r ime i ramen te ,   F r ege  chama  a t enção  de  Ru sse l l  p a r a  um  e r ro ,  

s em  mu i t a  impor tânc i a ,  con t i do  em  Begr i f f s s ch r i f t .  Em s egu i da ,  

de sc r eve  s ua   r ea ç ão  ao  s e  de pa ra r  com  o  pa r adoxo  de sc r i t o  p or  

Rus se l l .  

 

J en a ,  2 2  d e  J un ho  d e  1 90 2  

Ca r o  c o l e g a ,  

Mu i t o  a g r ad e ç o  a  s u a  i n t e r e s s an t e  c a r t a  d e  1 6  d e  J unho .  F i c o  

e n c an t ad o  p o r  s a b e r  q u e  c o n c o r d a  c om i g o  em  mu i t o s  po n t o s  e  q u e  t e n c i on a  

d i s cu t i r  d e  m an e i r a  r i g o r o s a  o  m eu  t r a b a l h o .  Em  r e sp o s t a  a o  s e u  p e d i d o ,  

e n v i o - l h e  a s  pu b l i c a ç õ e s  s e g u i n t e s :  

       1 .     “K r i t i s c h e  B e l e u ch t ung ”  [ 1 89 5 ] ,  

       2 .     “Ue b e r  d i e  B e g r i f f s s c h r i f t  d e s  He r r n  Pe an o ”  [ 1 896 ] ,  

       3 .     “Ue b e r  B eg r i f f  un d  G e g e n s t and ”  [ 1 892 ] ,  

       4 .     “Üb e r  S i nn  un d  Be de u t un g ”  [ 1 89 2 a ] ,  

       5 .     “Ue b e r  f o rm a l e  Th e o r i e n  d e r  A r i t hme t i k ”  [ 1 885 ] .  

 

           

 

 

                                                           
23 HEIJENOORT, Van. From Frege to Gödel: A Source Book in Mathematical Logic, 1879 – 
1931. New York: San Jose New York Lincoln Shanghai, 2000.p.127. 
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Re c e b i  um  e nv e l o p e  v az i o  q u e  p a r e c e  t e r  s i d o  e n d e r e ç ado  p o r  s u a  

mão .  Imag i n o  q u e  q u i s  m and a r -m e  a l g o  q u e ,  a c i d e n t a lm en t e ,  s e  p e r d e u  no  

c am in h o .  S e  é  e s t e  o  c a s o ,  a g r a d e ç o - l h e  a  s u a  g e n t i l  i n t e n ç ã o .  J un t o  e n v i o  

a  p a r t e  d a  f r e n t e  d o  e n v e l o p e .  

Qu and o  l e i o  o  m e u  B e g r i f f s s c h r i f t  d e  n ov o ,  v e r i f i c o  q u e  mud e i  a  

m i n ha  o p i n i ã o  em  v á r i o s  p on t o s ,  c omo  p od e r á  c o n s t a t a r  s e  o  c omp a r a r  c om  

o  m eu  Gr un dg e s e t z e  d e r  A r i t hme t i k .  P e ç o - l h e  qu e  r emov a  o  p a r á g r a f o  q u e  

c om e ç a  p o r  “N i c h t  m i nd e r  e r k e nn t  m an ”  n a  p á g i n a  7  d e  B eg r i f f s s c h r i f t  

[ “Não  é  m en o s  f á c i l  d e  v e r ” ]  q u e  e s t á  i n c o r r e t o .  F e l i zm en t e ,  e s s a  

i n c o r r e ç ã o  n ã o  t em  e f e i t o s  n o c i v o s  n o  r e s t o  d o  c o n t eú do  d o  o pú s c u l o .  

            A  s u a  d e s c o b e r t a  d a  c on t r a d i ç ão  c au s ou  em  m im  a  m a i o r  d a s  

s u r p r e s a s  e ,  p o d e r i a  q u a s e  d i z e r ,  c o n s t e rn a ç ã o ,  j á  q u e  a b a l o u  a  b a s e  s o b  a  

q u a l  e u  p r e t end i a  c on s t ru i r  a  a r i tmé t i c a .  P a r e c e ,  e n t ã o ,  qu e  t r an s f o rm a r  

a  g e n e r a l i z a ç ã o  d e  uma  i g u a l d ad e  n uma  i g u a l d ad e  d e  s e qü ê n c i a  d e  v a l o r e s  

[ d i e  Umwand l ung  d e r  A l l g em e i nh e i t  e i n e r  G l e i c h h e i t  i n  e i n e  

We r th ve r l a u f s g l e i c h h e i t ]  ( §  9  d o  m eu  G ru nd g e s e t z e )  n em  s emp r e  é  

p e rm i t i d o ,  q u e  a  m i nh a  R e g r a  V  ( §  2 0 )  é  f a l s a ,  e  q u e  a s  m i nh a s  

e x p l an a ç õ e s  n o  §  3 1  n ã o  s ã o  s u f i c i e n t e s  p a r a  g a r an t i r  q u e  a  c omb i n aç ã o  

d e  s ím bo l o s  q u e  p r o p onho  t em  s e n t i d o  em  t o d o s  o s  c a s o s .  T e nh o  qu e  

r e f l e t i r  ma i s  n o  a s s un t o .  I s t o  t o rn a - s e  t an t o  m a i s  s é r i o  q u an to ,  c om  a  

p e r d a  d a  R e g r a  V ,  n ã o  s ó  o s  f u ndam en t o s  d a  m i nh a  a r i tm é t i c a ,  c omo  

t ambém  o s  ún i c o s  f und am en t o s  p o s s í v e i s  d a  a r i tmé t i c a  em  g e r a l ,  p a r e c em  

d e s v ane c e r - s e .  C on t ud o ,  p e n s o  e u ,  d e v e  s e r  p o s s í v e l  a r r an j a r  c on d i ç õ e s  

p a r a  a  t r an s f o rm a ç ã o  d a  g e n e r a l i z a ç ão  d e  uma  i g u a l d ad e  numa  i g u a l d ad e  

d e  s e qü ê n c i a  d e  v a l o r e s  d e  m an e i r a  a  q u e  o  e s s en c i a l  d a s  m i nh a s  

d emon s t r a ç õ e s  p e rman e ç a  i n t a c t o .  Em  q ua l q u e r  d o s  c a s o s ,  a  s u a  

d e s c o b e r t a  é  n o t áv e l  e  i r á  c e r t amen t e  r e s u l t a r  n um  g r and e  a v an ç o  n a  

l ó g i c a ,  m e smo  q u e  à  p r im e i r a  v i s t a  n ã o  p a r e ç a  b em  v i n d a .  

A  p r op ó s i t o ,  p a r e c e -m e  q u e  a  e xp r e s s ã o  “ um  p r e d i c a do  é  p r e d i c a d o  

d e  s i  p r ó p r i o ”  n ão  é  e x a t a .  Um  p r e d i c a d o  é  p o r  r e g r a  uma  f un ç ã o  d e  

p r ime i r o - n í v e l ,  e  e s t a  f un ç ã o  r e q u e r  um  o b j e t o  c omo  a r gumen t o  e  n ã o  po d e  

t e r - s e  a  s i  p r ó p r i o  c omo  a r gumen t o  ( a s s un t o ) .  P o r t an t o ,  p r e f e r i r i a  d i z e r  

“ uma  n o ç ã o  é  p r e d i c ad o  d a  s u a  p r óp r i a  e x t en s ã o ” .  S e  a  f un ç ã o  F ( x )  é  um  

c on c e i t o ,  e u  d e n o t o  a  s u a  e x t e n s ão  ( o u  a  c l a s s e  c o r r e s pon d e n t e )  p o r  
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“ e ’ F ( e ) ”  ( p a r a  s e r  v e r d ad e i r o ,  a  j u s t i f i c a ç ã o  p a r a  i s t o  t o rn ou - s e  a g o r a  

q u e s t i o n áve l  p a r a  m im ) .  Em  “F ( e ’ F ( e ) ) ”  o u  “ e ’ F ( e )  ∩  e ’ F ( e ) ”  t e r em os  

e n t ã o  um  c a s o  em  q u e  o  c on c e i t o  F (x )  é  p r e d i c a d o  d a  s u a  p r óp r i a  

e x t e n s ã o .  

            O  s e gun do  v o l ume  do  m eu  G rundg e s e t z e  i r á  ap a r e c e r  b r e v em en t e .  

T e r e i ,  s em  d úv i d a ,  q u e  a c r e s c e n t ar  um  ap ê nd i c e  n o  qu a l  a  s u a  d e s c o b e r t a  

s e r á  l e v ad a  em  c o n t a .  S e  ao  m en o s  j á  t i v e s s e  o  p on t o  d e  v i s t a  c o r r e t o  p a r a  

e l a !  

Mui to  r e s p e i t o s amen t e  e s t e  s e u ,  

G.  Fr e g e  

1  “∩ ”  é  um  s i n a l  u s ad o  p o r  F r e g e  p a r a  r e duz i r  f un ç õ e s  d e  s e gund o  n í v e l  

p a r a  d e  p r ime i r o  n í v e l .  

 

F r ege  en t ende  que  a  o r i gem  do  pa ra doxo  se  dá  p o i s  a  f unção  

nã o  é  um  ob j e to  é  um  Wer thve r lau f ,  a l go  comple t o  em  s i  mesmo .  

Após  t e r  c on t a to  com o  pa r adoxo ,  t en to u  de  i núme ra s  mane i r a s  

e l imi na r  a  con t r ad iç ão  de  sua  t eo r i a .  Não  ob t e ve  suce s so  em 

nenhuma  t en ta t i va .  Os  re su l t ados  nã o  e r am a ce i t o s .  

 

2.2.7.1  Teoria dos Tipos  

 

Em  to dos  o s  p a r adoxos  ló g i co s  ex i s t e  uma  e spéc i e  d e  au to  

r e f e rê nc ia  re f l ex iva ,  i s t o  é ,  a  d e  in c l u i r ,  como  membro  de  uma  

t o ta l id ade ,  a l guma  co i sa  r e f e r en te  a  e s sa  t o t a l i da de  que  deve  s e r  

condenada .  

Após  vá r i a s  t e n t a t i va s ,  Rus se l l  e  Whi tehea d  p ropuse r am  uma  

nova  mane i ra  de  e l im ina r  os  pa ra doxos  da  ma temá t i ca  chamada  de  

t e o r i a  d os  t i po s .   A  so lução  do  p rob l ema  é  ap re sen tada  em  menos  

de  t r i n t a  l i nhas .  A lém  de s sa  s o l ução  examina  ou t r a s  p os s í ve i s ,  a s  

acha  meno s  s a t i s f a t ó r i a s  e  conc lu i  que  "não  há  nenhuma  f i l oso f i a  

pe cu l i a r  e nvo lv ida  na  con t ra d i ção ,  que  s a l t a  d i re tamen te  do  
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sen t i do  comum  e  p ode  soment e  s e r  r e so lv ida  abandonando  

a l gumas  ve rdade s  do  sen so  c omum" 24.   

Rus se l l  p as sou ,  en tão ,  a  t omar  conhec imen t o  de  o u t ros  

pa ra doxos ,  c omo  po r  exemp lo ,  do  pa radoxo  de  Bura l i - For t i  e  o  d e  

Can to r .  Em de zembro  1905 ,  Rus se l l  t in ha  abandonado  a  t e o r i a  dos  

t i po s .  Pa r a  supe ra r  a s  d i f i c u lda de s  l e van t a da s  pe lo s  novos  

pa ra doxos  ap re se n tou  e n t ão  t r ê s  nova s  t e o r i a s :   a  t e o r i a  do  z i gzag ,   

a  t e o r i a  d a  l im i t aç ão  do  t amanho  e  a  t e o r i a  da s  ne nhuma -c la s se s .   

En t r e t a n t o ,  l ogo ,  Ru sse l l  r e conheceu  que  a s  t e o r i a s  s e  mos t ra vam 

inadequada s  à  ma temá t i ca  c lá s s i ca .  En tã o ,  vo l t ou  a t rá s  pa ra  a  

t e o r i a  dos  t i po s  e  p ros se gu iu  dese nvo l vendo -a   de t a l ha damen te .  O 

r e su l t a do  de s se  e s tu do  f o i  pub l i cado  em  j u lho  de  1908 .   

Rus se l l  vê  o  un ive rso  d iv ido  em  n í ve i s ,  ou  t i po s .   

De t e rminada s  co i sa s  soment e  s a t i s f a zem  uma  c ond i ç ão  da da  s e  

f o r em  do  mesmo  t i po .  Os  membro s  de  uma  c la s se ,  e n t ão ,  de vem 

se r  t odos  do  mesmo  t i po .  Ru sse l l  é  c onduz ido  a s s im pa ra  um 

d i s t i nç ã o  en t r e  t odo  e  a lgum :  o  t odo  r e p re sen t a  uma  c e r t a  

(aparen t e )  va r i áve l  de  quan t i f i ca ç ão  un i ve r sa l ,  e sc a l a s  s ob re  um 

t i po ,  e  o  a l gum  é  e xp re s so  pe la  va r i áve l  (re a l )  l i v r e ,  que  s e  r e f e r e  

a  qua lque r  co i sa  não  e spec í f i c a  não  l e vando  em  cons ide ra ção  o  

t i po .  Russe l l  vê  como  o  c e r ne  do s  pa r adoxos  o  que  e le  c hama  o  

p r i nc í p i o  do  c í rcu lo -v ic i oso :  "Nenhuma  t o ta l i d ade  pode  con t e r  os  

membros  de f i n i do s  como  t e rmos  de  s i  mesmo" 25.   

A  i dé ia  de le s  e r a  ba s ic ament e  a  s egu in t e :  um  con j un to  de  

t i po  i n f e r i o r  ( vamos  chamá - lo  de  t i po  1 )  pode r ia  somen t e  con te r  

ob j e to s  como  membros  e  n ão  pode r i a  c on te r  con jun to s .  J á  um 

con j un t o  do  t i po  2  ( s upe r io r  a o  do  t i po  1 )  pode r ia  con te r  ob j e t os  

ou  con jun t os  do  t i po  1  ( i n f e r io r  ao  t i po  2 ) .  C l a ramen te ,  nenhum 

                                                           
24 RUSSELL, Bertrand. The Principles of Mathematics: Volume I. Cambridge: Cambridge 
University Press, 1903. 
 
25 HEIJENOORT, Van. From Frege to Gödel: A Source Book in Mathematical Logic, 1879 – 
1931. New York: San Jose New York Lincoln Shanghai, 2000. 
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con j un t o  pode r i a  con t e r  a  s i  me smo  po i s  s e  i s s o  oc or r e s s e ,  e l e  

de ve r i a  p e r t ence r  a  um  t i po  s upe r i o r  ao  s eu  p rópr i o  t i po .  

O  t ip o  ma i s  b a ixo  compreende  in d i v i dua i s ;  s eu  s egu i n t e  

comp reende  o  que  e l e  c hama  de  p ropos içõe s  de  p r ime i ra  o rdem;   e  

a s s im  po r  d ian t e .   E s ta s  p ropos i ç õe s ,  a o  c on t rá r i o  do s  ind i v idua i s ,  

s ão  no ta ç õe s ,  e  podem  con te r  va r i áve i s .  A inda  a s s im ,  como  o s  

i nd i v i dua i s ,  po s suem  t i po s  e  f i gu ram  como  va lo re s  de  va r i á ve i s  

quan t i f i cada s .  

A  t eo r i a  do s  con jun t os  é  um  componen t e  i nd i s pensá ve l  d a  

ma t emá t ic a .  É  o  ramo  da  ma temá t i ca  cu j a  t a re f a  é  i nves t i ga r  a s  

noçõe s  f undament a i s  d e  núme ro ,  o rdem ,  e  f unção ,  de senvo lvendo  

a s  f undaçõe s  l ógi c as ,  de  t oda  a r i tmé t i c a  e  aná l i s e .  Con tudo ,  s ua  

ex i s t ê nc ia  pa re c ia  e s t a r  ameaçada  po i s  nã o  ha v i a  nenhuma  so lução  

i n te i ramen t e  s a t i s f a t ó r i a ,  nem  mesmo  a  t e o r i a  do s  t i po s ,  p a r a  

de te rm inada s  c on t rad i çõe s ,  ou  an t i nomia s  que  pod i am se r  

de r i vada s  de  s eus  p r i nc íp io s 26.  

S omen te  de po i s  com  o  e s t udo  de  E rne s t  Ze rme lo  que  se  

ob t e ve  um  r e su l t a do  sa t i s f a t ó r i o .  O  t r aba lho  de  Ze rme l o  pub l i c ado  

em  1908  I nv e s t i ga t i on s  i n  th e  f ounda t io ns  o f  s e t  t he ory  I  

ap re sen ta  a  p r ime i r a  ax ioma t i za ção  da  t eo r i a  do s  con jun t os .  A  

i dé i a  bá s ic a  de  Ze rme l o  a s seme lha - se  a  t e o r i a  de  Rus se l l ,  ambos  

r e cu sam a  cons ide ra r  c on j un to s  como  co l eçõe s .  Con j un to s  não  sã o  

s impl e smen te  co l e çõe s ,  s ão  ob j e to s  que  s a t i s f a zem a  de t e rm inada s  

c i rcuns tânc i a s  ax iomá t i c as .    

 

 

                                                           
26 Embora não tendo ido diretamente ao ponto, Ramsey foi o primeiro a abandonar a ramificação 
e o axioma da redutilibidade.  Ramsey foi alertado pela observação de Peano  que os paradoxos se 
dividem em dois tipos:  aqueles de pura teoria dos conjuntos e aqueles que articulam conceitos 
semânticos tais como o falsity e o specifiability. Ramsey observou que a única utilidade da 
ramificação da teoria dos tipos de Russell seria a resolução de paradoxos semânticos e estes, 
segundo Ramsey, devem ser deixados de lado pois extrapolam conceitos da lógica e da 
matemática.  Essa idéia acabou sendo abandonada uma vez que seu uso ia completamente contra 
intuição. 
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Os  ax iomas  de  Ze rme lo 27 ( 1871–1953 )  s ã o  

s u rp re enden t ement e  pouco  em  núme ro s .   O  ma is  o r i g i na l  é  t a l ve z  

o  ax i oma  I I I ,  o  ax ioma  da  s e pa ração .  Ze rme lo  f o i  t a l ve z  o  

p r ime i ro  a  ve r  c l a ramen t e  que  a  ex i s t ênc ia  d e  c on jun to s  i n f i n i t os  

de ve r i a  s e r  a s se gu rada  po r  um  ax i oma  e spec i a l  ( ax i oma  VI I ,  do  

i n f i n i to ) .  

Ze rme lo  ape na s  i nd i c a  s eus  ax iomas ,  e  de c l a ra  s e r  i nc apa z  

de  p rova r  sua  c on s i s t ênc i a .  Mos t ra  que  a s  d e r i vaçõe s  usua i s  de  um 

núme ro  de  pa ra doxos  conhec idos ,  c omo  o s  pa ra doxos  de  Bu ra l l i -

Fo r t i  e  de  Russe l l ,  nã o  podem se r  ob t i da s  de le s  po i s  o  c on j un to  de  

t odos  os  o rd i na i s  e  o  con j un to  de  t odos  o s  con j un to s  não  ex i s t em 

no  s i s t ema .  P rova  en tã o  t eo rema s  s ob re  c on jun to s .  O  

de senvo l v imen t o  va i  a t é  o  t eo rema  de  Can t o r ,  o  t e o rema  de  Kön ig ,  

e  um  t eo rema ,  que  conec ta  dua s  noções  d o  i n f i n i t ude .   

Em  1898 ,  Wh i t ehead  pub l i c ou  o  p r ime i ro  vo lume  do  A 

t rea t i s e  o f  un iv e r sa l  á l geb ra .  Em  1903 ,  Russe l l  pub l i cou  o  

p r ime i ro  vo l ume  do  The  p r inc ip l e s  o f  ma t hemat i c s .  Wh i t ehead  f o i  

en tão  pe r suad i do  a  abandona r  o s  p l anos  pa ra  a  p ub l i c aç ão  do  

segundo  vo l ume  de  s e u  l i v ro  e  co la bo ra r  com  o  Ru sse l l  no  

s egundo  vo lume  dos  The  p r i nc ip l e s .  Es t e  vo lume  nunca  s e  

ma t e r i a l i zou .  Po rém ,  o  r e su l t ado  da  co l abora çã o  fo i  um  t raba l ho  

i ndependen te  d os  The  P r inc ip le s .  O  r e su l t ado  de s se  t r aba l ho  fo i  o  

Pr i nc ip ia  Ma thema t i ca  e  a  conc re t i zaç ão  do  que  Frege  e  Peano ,  

em  sua s  d i f e r en te s  mane i ra s ,  t i nham p ro j e tado .  São  t r ê s  vo l umes  

de  um  e s t udo  de t a lhado  da  l óg ic a  e  da  t e o r i a  dos  con j un to s ,  e  uma  

cons t rução  da  ma t emá t ic a  c l á s s i c a .  

 

2 .2 .7.2  O Princ ipia Mathematica  

 

O  Pr inc ip ia  a borda  o  t ra t amen to  ma t emá t i co  pe l os  

p r i nc í p i os  ma temá t i co s .  É  cons t ru ído  um s i s t ema  de du t i vo  e  p a r a  

que  i s s o  s e j a  po s s í ve l  é  ne ces sá r i o  a na l i s a r  a  ex i s t ê nc i a  

                                                           
27 Os axiomas de Zermelo serão listados mais adiante na seção 2.2.8. 



 62 

matemá t ic a  e  qua i s  p remi s sa s  s ão  empre gada s ,  onde  são  

cons i s t e n t e s  e  s e  é  p os s í ve l  r e duz i - l a s  a  p remi s sa s  ma i s  

f undamen ta i s .  

G ra nde  pa r t e  do  t r aba lho  f o i  gas t o  na  t en ta t i v a  de  e n t ende r  e  

e l imi na r  con t r ad içõe s  e  p a r adoxo s  que  pe rmea ram  a  l óg ic a .  A  

no t a ção  u t i l i za da  s egu iu  o  máx imo  poss í ve l  à  u t i l i za da  po r  Peano  

e  quando  nece s sá r i o ,  a  de  F re ge .  As  mudança s  no  s imbo l i smo  de  

Rus se l l  e  Wh i t ehead  se  dão  pe l a  in venção  de  s ímbo lo s  a i nda  não  

ex i s t e n t e s  e  não  pe lo  de scon t en tamen to  com o  s imbol i smo  an t e r i o r  

de senvo l v ido  p r i nc i pa lmen t e  po r  F re ge  e  Peano .  Toda  que s tão  de  

aná l i s e  l óg i c a  s e  d eve  a  F r ege .  Quando  há  d i f e r ença  en t r e  o  

t r aba lho  de  F rege  e  o  Pr inc ip ia ,  e s t a  é  f e i t a  em  deco r rênc ia  do  

s u rg imen t o  de  con t rad i çõe s  que  mos t ra vam  que  F re ge  pe rmi t i u  

a l guns  e r ro s  ao  e l abo ra r  s ua s  p r em i s sas .  

O  Pr i nc ip ia  Mat hemat ica  c omeça  com  i dé i a s  p r im i t i v a s  e  

p ropos i çõe s  p r im i t i v as  co r re spondendo  a  t e rmos  in de f i n idos  e  

pos tu l ados  do  de senvo l v imen to  abs t ra t o  f o rma l .  Es sa s  i dé i a s  

p r im i t i va s  e  p ropos i ções  não  e s tã o  s u j e i t a s  a  i n t e rp r e ta çõe s ,  

po rém  são  re s t r i t a s  a  conce i t o s  i n t u i t i vos  da  l ó g i ca .  E l e s  de vem 

se r  v i s to s ,  ou  pe lo  menos  de vem  se r  ac e i t os ,  c omo  p l au s í ve i s  

de sc r i çõe s  e  h i pó t e se s  d o  mundo  r ea l .  Em  suma ,  p re va le c e  como 

um   p on t o  de  v i s t a  ma i s  conc re to  q ue  ab s t ra t o  e  c on seqüen t emen t e  

ne nhuma  te n t a t i va  é  f e i t a  pa ra  p rova r  a  cons i s t ênc ia  d e  

p ropos i çõe s  p r im i t i va s .  No  Pr inc ip i a  Ma themat ic a ,  a  l e i  do  

t e rc e i ro  exc l u í do  e  a  l e i  da  não  c on t rad i ç ão  são  a grupada s  em  uma  

só  l e i .  

O  ob j e t i vo  do  Pr i nc ip ia  Ma thema t i ca  é  de senvo lve r  

conce i t os  ma temá t i co s  e  t eo remas  a  p a r t i r  de s sas  i dé i a s  e  

p ropos i çõe s  p r imi t i vas  pa ra  pode r  ba r ra r  a  oco r rênc ia  d e  

de f i n i ções  impred ic a t i v as ,  ou  s e j a ,  que  o  que  e s t á  s endo  de f i n i do  

pa r t i c i pe  da  s ua  p róp r i a  de f i n i ç ão .   
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Nos  t rê s  vo lumes  sã o  f e i t a s  de f i n i ções  e  é  u t i l i zada  uma  

s imbo log i a  comp lexa .  Os  t r ê s  vo l umes  são  d i v i d i do s  em  c i nco  

pa r t e s .  

Na  Pa r te  I ,  do  vo l ume  I ,  o  a s sun to  é  l óg ic a  ma temá t i ca .  Sã o  

e s t abe le c idas  a l guma s  p rop r i edades  d e  p r opos içõe s ,  f unções  

p ropos i c io na i s ,  c l a s s e s  e  r e l a ções .  O  a s sun to  da  p r ime i r a  pa r t e  

pode  s e r  v i s to  sob  do i s  a spec tos :  como  c onexão  d edu t i va  

de pendendo  de  p ropos içõe s  p r imi t i va s  o u  como  c á l cu l o  fo rma l .  A  

pa r t i r  de  c e r t os  ax iomas  podemos  dedu zi r  p ropos i ções .  De ssas  

p ropos i çõe s  p r im i t i va s  t emos  qua t r o  me i os  de  o b t e r  nova s  

p ropos i çõe s ,  po r :  ne gação ,  d i s j unção ,  a s se r ç ão   e  impl i ca ç ão .   

Na  Pa r t e  I I ,  Russe l l  e  Wh i tehea d  t r aba lham  com c la s se s .  Sã o  

de f i n i da s  noções  de  s imi l a r i d ade  sobr e  a  qua l  a  a r i tmé t i c a  dos  

ca rd ina i s  é  ba se ada .  T ra t a  t ambém  a  noção  de  s e l eç ão 28 s ob  a  qua l  

a  mu l t i p l i ca ç ão  dos  o rd ina i s  e  dos  c a r d ina i s  é  b aseada .  E  po r  f im ,  

na  Pa r te  I I  é  abo rdada  i ndução  ma t emá t i c a .  

Na  Pa r te  I I I ,  de f i nem e  ge ne ra l i zam  p r op r ie dade s  l óg i ca s  de  

núme ro s  ca rd ina i s ,  em  s egu ida ,  no t a - se  que  a s  ope raçõe s  de  

ad iç ão ,  mu l t i p l i c aç ão  e  e xponenc i aç ão  podem  se r  ap l i c ada s  a  

ca rd ina i s  f i n i t o s  ou  i n f i n i t os .  

A  Pa r te  IV  é  o  de senvo l v imen to  de  um  t i po  ge ra l  d e  

a r i tmé t i ca  na  qua l  a  a r i tmé t i c a  o rd ina l  é  uma  ap l i c aç ão  pa r t i c u la r .  

J á  a  Pa r t e  V  é  t oda  de d i c ada  à s  s é r i e s .  

E  po r  f im ,  a  Pa r te  V I  é  ded i cada  ao s  núme ro s .  

 

2 .2 .8 Os  Axiomas  de Zermelo  

 

 O s  ax ioma s  e  a s  de f i n i ç õe s  de  Ze rme lo  s ão  re t i ra do s  do  

t ra ba lho  Inv e s t i ga t i on s  i n  t he  fo unda t i on s  o f  s e t  t he ory  I  ( 1908 ) .   

E i s  o s  ax iomas :  

 

                                                           
28 Uma seleção de um conjunto de classes é a classe que consiste de um membro de cada classes do 
conjunto. 
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Axioma  I  (Ax ioma  da  Ex ten s i ona l i dade ) .  Se  t odo  e l emen to  

do  con j un to  M  t ambém é  e lemen to  d o  con j un t o  N  e  v i c e  e  ve r sa ,  e  

s e ,  a l ém  d i s so ,  M €  N 29 e  N €  M ,  e n tão ,  s empre  M = N ;  ou ,  ma i s  

s uc in tamen te :  to do  con jun t o  é  d e t e rm inado  po r  s eu s  e l emen to s .  

O  con j un to  q ue  con t ém  soment e  o s  e l emen t os  a ,  b ,  c ,  . . . ,  r  

s empre  pode rá  s e r  de no t ado  po r  {a ,  b ,  c ,  . . . ,  r }   

 

Ax ioma  I I  (Ax ioma  de  Con j un to s  E lemen ta re s ) .  Ex i s t e  um 

con j un t o  ( f i c t í c i o ) ,  o  con j un to  nu l o ,  0 ,  que  não  con t ém  e l emen to s .  

Se  a  é  um  ob j e t o  do  dom ín io ,  e x i s t e  um  con j un to  {a }  c on te ndo  a  e  

s omen te  a  como  e lemen to ;  s e  a  e  b  s ão  do i s  ob j e t os  d o  domín io ,  

ex i s t e  um  c on jun to  {a ,  b }  c on t endo  como  e l emen to s  a  e  b  e  

ne nhum  ob j e t o  x  d i f e re n t e  d e l e s .  

 

Ax ioma  I I I  (Axioma  da  Sepa ra ç ão ) .  Sempre  que  a  f unçã o  

p ropos i c io na l  ℘ (x )  f o r  d e f in ida  po r  to dos  o s  e l emen to s  do  

con j un t o  M ,  M  po s su i  um  subcon j un to  M℘  c on tendo  c omo 

e l emen t os  p re c i s ament e  e s se s  e l emen to s  x  d e  M  p a r a  o  q ua l  ℘ (x )  

é  v e rdade i r a .   

 

Ax ioma  IV  (Ax ioma  do  Pode r  do  Con j un to ) .  Pa ra  t odo  

con j un t o  T  ex i s t e  um  ou t r o  con j un to  co r re sponden te  ЦT ,  o  p ode r  

do  con j un to  T ,  que  con t ém  como  e lemen to s  p r ec i s amen t e  t odos  

s ubcon jun to s  de  T .  

 

Ax ioma  V (Axi oma  da  Un ião ) .  Pa r a  t odo  con j un to  T  e x i s t e  

um  con j un t o  c o r re sponden t e  бT ,  a  un ião  de  T ,  que  c on t ém  como 

e l emen t os  p re c i s amen t e  t odos  e lemen to s  do s  e l emen t os  de  T .  

 

Ax ioma  VI  (Ax ioma  da  E sco l ha ) .  Se  T  é  um  con j un to  cu j o  

t odos  os  e l emen to s  s ão  con j un to s  d i f e r en te s  de  0  e  mu tuament e  

                                                           
29 O símbolo € é utilizado por Zermelo para designar subconjunto, ou seja,  M €  N  significa que 
M é subconjunto de N. 
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d i s j u n to s ,  sua  u n i ão  бT  i n c l u i  pe lo  menos  um  subcon jun t o  S 1  

co n t endo  um e  somen te  um  e l emen to  comum com  cada  e l emen to  de  

T .  

 

Ax ioma  VI I  (Ax ioma  do  In f i n i to ) .  Ex i s t e  no  domín io  pe lo  

meno s  um  con j un to  Z  que  con t ém  o  con j un to  nu lo  como e l emen t o  

e  pa ra  c ada  e lemen to  a  t ambém  c on tém  se u  co r re sponden t e  {a}  

como  e l emen to .  

 

2.3 A Escola Formal is ta  

 

O  de senvo l vimen to  do  mé t odo  a x i omá t i co  t em  i n í c i o  com 

P i t á gora s  e  ga nha  fo rç a  c om  Euc l i de s .  Pa ra  Euc l i de s ,  o s  ax ioma s  e  

pos tu l ados  s ão  p r i nc íp io s  un ive r sa i s  c l a ro s  que  p odem  se r  ac e i t os  

po r  t odos  como  ve rda de i ro  e  de vem se r  u t i l i zado s  na  ba se  de  

p roce s sos  dedu t i vos  que  c ons t i tu em  t a l  mé t odo .   

Na  t e se  f o rma l i s t a ,  t emos  um  de senvo l v imen t o  ax iomá t ico  

da  ma temá t i c a  ao  ex t r emo .  Es ta  t e se  cons ide r a  que  a  ma temá t i ca  é  

f e i t a  d e  um  s i s t ema  s imbó l i co  fo rma l .  Os  fo rma l i s t a s  su s te n t am 

que  os  s ímbo lo s  a r i tmé t i c os  s ão  me ra s  ma rca s  no  pape l ,  

de s t i t u í da s  de  s i gn i f i c a do ,  e  que  a  a r i tmé t i ca  c on s i s t e  em 

de te rm inada s  r eg ra s  a rb i t rá r i a s  pe la s  q ua i s  t a i s  ma rc as  podem  se r  

man ipu l adas .  De  f a t o ,  a  ma temá t i ca  é  v i s t a  c omo  uma  co l e ção  do  

de senvo l v imen t o  ab s t r a t o ,  na  q ua l  os  t e rmos  são  me ros  s ímbolo s  e  

a s  a f i rmaçõe s  s ão  fó rmu la s  e nvo lvendo  e s se s  s ímbo lo s .  A  ú l t ima 

ba se  da  ma t emá t ic a  não  e s t á  na  l ó gi c a ,  mas  soment e  na  co le ç ão  de  

s ímbo lo s  e  n o  con j un to  de  ope ra ções  com e s ses  s ímbol os .  No  

p rograma  fo rma l i s t a ,  H i l be r t  c on s t ró i  uma  a r i tmé t i c a  que  não  é  

pu ramen t e  ló g i ca .  A l ém  d i s so ,  Chu rch  mo s t r a  que  i n t e i ro s  podem 

se r  d e f i n id os  com um maqu iná r i o  ló g i co  meno r  do  que  s e  p en sava  

nece s sá r i o .   

P a ra  Hi l be r t ,  a s  p ropos i çõe s  ma t emá t ic a s  podem s e r  

d i v id i da s  em  duas  c l a s se s :  a s  p r opos i ções  re a i s ,  que  t r a t am  do  
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f i n t o  e  po r t an to  podem  se r  ve r i f i c ada s  com segu ra nça .  E  a s  

p ropos i çõe s  i de a i s ,  que  s e  re f e rem  ao  i n f i n i to .  Pa ra  Hi l be r t ,  o s  

ob j e to s  i de a i s  s ó  podem  se r  a ce i t o s  n a  med ida  em  que  são  ge rados  

po r  re g ra s  que  i n t ro duz imo s  pa ra  s eu  mane j o .  De s se  p on to  de  

v i s t a ,  a  ma t emá t ic a  é  d es t i t u ída  de  uma  s i gn i f i c aç ão  conc re t a  e  

con t ém  somen t e  e l emen to s  s imbó l ico s  i de a i s .   

A ss im ,  o  e s t abe le c imen t o  da  c ons i s t ênc i a  dos  vá r i o s  r amos  

da  ma t emá t i c a  s e  t o rna  uma  pa r t e  impo r t an te  e  n ece s sá r i a  no  

p rograma  f o rma l i s t a  pa ra  ga ran t i r  que  a  re l aç ã o  en t re  o b j e t os  

r e a i s  e  i de a i s  é  l e g í t ima .  Sem  o  a companhament o  de  uma  p rova  de  

cons i s t ê nc i a ,  t odo  e s t udo  é  e s senc ia lmen t e  in cons i s t e n t e .   

A  e sco l a  f o rma l i s t a  f o i  f u ndada  p o r  Dav id  H i l be r t  após  e l e  

comp le t a r  s eu  e s t udo  po s t u l a c i ona l  s ob re  geomet r i a .  No  seu  

Grund lagen  de r  Geome tr i e  ( 1899 )  e l e  t r an s fo rmou  o  ma te r i a l  

ax iomá t ico  de  Euc l i de s  na  a x i oma t i za ç ão  f o rma l  da  geome t r i a  d e  

ho j e .  O  pon t o  de  v i s t a  f o rma l i s t a  f o i  de se nvo lv ido  após  Hi l be r t  s e  

de pa ra r  c om  a  c r i s e  c au sada  c om  o s  pa radoxos  da  t eo r i a  dos  

con j un t os ,  o  que  s e  t o rnou  em  um  grande  de sa f i o  p a ra  o s  

ma t emá t i c os  c l á s s i co s  dev ido  a s  g randes  c r í t i c a s  f e i t a s  p e l os  

i n t u i t i v i s t a s .  

Ape sa r  d e  H i l be r t  t e r  f a l ado  em  te rmos  f o rma l i s t a s  no  i n í c i o  

de  1904 ,  s omen t e  de po i s  d e  1920  e le  e  s eu s  co l abo rado re s :  

Be rna ys  (1888–1977 ) ,  Acke rmann  (1896–1962) ,  von  Neumann  

(1903–1957 )  en t re  ou t ro s  i n i c ia ram  pa ra  va l e r  o  t r aba lho  que  

ago ra  é  c onhec ido  como  o  p rograma  f o rma l i s t a .   

O  de senvo l v imen to  da  i dé ia  p a r a  t e s t a r  a  c on s i s t ênc i a  d a  

ma t emá t ic a ,  f o i  c hamado  po r  Hi l be r t  d e  t eo r i a  d a  p rova .  H i l be r t  

e s pe r ava  que  ao  t ran s fo rma r  s en te nça s  ma t emá t i c as  em  s ímbol os  

ab s t r a t os  man ipu l ados  s e gundo  a s  l e i s  d a  l óg ic a ,  t odo  ra c ioc ín io  

capa z  de  conduz i r  a  um  pa radoxo  f i ca r i a  e v ide n t e ,  f i c ando  

pos s í ve l  de s ta  f o rma  demons t r a r  s ua  cons i s t ênc i a .  A  t eo r i a  d a  

p rova  pe rmi t i r i a  f a ze r  a f i rmações  a  r e spe i to  da s  conf i gu ra çõe s  
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s imbó l i c as  do  s i s t ema  a x iomá t i co  e  e s sa s  a f i rmaçõe s  deve r iam  se r  

comp le t amen t e  cons t ru t i vas .   

H i l be r t  e  Be rna ys  p l ane j a ram  da r  uma  expo s i ção  de t a l ha da ,  e  

ap l i c áve l  a  t oda  ma t emá t ic a  c l á s s i c a ,  da  t e o r i a  da  p rova  no  se u  

g r a nde  Grund lagen  de r  Ma themat ik ,  q ue  p ode  se r  cons i de ra do  o  

Pr i nc ip ia  Ma thema t ica  da  e sco l a  f o rma l i s t a .  O  vo lume  I  f o i  

pub l i c ado  em  1934  e  o  vo lume  I I  em  1939 .  Devi do  à s  d i f i cu ldades  

encon t ra da s  po r  H i l be r t  e  sua  equ ipe ,  nã o  f o i  po s s í ve l  c omple t a r  a  

t e o r i a  da  p rova .  

O  f a t o  é  que  o  p rograma  de  H i lbe r t ,  p e l o  menos  em  sua  

fo rma  o r i g i na l ,  e s t ava  de s t i nado  ao  f r a ca s so ,  e  e s sa  ve rdade  ve i o  

à  t ona  com Göde l  em  1931 ,  an t e s  mesmo  de  o  Grund lagen  t e r  s i do  

pub l i c ado .  Göde l  mos t r ou ,  po r  mé t odos  a c e i t áve i s  p e l os  

s egu idore s  das  t r ê s  p r i nc ipa i s  e sco la s  de  f i l o so f i a  ma t emá t i c a ,  que  

é  impos s í ve l  em um  s i s t ema  de du t i vo  f o rma l i za do  s u f i c i en t emen t e  

r i co ,  c omo  o  s i s t ema  de  Hi l be r t ,  p r ova r  a  cons i s t ênc i a  po r  

mé t odos  d o  p róp r i o  s i s t ema .  E s se  re su l t ado  memo ráve l  é  

conse qüênc i a  de  um  ou t ro  fu ndament a l  no  qua l  Göde l  p rovou  

t ambém  a  i nc omple tude  do  s i s t ema  de  Hi l be r t .  E l e  e s t abe le c eu  a  

ex i s t ê nc ia  de  um  s i s t ema  de  p rob lemas  i ndec id íve i s ,  do s  qua i s  um 

é  a  p róp r i a  c on s i s t ênc ia  da  a r i tmé t i ca .  O  que  r eve l ou  uma 

l im i t a çã o  não  e spe r ada  no s  mé t odos  da  ma temá t i ca  f o rma l .    

 

2 .3 .1 David Hilbert  (1862–1943)  

 

De  f a to ,  o  s é cu l o  X IX  f o i  t odo  de d i c ado  ao  dese nvo l v imen to  

comp le to  e  r i go ro so  da  ma t emá t ic a .  

A  de sc obe r t a  d as  ge ome t r i a s  n ão  Euc l i d ia na s  no  i n íc i o  do  

séc u lo  f e z  com que  o s  ma t emá t icos  p a r a s sem  pa ra  pe nsa r  me lho r  

nos  s e us  f undamento s .  

Cauchy  e  We ie r s t ra s s  re fo rmaram  o  cá l cu lo .  Como  vimo s ,  n a  

Ing la t e r ra ,  Boo l e  e  Augus tu s  de  Morgan  (1806–1871)  c omeça ram  a  

de senvo l ve r  a  ló g i ca  s imból ic a .  Em  1890 ,  P eano ,  n a  I t á l i a ,  
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de senvo l veu  a  a r i tmé t i c a  na  ba se  ax iomá t i c a  e  F re ge  na  A lemanha ,  

começou  de senvo l ve r  a  ma t emá t i c a  un ic amen te  a t ra vé s  da  l ó g i ca .  

Desde  que  o  pa radoxo  de  Ru sse l l  t o r nou -se  conhec ido  a  

que s t ão  sob re  c ons i s t ênc ia  f i cou  c ada  ve z  ma i s  em  ev idênc i a .  

Em  1899 ,  Davi d  H i l be r t  j á  hav i a  c onse gu ido  uma 

ax ioma t i za ção  sa t i s f a t ó r i a  da  ge ome t r i a .  Em segu ida ,  em  1900 ,  

ap re sen tou  um con j un to  de  ax iomas  pa ra  o  con j un to  dos  núme ro s  

r e a i s  e  in d i cou  que  a  que s tão  s ob re  cons i s t ênc i a  de s t e s  vem  an t e s  

da  ques tã o  da  c ons i s t ênc i a  da  geomet r i a .  Ne s te  me smo  ano ,  no  

Congre s so  In t e rnac i ona l  de  Pa r i s  ap re sen tou  uma  l i s t a  d e  

p rob l emas  sob re  a  cons i s t ênc i a  o  con jun t o  do s  núme ros  r e a i s  que  

de sa f io u  o  mundo  ma t emá t i co .  Se gue  aba ixo  a  l i s t a  c omple t a .  

 

P rob lema  1 :  P rob l ema  de  Can to r  re l a t i vo  a  h ipó t e se  do  

con t í nuo  (HC) .   

 

P rob lema  2 :  Demons t ra r  a  cons i s t ênc ia  do s  ax i omas  da  

a r i tmé t i ca .   

 

P rob lema  3 :   Pode - se  p rova r  que  d o i s  t e t ra ed ros ,  d e  mesma  

ba se  e  mesma  a l t u ra ,  t êm  o  mesmo  vo lume?   

 

P rob lema  4 :  Cons t ru i r  t odos  o s  e spaços  mé t r i c os  em  que  a s  

l i nhas  s ão  ge odés i c as .   

 

P rob lema  5 :  Todo  g r upo  con t ín uo  é  au t oma t i c ament e  um 

grupo  d i f e r enc i a l?   

 

P rob lema  6 :  Ax ioma t i za r  a  f í s i ca .   

 

P rob lema  7 :  I r r ac i ona l i d ade  e  t r an scenden ta l i d ade  de  ce r t o s  

núme ro s .   
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P rob lema  8 :  A  h ipó te se  de  R i emann  e  a  con j ec tu r a  de  

Go ldbach .   

 

P rob lema  9 :  Acha r  a  l e i  d e  re c ip roc idade  ma i s  g e r a l  em  to do  

campo  de  número  a l géb r i co .  

  

P rob lema  10 :  Encon t r a r  um  a l go r i tmo  que  de t e rm ine  se  uma  

equação  d io f an t in a  t em  so l ução .   

 

P rob lema  11 :  C l a s s i f i c a r  a s  f o rma s  quad rá t i ca s  a  c oe f i c i en t e  

nos  ané i s  a l géb r i cos  i n t e i ro s .   

 

P rob lema  12 :  Es t ende r  o  t e o r ema  de  K roneke r  p a r a  o s  co rpos  

nã o  a be l i a nos  a  um  domín io  de  ra c iona l i dade  a l gé b r ic a .   

 

P rob lema  13 :  Demon s t r a r  a  imposs ib i l i dade  de  re so l ve r  

equaçõe s  de  s é t imo  g r au  a t r avés  de  funçõe s  de  somen t e  duas  

va r i áve i s .   

 

P rob lema  14 :  Demons t r a r  que  c e r to s  s i s t emas  c omp le to s  d e  

funçõe s  s ã o  f i n i t os .   

 

P rob lema  15 :  De senvo l ve r  ba ses  só l i da s  p a r a  a  g eomet r i a  

enume ra t i va  de  Schube r t .   

 

P rob lema  16 :  De se nvo lve r  uma  t opo log i a  de  cu rvas  e  

s upe r f í c i e s  a l géb r i c as .   

 

P rob lema  17 :  Rep re se n t aç ão  de  fo rmas  de f i n i da s  por  somas  

de  quad rados  de  funções  r ac iona i s .   
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P rob lema  18 :  Cons t ru i r  um  e spaço  com  po l i ed ro s  

congruen t e s .   

 

P rob lema  19 :  A  re so l ução  do s  p rob lemas  de  c á l c u lo  de  

va r i aç õe s  s ão  s empre  nece s sa r i amen t e  ana l í t i c a s?   

 

P rob lema  20 :  P rob l ema  de  Di r i che l e t  no  c a so  ge ra l .  

 

P rob lema  21 :  P rova  da  e x i s t ênc i a  d e  equaçõe s  d i f e r enc i a i s  

l i ne a re s  t e ndo  um  de te rm inado  g rupo  monod rômic o .   

 

P rob lema  22 :  Un i fo rmiza r  a s  cu rva s  a na l í t i c a s  a t r avés  d e  

funçõe s  au tomor f a s .   

 

P rob lema  23 :  De senvo lve r  um  mé todo  ge ra l  de  r e so lução  no  

cá l cu lo  de  va r i a çõe s .  

 

   No  3 º  Cong re s so  In t e rnac iona l  de  Ma temá t ic a  oco r r i do  em 

He ide lbe rg  de  8  a  13  de  a gos t o  de  1904 ,  Dav i d  Hi l be r t  a p re sen t ou  

o  t raba l ho  i n t i t u lado  On t he  f ounda t i on s  o f  l og i c  and  ar i t hme t i c .  

Ne l e ,  H i l be r t  a p r e se n t a  uma  p r ime i r a  t en ta t i va  de  p rova r  a  

cons i s t ê nc i a  da  a r i tmé t i c a .  De  f a t o ,  s eu  p lano  e ra  mos t r a r  que  

t oda s  a s  f ó rmu la s  de  uma  c e r t a  c l a s se  po s suem  uma  ce r t a  

p rop r i e dade ,  e  a s s im  a s  f ó rmu la s  i n i c ia i s  a  po s suem e  a s  

t r an smi t em  pa ra  a s  d e r i vada s .  

A lém  da  bu sca  po r  uma  p rova  de  cons i s t ênc i a  o  t r a ba lho  f a z  

uma  c r í t i c a  ao s  vá r i os  pon t os  de  v i s t a  s u s t en tado s  em  re l aç ão  a os  

f undamen to s  da  a r i tmé t i c a  e  i n t roduz  t e rmos  q ue  Hi lbe r t  va i  

de senvo l ve r ,  mod i f i ca r  ou  t o rná - l o s  ma i s  p re c i so s  nos  s e us  

f u tu ro s  t r aba l ho s ,  t a i s  c omo :  a  redução  da  ma t emá t ic a  a  uma  

co le ç ão  de  f ó rmu las ,  a  e x i s t ê nc i a  ex t r a l óg ic a  de  ob j e to s  b á s i co s ,  

s ua s  combi naçõe s  e  a  cons t ruçã o  de  uma  ló g i ca  pa ra l e l a  com o  

e s t udo  de s sa s  comb inaçõe s .  
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O t raba l ho  de  1904 ,  a l ém  de  t e r  s i do  um  ma rc o  na  concepção  

h i l b e r t i a na ,  i n f lu enc i ou  Ju l i u s  Kön ig  (1849–1913)  que  p or  s ua  ve z  

i n sp i rou  von  Neumann  em  sua  b usca  po r  uma  p rova  da  

cons i s t ê nc i a  d a  a r i tmé t i c a .  

J á  em  1925 ,  H i l be r t  pub l i cou  um  t raba lho  e n t i t u la do  On the  

i n f i n i t e .  Onde  e l e  começa  re co rdando  como  We ie rs t ra s s  e l im inou  

r e f e rê nc ia s  ao  i n f i n i t o  na  a ná l i s e ,  t ambém menc i ona  Cauchy  e  

D ´A lambe r t  (1 717–1783 )    e  r evê  a  sua  i n f l uê nc i a  na  f í s i c a ,  n a  

t e o r i a  do s  con jun to s  e  n a  l óg ic a .  A  se gunda  pa r t e  d o  t r aba lho  é  

uma  t e n t a t i va  de  p rova r  a  h i pó te se  do  con t í nuo .   

Na  década  de  1920 ,  H i lbe r t ,  e n t ão ,  a t a cou  o  p rob lema  

núme ro  2  da  s ua  l i s t a  de  23  p r ob l ema s  a p resen t ados  em  1900 .  

Imbuí do  pe lo  de sa f i o  de  p rova r  a  c ons i s t ênc i a  da  ma t emá t i c a ,  e l e  

de senvo l veu  um  p rograma  que  re cons t ru í a  a  ma t emá t i c a  po r  um 

caminho  que  pode r ia  l e va r  a  re su l t ados  ac e i t á ve i s .  

H i l be r t  ac re d i t ava  que  s e  a s  re g r a s  f o s sem  es t abe le c idas  

cu idadosamen te ,  pode r ia  t a n to  ex t i ngu i r  pa radoxos  como  também 

de senvo l ve r  t udo  com  um  pe r f e i t o  f unc ionamen to  na  ma t emá t ic a .  

Não  se r i a  e s senc i a l  que  a s  r eg ra s  f os sem  in tu i t i vament e  óbv i a s ,  a  

ún i c a  c o i sa  que  impo r t a va  e r a  s e  e l a s  re a lmen te  f unc ionavam.  

A lém  do  ma i s ,  e l e  a c r ed i t a va  q ue  i nves t i ga ndo  o  s i s t ema  po r  f o ra ,  

a t ra vé s  da  me t ama t emá t i c a ,  e l e  poder ia  e ve n tua lmen te  p r ova r  a  

cons i s t ê nc i a  da  ma t emá t ic a  e  t ambém demons t ra r  que  e s se  s i s t ema  

ma t emá t ic o  s e r i a  comp le to .  

O  p rograma  de  H i lbe r t  f i cou  conhec ido  como  f o rma l i s t a  e  a  

ob t e nção  de  a l guns  suce s so s  o  enco ra j a ram  a  c on t i nua r .  A lgumas  

pa r t e s  da  ma t emá t i c a  e ram  ambas  c ons i s t en te s  e  comple t a s .  

Po rém ,  a l gumas  não .  Não  podemos  mos t ra r  na  a r i tmé t i ca ,  p o r  

exemp lo ,  q ue  e l a  é  comp le t a  e  cons i s t e n t e  ao  i nc lu i rmo s  a  

mu l t i p l i c a ção .  

A  nã o -ex i s t ênc ia  de  con t r ad iç ã o  é  g a r an t i da  s oment e  pe l a  

cons i s t ê nc i a  d as  p ropos i çõe s .  Fo i  d e s sa  f o rma  que  H i lbe r t  

concebeu  uma  nova  mane i ra  d e  ap rox ima r - se  do  p rob l ema  de  
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cons i s t ê nc i a .  E l e  e spe rou  p rova r  que  uma  fó rmula  con t rad i tó r i a  

nunca  deve r ia  o co r r e r  a t ra vé s  de  c on jun t os  a p ropr iados  de  re g r a s  

de  p roce d imen to .  E  s e  e l e  p rova s se  que  não  se r i a  po s s í ve l  a  

ex i s t ê nc ia  d e  f ó rmu la s  c on t ra d i t ó r i a s  e n t ão  e s ta r i a  e s t abe le c ida  a  

cons i s t ê nc i a  do  s i s t ema .  No  en t an to ,  i s s o  não  f o i  pos s í ve l .  
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Capítulo 3 Paradoxo 

 

 

 

O Prazer  do  Di f í c i l  (The  Fasc inat i on  o f  What ’s  Di f f i c u l t ) 30 

 

   Wi l l i am But l e r  Yea t s                    

Tradução :  Augus to  de  Campos  

 

 

O  prazer  do  d i f í c i l  t em se cado  

A  se iva  em minha s  ve ia s .  A  a l e gr ia  

Espontânea  se  fo i .  O  f ogo  e s f r i a  

No  coração .  Al go  mantém cerceado  

Meu po tro ,  c omo se  o  d iv ino  passo  

Já  não  l embrasse  o  O l impo ,  a  asa ,  o  e spaço ,  

Sob  o  ch ico te ,  t r êmulo ,  pros tr ado ,  

E  carregas se  pedras .  D iabos  l evem  

As  peças  de  te a tr o  que  se  e sc revem 

Com c inqüenta  montagens  e  c enár io s ,  

O  mundo  de  pa t i f e s  e  de  o tár io s ,  

E  a  guerra  co t i d iana  c om seu  gado ,  

A fazer  de  tea tro ,  a f ã  de  gen te ,   

Juro  que  an te s  que  a  aurora  se  apre sen te  

Eu  de scubro  a  c ance la  e  abro  o  cadeado .  

 

 

 

 

                                                           
30 The fascination of what’s difficult/Has dried the sap out of my veins, and rent /Spontaneous joy 
and natural content /Out of my heart./There’s something ails our colt /That must, as if it had not 
holy blood,/Nor on an Olympus leaped from cloud to cloud,/Shiver under the lash, strain, sweat 
and jolt /As though it dragged road metal. /My curse on plays /That have to be set up in fifty 
ways, /On the day’s war with every knave and dolt,/Theatre business, management of men. /I 
swear before the dawn comes round again /I’ll find the stable and pull out the bolt. 
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Não  pode r íamos  con t i nua r  s em  pa ra r  pa ra  ana l i s a r  a lguns  

pa ra doxos  que  o r ig i na r am  a s  f amosas  c r i s e s  nos  f undamen to s  da  

ma t emá t ic a  e  c au sa r am  g rande  in cômodo  pa ra  o s  ma temá t i co s  que  

busca vam uma  ma t emá t ic a  pe r f e i t a :  comp le t a  e  l i v r e  d e  

con t rad i ções .  Em  1931 ,  o  t e o rema  de  Göde l  vem  como r e spos t a  à  

t e n t a t i va  de  f a ze r  d a  ma t emá t ic a  uma  e spéc i e  de  conhec imen t o  

i n t ocá ve l .  Após  1931 ,  mui t o s  ma t emá t ico s  a i nda  con t i nuavam 

incomodado s ,  a go ra  nã o  ma is  com o s  pa radoxos ,  po rém  com  a  

t e n t a t i va  de  a s s im i la ç ão  da  p rova  que  aba l a r i a  t oda  uma  e s t ru tu r a  

e spe r ada  e  p rova r i a  que  a  ma temá t i ca  pode  não  se r  pe r f e i t a ,  ma s  é  

ex t r emamen te  be la  e  f a sc i na n t e .  

A  d i scu s são  sob re  pa r adoxos  não  é  re c en te .  Há  mu i t o  t empo  

são  c r i a do s  pa r adoxos  e  e s t e s  t r a zem a  t ona  g r ande s  deba te s .  

Ve j amos  aba i xo  a l guns  exempl os  de  pa r adoxos :    

Todos  c re ten se s  s ão  men t i r osos .  –  Ep inêmide s ,  um  c re tense   

A  a f i rmação  que  e s t ou  f azendo  é  f a l sa .  –  Eub l i de s  

Na  p r ime i r a  a f i rmação ,  no tamos  que  s ó  ex i s t e  con t ra d i ç ão ,  

s e  c ons ide ra rmos  a  f ra se  como  ve rdade i r a  j á  que  Ep inêmide s  s e  

de c l a ra  como  c r e ten se .  Po rém ,  s e  a  f r a se  f o r  f a l s a ,  t e r í amos  que  

nem t odos  os  c re ten se s  s ão  men t i roso s  e  nã o  ge ra r í amos  uma  

con t rad i ção .  J á  no  pa ra doxo  de  Eub l i de s  não  t emos  ou t r a s  

c i rcuns tânc i a s .  Se  a  a f i rma t i va  fo r  f a l s a ,  e n tão  e la  é  ve rda de i r a  e  

s e  f o r  ve rdade i ra  e l a  é  f a l s a .  

Como  ve remos ,  ao  l ongo  de  vá r i a s  época s ,  t odos  d i s cu t i r am 

uma  ou t ra  v e r são ,  uma  nova  roupagem pa ra  o  pa r adoxo  de  

Eub l i des .  A r i s t ó t e le s  f o i  um  de le s .  Sua  ve r s ão  na  qua l  o s  g re gos  

chamavam  de  O Men t i r oso  e ra  a  s egu in t e :  Essa  a f i rmação  é  fa l sa .  

Ma i s  t a rde ,  f i l ó so fo s  a  de senvo l ve ram  em fo rma  de  d i á logo :  

Sóc ra t e s :  Tudo  que  P l a t ão  d i z  é  f a l s o .    

P la tão :  Sóc ra t e s  s ó  fa la  a  ve rdade .  

Em 1913 ,  P .  E .  B  J our da in  c r i ou  uma  ve rsão  mode rna  do  

d i á l ogo ,  d es sa  ve z  s em  pe rsonagens .  De  um lado  de  uma  c a r t a  

e s t a va  e sc r i t o :  A  a f i rma t i va  no  ou t r o  l ado  da  ca r t a  é  v e rdade i ra ,  
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enquan t o  do  ou t ro  l a do  e s t ava  e sc r i t o :  A  a f i rma t i va  n o  ou t r o  l ado  

da  car ta  é  f a l sa .  

A l f r ed  Ta r sk i  de senvo lve u  uma  ve r são  q ue  n os  l embra  

i ndução  ma t emá t ica .  Você  t em  um  l i vr o  de  1 00  pág inas .  Na  pág ina  

1  e s t á  e sc r i t o ,  A a f i rmat iva  na  p ág ina  2  é  v e rdade i r a .  Na  pág ina  2  

e s t á  e sc r i t o ,  A a f i rmat iva  na  pág ina  3  é  ve rdade i r a .  

Gene ra l i za ndo ,  na  pá g i na  n  e s t á  e sc r i t o ,  A a f i rma t i va  na  pág ina  

n+1  é  ve rdade i r a .  Po rém ,  ao  chega rmos  à  p ág ina  100  nos  

de pa ramos  c om  a  s e gu in te  f ra se :  A  a f i rma t i va  na  pág ina  1  de s se  

l i v ro  é  f a l s a .  As  ve rs ões  de  J ou r da in  e  Ta rsk i  s ã o  ba s i c amen t e  a  

me sma ,  a  ún ic a  d i f e rença  é  q ue  Ta rsk i  no s  de i xa  em  su spense  po r  

ma i s  t empo .  

J o sé  Be rna de t e ,  c om  ou t ro  p ropós i t o  em  ment e ,  c r i ou  um 

l i v ro  de  i n f in i t a s  p ág ina s .  Onde  na  p r ime i r a  pá gina  e s t a r i a  

e sc r i t o :  A a f i rmat i va  da  ú l t ima  pág i na  é  v e rdade i ra .  E  em  todas  

a s  ou t ra s  pá g ina s  e s ta r i a  e sc r i t o :  A a f i rma t i va  da  pág ina  an t e r i or  

é  f a l sa .  Quando  você  l e s se  a  p ág ina  1 ,  n ão  ha ve r i a  uma  mane i r a  

de  você  checa r  s e  a  a f i rma t i va  s e r i a  v e r dade i r a  ou  f a l s a ,  j á  que  o  

l i v ro  é  i n f in i t o  e  que  não  há  ú l t ima  pá g ina .  Po rém ,  quando  você  l ê  

a  p ág ina  2 ,  d e scob re  que  a  a f i rmação  na  pá g ina  1  é  f a l s a .  E  

quando  l ê  a  pá g ina  3 ,  você  de scob re  que  a  a f i rmação  na  pá g ina  2  é  

f a l s a  o  que  imp l i ca r i a  na  ve ra c i dade  da  a f i rmação  na  pá g i na  1 .  

En t r e t a n t o ,  a o  l e r  a  p ág ina  4 ,  a l t e ramos  ma i s  uma  vez  o  va lo r  d e  

ve rdade  da  pág ina  1 .  En tão ,  a  a f i rma t i va  na  pá g i na  1  é  v e rda de i r a  

ou  f a l s a?  

Ex i s t em  inúme ras  exp l i c a ções  pa ra  e s se  pa ra doxo .  Nenhuma  

de la s  é  comp le t amen t e  s a t i s f a t ó r i a ,  po r  i s s o  a i nda  há  uma  busca  

pe la  re spo s ta  a t é  ho j e .   

Ex i s t e  um  pa radoxo  de  e x t rema  impo r tâ nc i a ,  po i s  f o i  

f undamen ta l  pa ra  t e o r i a  de  Göde l .  É  o  Pa radoxo  de  R icha rd ,  

i n ve n t ado  em  1905  po r  Ju le s  R i cha r d  (1862–1956 ) .  O  pa r adoxo  de  

R i cha rd  ve io  à  to na  enquan to  a  eu fo r i a  cau sada  pe l o  pa r adoxo  de  

Rus se l l ,  pub l i c ado  do i s  a nos  an te s ,  a i nda  não  ha v i a  d im inu í do .  
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Pra t i c ament e  ao  mesmo  t empo ,  Kön i g  ap re sen tou  na  a cadem ia  

húnga ra  de  c i ênc ia s ,  em  fo rma  de  pa r adoxo ,  um  novo  a rgumen to  

pa ra  mos t ra r  a   impos s ib i l id ade  de  f a ze r  uma  boa - o rdenção  do 

con t í nuo  ( j á  que  após  sua  p r ime i r a  t e n t a t i va ,  Ze rmel o  p rovou  que  

qua l que r  con jun to  pode r ia  s e r  b em-o rdenado ) .  Ape sa r  d a  

s eme lhança  e n t re  o s  p a r adoxos ,  e s t e s  s ão  comp le t amen t e  

i ndependen te s .  Podemos  e n t ende r  me lho r  o  pa ra doxo  de  R icha rd .  

A  pa r t i r  d e  i dé i a s  re t i r adas  do  s i t e 31 de  R ic a rdo  Kub rus l y .  

“Na  l í ngua  po r t ugue sa ,  p rop r ie dade s  sob re  o s  núme ros  

podem se r  f o rmu lada s  e  de f i n i da s  (pode r í amos  t e r  qua lque r  

ou t ro  t i po  de  l i nguagem que  p udés semos  f aze r  de f i n i ções ) .  

En t ão ,  po r  exemp lo ,  a  p rop r i eda de  de  um  núme ro  se r  p r imo  

pode ,  de s ta  mane i r a ,  s e r  d e f i n ida  como  d i v i s í v e l  a penas  

po r  s i  mesmo  e  pe la  un i dade ,  a  d e  um núme ro  se r  p a r  como 

múl t i p lo  de  do i s  e  a s s im  por  d ian t e .  Cada  uma  de s t a s  

de f i n i çõe s  con t ém  um  núme ro  f i n i t o  de  pa l av ra s  l o go ,  um 

núme ro  f i n i t o  de  l e t ra s  do  a l f abe to ,  s endo  po ss í ve l  

po r t an to ,  s e rem  a r rumada s  numa  l i s t a  o rdenada  d e  

de f i n i çõe s  das  p rop r i edades  da  a r i tmé t i c a .   

Uma  de f i n i ção  p re cede rá  a  o u t ra  s e  o  n úme ro  de  l e t r a s  do  

a l f abe to  empregadas  na  s ua  de f i n i ç ão ,  f o r  meno r  do  que  o  

núme ro  de  l e t ra s  empregada  na  ou t ra  de f i n i ç ão .  No  c aso  de  

duas  de f in içõe s  empre ga rem  o  mesmo núme ro  de  l e t r a s  do  

a l f abe to ,  o  po s ic i onamen to  na  l i s t a  d e  de f i n i çõe s  se r á  

de c id ido  ba seado  no  c r i t é r i o  da  o rdem a l f abé t i c a .  De  po sse  

de s t a  l i s t a ,  a s soc i a r emos  ao  s e u  p r ime i ro  e l emen t o  o  

núme ro  1 ,  a o  s e gundo  e l emen t o  da  l i s t a  o  núme ro  2 ,  e  

a s s im  suces s i vamen t e .  

 

 

 

                                                           
31 http://www.ufrj.im.dmm.br/risk 
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Como  cada  de f i n i ç ão  f i c a rá  a s soc i a da  a  um  ún i co  núme ro  

i n t e i ro ,  pode  ac on te c e r  em  ce r t o s  c a so s ,  que  o  p róp r i o  

núme ro  a s soc ia do  a  uma  ce r t a  de f i n i ç ão  po ssua  a  

p rop r ie dade  desc r i t a  po r  e l a .  Po r  exemplo :  s e  o  núme ro  

a s soc ia do  à  de f i n i ção  da  p rop r i edade  de  um  núme ro  se r  

p r imo ,  d i v i s í ve l  apenas  po r  s i  mesmo  e  pe la  un idade ,  é  19 ,  

t emos  c l a ramen t e  que  e l e ,  o  19 ,  p os su i  a  p rop r i edade  

de sc r i t a  pe la  exp res são  de  n úme ro  19  .  Po r  ou t ro  l ado  pode  

a con t ec e r ,  o  q ue  de ve  s e r  i n c lu s ive  ma i s  p rováve l ,  o  

con t rá r i o :  que  o  núme ro  a s soc i ado  à  de f i n i ção  de  uma  c e r t a  

p rop r ie dade  da  a r i tmé t i c a  não  pos sua  a  p rop r i edade  

de sc r i t a  pe la  de f i n i ção  a  q ue  e l e  s e  re f e re .  Po r  exemp lo :  s e  

o  núme ro  a s soc iado  à  d e f in iç ão  da  p rop r i edade  de  um 

núme ro  se r  p a r ,  mú l t i p l o  de  do i s  é  3 5 ,  t emos ,  t ambém 

c la ramen te ,  que  e le  o  35 ,  não  po s su i  a  p rop r i edade  a  que  

e le  s e  re f e re ,  ou  s e j a ,  a  de  s e r  um  núme ro  pa r .  Os  núme ro s  

que  s e  re f e rem  aos  ca so s  de sc r i t o s  no  s e gundo  exemp lo ,  

s e r ão  c hamados  de  r i cha rd i anos ,  i s t o  é ,  um  núme ro  se r á  

r i cha r d i ano  se  e l e  n ão  possu i r  a  p rop r iedade  a r i tmé t i c a  

de sc r i t a  n a  de f i n i ç ão  a s soc i ada  a  e l e  n a  l i s t a  d e  de f i n i çõe s  

a r i tmé t i c a s ,  c onf ecc ionada s  da  mane i r a  exp l i ca da  a c ima .  

Se r ão  não  r i cha rd i a nos ,  ca so  con t rá r i o ,  i s to  é ,  quando  

po s su i r  a  p rop r i eda de  po r  e l e  de s i gnada  na  l i s t a  d e  

de f i n i çõe s  das  p rop r i edades  a r i tmé t i c a s .”  

Ago ra ,  a  p rop r i edade  de  um  núme ro  se r  r i c ha rd i a no  

pa s sa  e n t ã o  a  s e r  a s soc i ada  a  um  núme ro  N .  Podemos  en tão  

pe rgun t a r :  s e r á  N  r i c ha rd iano?  e  ma i s  uma  vez ,  t e r emos  

como  re spos t a :  N  É  r i c ha r d i ano  se  e  s omen t e  s e  N  é  não  

r i cha r d i ano .  
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Capítulo 4 Teorema da Incompletude  

 

 

 

Ausênc ia  

 

 

Car l os  Drummond  de  Andrade  

 

 

Por  mui t o  tempo  ache i  que  ausênc ia  é  f a l ta .  

E  l a s t imava ,  i gnorante ,  a  f a l ta .  

Ho je  não  a  l a s t imo.  

Não  há  f a l ta  na  ausênc ia .  

A  ausênc i a  é  um e s tar  em mim.  

E  s i n to -a ,  branca ,  t ão  pegada ,  ac onchegada  nos   

meus  braços ,  

que  r i o  e  danço  e  invento  e xc l amações  a legre s ,  

porque  a  ausênc i a ,  e s sa  ausênc ia  a s s imi l ada ,  

n inguém a  r ouba  ma i s  de  mim.   
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4.1 A Revolução 

 

“ Sob re  a qu i l o  q ue  nã o  se  pode  f a la r ,  de ve -se  c a l a r” .  

Wi t t ge ns t e i n 32 

 

É  bem p r ováve l  que  nove  a no s  an t e s  Ludw ig  Wi t t ge ns t e i n  

( 1889–1951 )  j á  p re v i s se  na  l i nguagem  o  que  Ku r t  Göde l  ( 1906–

1978 )  cons t a to u  e  f o rma l i zou  na  ma temá t i ca  n os  a l e r t ando  com 

sua  f ra se  ac ima  da  in c apac i dade  da  l i nguagem se r  comple ta  e  

cons i s t e n t e .   

Em  1931 ,  Göde l  t r an s f o rmou  os  pa radoxos  de  l i nguagem  em 

ma t emá t ic a .  A  i dé i a  de  Göde l  e ra  u sa r  a  ma temá t i ca  pa ra  exp l i ca r  

a  p róp r i a  ma t emá t ic a  ( usa r  a  me t ama temá t i ca ) .  E s sa  n oção  de  

ma t emá t ic a  i n t rospec t i va  p r ovou  seu  eno rme  pode r  e  a  s ua  

impl i ca ç ão  ma i s  impo r tan t e  f o i  o  t e o r ema  da  i ncomple tude  que  d i z  

que  to da  f o rmu la ção  ax iomá t i c a  c ons i s t en te  da  t e o r i a  d os  núme ro s  

con t ém  p ropos i ç ões  i ndec id íve i s .  Em  um sen t id o  ma i s  amp lo ,  

Göde l  mos t r a  com seu  t eo rema  que  ve r dade  e  demons t r ab i l i d ade  

s ão  co i sa s  d i s t i n t a s .   

Göde l  d ese nvo l ve  s ua  t e o r i a  i n sp i r ado  no  pa ra doxo  do  

Men t i ro so  e  no  pa r adoxo  de  R i cha rd  u t i l i zando  o  mapeament o  

como  re cu rso .    

 

4.2 O Mapeamento  

 

A  noção  de  mapeamen to  é  impo r t an t í s s ima  pa ra  a  

ma t emá t ic a .  Temos  como e xemp lo  na  geome t r i a  ana l í t i c a ,  p on to s  

s endo  rep re se n t ado  por  pa re s  d e  núme ros .  Uma  c a rac t e r í s t i c a  

impo r t an te  do  mapeamen to  é  q ue  deve  ex i s t i r  uma  

co r re spondênc i a  b iu n í vuca  en t r e  os  d o i s  c on jun to s  de  ob je t os .   

                                                           
32 WITTGENSTEIN, Ludwig. Tractatus Logico-Philosophicus. São Paulo:Edusp, 1993. p.281 
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O a spec to  f undament a l  do  mapeamento  é  q ue  podemos  

p rova r  que  uma  e s t r u tu ra  ab s t r a t a  d e  re l açõe s  i n co rpo rada s  em  um 

dom ín i o  de  ob j e t o s  t ambém va l e  e n t re  ob j e t o s  de  ou t ro  domín io .  

Fo i  ba s i camen te  e s se  a spec to  que  impu l s i o nou  Göde l  a  e s t r u t u ra r  

s ua  p rova .  A  idé i a  d e  Göde l  e r a  a r i tme t i za r  a  t e o r ia  d a  p rova ,  ou  

s e j a ,  t r an spo r ta r  to dos  o s  p a s so s  de  uma  p rova ,  i nc lu indo  a  

l i nguagem da  me t ama t emá t i c a ,  pa ra   a r i tmé t i c a ,  p odendo  a s s im 

u t i l i za r  s uas  re l aç õe s .   

Ve remos  ago ra  como  Göde l  e s t ru tu rou  e  pô s  em  p rá t i c a  e s sa  

engenho sa  p ropos t a .  

P r ime i ramen t e ,  Göde l  mos t ra  que  é  po s s í ve l  a t r i bu i r  a  c ada  

s i gno  um ún ico  núme ro ,  o  que  a caba  s e rv in do  de  i den t i f i c a ção  

de s se  s i gno .  Ass im ,  como  um  ún i co  núme ro  é  a t r i bu í do  a  c ada  

s i gno ,  podemos  f ac i lmen t e  i d en t i f i c a r  o  s i gno  se  t iv e rmos  o  

núme ro  e  v ic e  e  ve r sa .  Es se  núme ro  que  é  a t r ib u í do  é  c hamado  de  

núme ro  de  Göde l .  

 V emos  na s  t abe la s 33 a ba ixo  como  f unc iona  o  s i s t ema  de  

nume ração .  Na  t abe l a  1  t emos  o  exemp lo  de  numeraçã o  d e  s i gnos  

cons t an te s .  

TABELA 1   

S i gno  Número  de  Göde l  Le i t u ra  

~   1  Não  

V  2  Ou  

⊃  3  Se . .  En t ão  

∃  4  Ex i s t e  um . .  

=  5  É  i gua l  

0  6  Ze r o  

S  7  O Suce s so r  imed i a t o  d e  

(  8  Pon tuação   

)  9  Pon tuação  

,  1 0  Pon tuação  

                                                           
33 As tabelas abaixo foram baseadas nas apresentadas em NAGEL, Ernest; NEWMAN, James R. 
Prova de Gödel. São Paulo: Editora da Universidade de São Paulo, 1973. 
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P odemos  nume ra r  t ambém  a s  va r i á ve i s  numé r i c as  ( que  

podem se r  subs t i t u í da s  po r  nume ra i s  e  expre s sõe s  numér ic a s ) ,  a s  

va r i áve i s  s en t e nc ia i s  ( que  podem  se r  s ub s t i t u í da s  po r  f ó rmu la s )  e  

a s  va r i á ve i s  p r ed ic a t i va s  ( que  podem  se r  sub s t i t u í da s  po r  

p re d i c ados ) .  

P a ra  a t r i bu i rmos  va lo re s  à s  va r i á ve i s  de vemos  se gu i r  

a l gumas  re g r a s :  

1 )  deve -se  a s soc i a r  a  ca da  va r i áve l  numé r ic a  d i s t i n t a  um 

núme ro  p r imo  d i s t i n t o  ma i o r  que  10 ;  

2 )  deve -se  a s soc i a r  a  ca da  va r i áve l  s en t enc ia l  d i s t i n t a ,  o  

quad rado  de  um  núme ro  p r imo  d i s t i n t o  ma i o r  que  10 ;  

3 )  deve -se  a s soc i a r  a  c ada  va r i áve l  p red i c a t i v a  d i s t in ta ,  o  

cubo  de  um  núme ro  p r imo  d i s t i n t o  ma io r  que  10 ;  

Exempl i f i ca remos  me l ho r  n as  t abe l a s  aba ixo  a  nume ração  de  

va r i áve i s  numé r i cas  ( t a be l a  2 ) ,  s en t enc i a l  ( t a be l a  3 )  e  p red i ca t i va  

( t abe l a  4 ) .  

TABELA 2  

Va r i áve l  Numé r i ca  Número  de  Göde l  Subs t i t u iç ão  

X  11  0  

Y  13  1  

Z  17  Y  

 

TABELA 3  

Va r i á ve l  Sen t enc ia l  Número  de  Göde l  Subs t i t u iç ão  

P  11 ²   x  ⇒  y  

Q  13 ²  (∃x )  (x  =  s y )  

R  17 ²  p  ⊃  q  
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TABELA 4  

Var iá ve l  P r ed i ca t i va  Número  de  Göde l  Subs t i t u iç ão  

P   11 ³  P r imo  

Q  13 ³  Compos to  

R  17 ³  Ma io r  do  que  

 

En tã o ,  s e  t i ve rmos  a  s en te nça  ma temá t i ca  (∃x )  (x  R  y ) ,  

ex i s t e  um  x  t a l  q ue  x  é  ma io r  que  y .  Te remos  a  s egu in t e  

nume ração :  

 

(        ∃     x       )        (       x        R       y      )  

 

 

8       4     11      9       8      11       1 7 ³    13     9  

 

Po rém ,  s e r i a  mui t o  ma i s  f á c i l  d e  t raba lha r ,  s e  ao  i n vé s  de  

um  con j un to  de  números  t i vés semos  a pena s  um  ún i co  núme ro .  

Göde l  en tão ,  r e so l ve  s imp l i f i ca r  a  nume ração  da  s e gu in t e  mane i ra :  

f a zendo  o  p rodu t o  do s  nove  p r ime i ro s  p r imo s  (po rque  n ove  é  o  

núme ro  de  s ímbolo s ) ,  ca da  um  e l eva do  ao  núme ro  de  Göde l  

co r re sponden te  ao  s i gno  e l emen t a r .  As s im ,  p a r a  a  s en tença  a c ima  

t e r í amos  o  núme ro  que  podemos  chama r  de  m ,  onde  m  é  d a  

s egu in t e  f o rma :   

                                                                              3  

m  =  2  8   x   3 4  x  5 1 1  x  7 9  x  11 8  x  13 1 1  x   17 1 7  x  19 1 3  x  23 9  

 

D essa  mane i ra ,  a  toda  s eqüênc ia  f i n i t a  de  s i gnos  e l emen t a r e s  

podemos  a t r i bu i r  um  núme ro  de  Göde l .  O  ma i s  imp re s s i onan t e  é  

que  s e  t i ve rmos  um  núme ro  de  Göde l  podemos  r ap idamen t e  

i d en t i f i c a r  a  expres são  que  e l e  s imbo l i za ,  po i s  pe lo  t e o rema  

fundamen ta l  da  a r i tmé t i c a  t emos  a  c e r t eza  que  um  in te i ro  

compos t o  po s su i  uma  ún ic a  de compos i çã o  em  f a to re s  p r imos .  
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Vej amos  pe l o  e squema  a ba ixo  como  e s sa  i den t i f i c a ção  

func iona r ia :  

 

A )  Dado  o  núme ro  de  Göde l   2 43 .000 .000                                  

B )  Decompondo  em  f a t o re s  p r imos  t emos :  

2 43 .000 . 000  =  2 6  x  3 5  x  5 6   

C )  Temos ,  e n t ão ,  o s  números   6      5       6   

 

                 

                                          0      =       0  

D )  Ass im ,  a  s en t ença  c o r r e sponden te  ao  n úme ro  de  Göde l  

243 . 000 .000  é  0  =  0  

 

4.3 O indecidível  

 

Como v imos ,  o  de senvo lv imen to  da  ma t emá t i c a  c onduz i u  a  

f o rma l i za ção .  Hav i a  uma  e no rme  busca  pe la  p rova  da  cons i s t ênc i a  

da  ma temá t i ca .  Segundo  Göde l ,  o s  s i s t emas  ma is  comp le to s  

cons t ru í do s  a t é  a que l e  moment o  e ram  o  Pr inc i p i a  Mathemat i ca  e  

o s  a x i omas  de  Ze rme l o -F raenke l .  

Ambos  o s  s i s t ema s  e ram  tã o  ge ra i s  que  t odo s  o s  mé t odos  de  

demons t ra ç ão  usa dos  a t é  e n t ão ,  pode r i am  f o rma l i za r - se  ne le s ,  ou  

s e j a ,  p od i am  se r  redu z ido s  a  ax i omas  e  re g r a s  de  i n f e rê nc i a .   

En tã o ,  s e r i a  ra zoáve l  supo r  que  e s t e s  ax ioma s  e  r eg r a s  d e  

i n f e rê nc ia  s e r i am  su f i c i en t e s  p a r a  de c id i r  t oda s  a s  q ue s tões  

ma t emá t ic a s  que  po s s am  se r  expre s sa s  nes se  s i s t ema .  Mas  não  f o i  

a s s im  que  fu nc ionou ,  a l guns  p rob l ema s  s impl e s  nã o  pod i am  se r  

de c id í ve i s  c om  ba se  ape na s  no s  a x i omas .  Ou  se j a ,  Göde l  mos t r ou  

que  em  t odo  s i s t ema  f o rma l  ex i s t em  p ropo s içõe s  que  s ã o  

i ndec i d í ve i s ,  ou  s e j a ,  e l a  nem  sua  ne gação  podem se r  p rovada s  

de n t ro  do  s i s t ema .  

O  s i s t ema  fo rma l  u t i l i zado  po r  Göde l  p a r a  a  e l a bo ração  de  

s ua  demons t ra çã o  fo i  uma  s ob repos i ç ão  d os  ax iomas  de  Peano  a  
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l ó g i ca  do  Pr i nc ip ia  Mat hemat ica .  Pa ra  e le ,  um  s i s t ema  f o rma l  

de ve r i a  e spec i f i ca r :  s e us  s ímbo lo s  bá s i co s ,  sua s  f ó rmula s ,  s eu s  

ax ioma s ,  e  a  r e l a ç ão  de  s e r  uma  conseqüênc ia  imed ia ta  de .  Os  

r e su l t a do s  da  demons t r aç ão  de  Göde l  podem  se r  encon t rados  em  

qua l que r  s i s t ema  f o rma l  q ue  con t enha  p ropos i çõe s  a r i tmé t i c a s .   

P a ra  p rova r  que  um  s i s t ema  é  c ons i s t en te  é  ne ces sá r i o  

encon t ra r  uma  p ropos iç ão  que  nã o  po ssa  s e r  demons t rada ,  j á  que  

na  l óg ic a  c l á s s i c a ,  uma  c on t ra d i ç ão  imp l ic a  a  t r i v i a l i dade  do  

s i s t ema ,  i s t o  é ,  que  tu do  é  ve rdade i ro .   

1 )  Se  (A∧Ã)  ⇒  B   

Ou  se j a ,  s e  há  con t r ad i ç ão ,  t oda  p ropos i ção  é  ve rdade i ra .  

A  pa r t i r  d e  1 )  podemos  conc lu i r  q ue :   

Se  ∃  B  não  ve rdade i ro  ⇒  ∃  (A∧Ã)   

Se  nem  tudo  va l e  ⇒  o  s i s t ema  é  l i v r e  de  con t rad i çõe s ,  

cons i s t e n t e .  

Ago ra ,  a  b usc a  de  Göde l  pa ra  e vi t a r  o  pa radoxo ,  a t r avés  do  

mapeamen to ,  é  t e n t a r  p r ova r  a  ex i s t ênc i a  de  a l go  que  e x i s t e  e  nã o  

pode  se r  p rovado .  O  r e su l t ado ,  no  en t a n to ,  f o i  que  Göde l  s e  v i u  

mapeando  o  pa r adoxo  de  R icha rd  pa r a  a  a r i tmé t i c a ,  c on s t ru in do  

uma  sen t ença  ma temá t i ca  q ue  é  t a n to  au t o  re f e re n t e  como  a u t o  

exc luden te ,  mas  ev i t ando  a s  imprec i sõe s  con t i d as  no  pa radoxo  

o r i g i na l .  

An t e s  d e  f aze r  sua  demons t r aç ã o  f o rma l 34 Göde l  de sc r eve  

i n fo rma lmen te  o  que  va i  f a ze r  em  seu  r ac ioc ín io 35.  Seu  ob j e t i vo  é  

ob t e r  uma  p ropos iç ão  i ndec id íve l ,  i s t o  é ,  uma  p ropos i ç ão  A  p a r a  

qua l  nem  A  nem não  A  s ão  demons t rá ve i s .   

S e j a ,  e n t ão ,  uma  fó rmu la  com  pre c i sament e  uma  va r i á ve l  

l i v r e ,  a  c hama re i  de  e xp res são  de  c la s se .  

                                                           
34 Essa demonstração pode ser encontrada no Teorema 7 do Apêndice 
 
35 Explicação baseada na dada por Gödel em  GÖDEL, Kurt. O Teorema de Gödel e a Hipótese 
do Contínuo. Lisboa: Editora da Fundação Calouste Gulbenkian, 1979.p.248 ss 
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 A s  e xp re s sõe s  de  c l a s se  podem e s ta r  d e  a l guma  mane i r a  

o rdenadas .  Ass im ,  a  e xp re s são  de  c l a s se  de  o rdem  n  r e p r e se n t a re i  

po r  R(n ) .  

S e j a  α  uma  exp res são  de  c la s se  e  [α ,  n]  a  f ó rmu la  que  

r e su l t a  da  exp res são  de  c l a s se  α  quando  s ub s t i tu o  a  va r i á ve l  l i v r e  

pe lo  núme ro  na t u r a l  n .  

D e f in i r emos  uma  c l a s se  k  d e  números  na tu ra i s  do  s egu i n t e  

modo :  

 n  ∈  k  ⇔  ~Bew  [R(n) ;  n]  

I s to  é ,  n  ∈  k  s e  e  s omen te  s e  a  f ó rmu la  não  é  demons t rá ve l  

quando  a  va r i á ve l  é  sub s t i t u í da  po r  n .  

P odemos  t ambém de f i n i r  que  ex i s t e  uma  e xp re s são  de  c l a s se  

S  t a l  que  [S ,  n]  que  d i z  que  n  ∈  k .  Ou  se j a ,  que  não  pode  se r  

demons t ra da .  

E s sa  fó rmu la  e s ta r á  o r denada ,  t e rá  uma  o rdem  ce r t a  e  

de f i n i da  t a l  que  S  =  R (q ) .  

Mos t ra remos  que  [R(q ) ;  q]  é  i ndec i d íve l .  

 S e  [R(q ) ;  q]  f o s se  demons t r áve l  e l a  d i r i a  q ue  q  ∈  k ,  e  a s s im  

~Bew  [R (n ) ;  n] ,  ou  se j a ,  não  pode  se r  demons t rá ve l .  

 Po r  ou t ro  l a do  se  ~[R (q ) ;  q]  f o s se  demons t rá ve l  q  ∉  k  l o go  

Bew  [R(q ) ;  q] ,  ou  s e j a ,  e l a  e  s ua  ne gação  pode r i am  se r  

demons t rá ve i s .  

Uma  demons t r a çã o  a l t e r na t i va  a  demons t ra ção  f o rma l  d e  

Göde l  é  a  demons t ra ção  de  R i c a rdo  Kub ru s ly  de sc r i t a  a  s egu i r :   

P a ra  f ac i l i t a r ,  podemos  c r i a r  uma  fó rmula  Dem (x , y )  que  

r ep re se n t a :  o  c on jun to  de  f órmula s  com  número  de  Göde l  x  é  uma  

p rova  da  f órmul a  cu jo  número  de  Göde l  é  y .  Da  me sma  mane i r a  

podemos  c r i a r  a  f ó rmu la  ~Dem ( x , y )  que  re p r e sen t a :  o  c on jun to  de  

f ó rmu la s  c u jo  número  de  Göde l  é  x  não  é  uma  p rova  da  f órmula  

cu jo  núme ro  de  Göde l  é  y .  

Ago ra ,  c on s ide r e  a  f ó rmula  ∃  y  ( x )  ~Dem  (x ,y )  que  no s  d i z  

que :  ex i s t e  uma  fó rmula  c u j o  número  de  Göde l  é  y ,  para  a  qua l  
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qua lque r  con jun t o  de  f órmu la s  c u jo  número  de  Göde l  é  x  não  é  

uma  p rova  pa ra  e la ,  ou  s e j a ,  a  p rópr ia  f ó rmula  cu jo  núme ro  de  

Göde l  é  y .  Em  ou t r a s  p a l a v ra s ,  e x i s t e  uma  f ó rmula  que  não  pode  

se r  demons t rada .  Chama remos  o  número  de  Göde l  q ue  rep re sen t a r á  

a  f ó rmu la  ( x )  ~Dem (x , y )  d e  G (y ) .  As s im ,  podemos  no t a r  q ue  pa r a  

cada  y  t e remos  um núme ro  de  Göde l  G (y )  d i f e r en te .  Göde l  p rovou  

que  ex i s t e  s o l ução  pa ra  a  equação  G (y )  =  y .  Com  i s so ,  a  f ó rmula  

cu jo  n úme ro  de  Göde l  é  y  e  que  não  pode  se r  demons t rada  é  a  

p róp r i a  (x )  ~Dem  ( x , y ) ,  ou  s e j a ,  t emos  ( x )  ~Dem  (x ,G  (y ) ) .  

A ss im ,  f o i  po s s í ve l  c on s t ru i r  o  t ã o  de se j ado :  

∃  y  ( x )  ~Dem  (x , y ) ,  c om  y  =  G  (y )  

A  f ó rmula  de  n úmero  de  Göde l  y  ( que  é  e l a  mesma)  nã o  pode  

se r  d emons t rada .  Ou  se j a ,  a  f ó rmu la  que  nã o  pode  se r  d emon s t r ada  

é  que  ex i s t e  uma  fó rmula  que  não  pode  se r  demons t ra da .  

Ao  a na l i s a rmos  a  e s t r u t u ra  da  f ó rmula ,  (x )  ~Dem  (x ,G  (y ) ) ,   

que  d i z  que  não  p ode  se r  p rovada  vemos  que  e l a  é  p a r adoxa l  po i s  

s e  a  f ó rmula  fo r  ve rdade i ra ,  e l a  pode rá  s e r  demons t rada  como 

ve rdade  do  s i s t ema ,  mas  como  e la  d i z  que  nã o  p ode  se r  

demons t ra da  e l a  s e r á  f a l s a .  Do  mesmo  modo ,  s e  admi t i rmos  que  

e l a  é  f a l s a ,  que  não  p ode  se r  d emon s t r ada  c omo  uma  ve r da de  do  

s i s t ema ,  pe lo  p r i n c íp i o  do  t e rc e i ro  e xc lu íd o ,  e l a  pode rá  s e r  

demons t ra da ,  l ogo  é  v e rdade i ra .  

A ss im ,  a o  no s  depa ra rmos  com a  que s tão  ac ima  de r rubamos  

de  ve z  a  expec t a t i va  de  uma  ma temá t i ca  cons i s t en te  e  comple ta .  

Temos  uma  s i tu ação  l im i te  em  que  o  s i s t ema  t em  que  op ta r  

en t r e  o  p a r adoxo  e  o  i ndec i d í ve l .  

De  modo  a l gum  podemos  ab r i r  mão  da  cons i s t ênc i a  do  

s i s t ema  ma t emá t ico ,  l ogo  sem  pa radoxos ,  c om ce r t e za  e l a  

p roduz i rá  i ndec i d íve i s .  Es se s  i ndec id íve i s  de vem  se r  pos to s  p a r a  

f o r a  d o  s i s t ema ,  pa r a  que  nã o  ge rem  con t rad i ções  e  não  re sga t em  a  

i n cons i s t ênc i a .  Logo ,  ex i s t i r ã o  a f i rmaçõe s  que  não  p odem  se r  
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p rovada s  den t r o  do  s i s t ema ,  que  po r  s ua  ve z  não  se rá  ca paz  de  

p rova r  o u  con t r ap rova r  t odas  a s  s ua s  a f i rmaçõe s ,  l ogo  e l e  s e r á  

i n comp le t o .  As s im ,  podemos  t i r a r  a  p r ime i ra  conc lu são :  

 

S e  a  ma t emá t i c a  é  cons i s t e n t e ,  e l a  é  in comp le t a .  

 

OBS:  Não  de vemos  no s  p r eocupa r  po i s ,  s em  mu i t o s  da no s ,  

pode remos  f o ra  do  s i s t ema  j u l ga r  c omo  ve rdade i r a  ou  f a l s a  uma  

a f i rmação  con t ida  n um  indec id íve l  e  i n t roduz i - l a  no  s i s t ema  

anexando  a  e le  um  novo  pos t u l ado .  

 P a ra  cons t ru i rmos  a  f ó rmula  ∃  y  ( x )  ~Dem  (x , y ) ,  a c abamos  

a f i rmando  a  impo ss ib i l i d ade  de  s e  demons t ra r  den t ro  do  s i s t ema  

uma  ou t r a  f ó rmu la  cu jo  núme ro  de  Göde l  é  y ,  (x )  ~Dem  (x , y ) .  Em 

segu ida  ao  a s soc i a rmos  o  n úme ro  de  Göde l  G (y )  a  e s sa  f ó rmula ,  

cons t ru ímos  um  i ndec id í ve l  po i s  a  f ó rmula  d i z  que  e la  me sma  não 

pode  se r  demon s t r ada .  Ou  se j a :  

∃  y  ( x )  ~Dem  (x , y )  ⇒  (x )  ~Dem (x ,G (y ) ) .  

 En tã o ,  ba s t a  enc on t ra r  p e lo  menos  uma  fó rmu la  que  nã o  

pode  se r  demons t rada  que  e s t a remos  demons t r ando  a  f ó rmula  que  

a s se gu ra  a  e x i s t ênc i a  de  um  indec i d í ve l  e  que  como  j á  v imo s  nã o  

pode  se r  d emons t r ada .  Logo ,  podemos  che ga r  a  uma  segunda  

conc lu são :  

 

 S e  a  ma t emá t i c a  é  cons i s t en t e ,  ou  s e j a  l i v r e  d e  pa radoxos ,  

s ua  cons i s t ênc i a  n ão  pode  se r  p rovada  den t ro  da  p róp r i a  

ma t emá t ic a .   

  

 S e  a  a f i rmação  ac ima  não  f o s se  ve rda de i ra ,  pode r í amos  

en tão  demons t ra r  a  f ó rmu la  ∃  y  ( x )  ~Dem  ( x , y )  que  r e su l t a r i a  n a  

demons t ra ç ão  da  f ó rmu la  (x )  ~Dem  (x ,G (y ) )  qu e  não  pode  s e r  nem  
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p rovada ,  nem  c on t rap r ovada  pa ra  que  o  s i s t ema  se  man tenha  

cons i s t e n t e .  
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Capítulo 5 Algumas Idéias  para Serem Discut idas  

 

 

 

Verdade  

 

 

Car l os  Drummond  de  Andrade  

 

 

A  por ta  da  verdade  e s tava  aber ta ,  

ma s  só  de ixava  pas sar  

me ia  pes soa  de  cada  vez .  

 

As s im não  e ra  poss íve l  a t i ng i r  toda  verdade ,  

Porque  a  me ia  pe s soa  que  en tr ava  

Só  traz ia  me io  per f i l  de  verdade .  

E  sua  segunda  me tade  

Vo l tava  i gua lmente  c om mei o  per f i l .  

 

Arrebentaram a  por ta .  Derrubaram a  por ta .  

Chegaram ao  l uminoso  

Onde  a  verdade  e sp l end ia  seus  f ogos .  

Era  d iv i d ida  em me tade s  

D i f er ente s  uma  da  ou tra .  

 

Chegou- se  a  d i scut i r  qua l  a  me tade  e ra  ma i s  be la .  

Nenhuma  das  dua s  er a  to ta lmente  be la .  

E  carec i a  optar .  Cada  um optou  conforme  

Seu  capr i cho ,  sua  i l usão ,  sua  miop ia .  

 

 



 90 

“As  pa la v ras  e  a s  co i sa s  só  s e  ab ra çam  em 

ce r ta s  oc a s iõe s  e  mesmo  a s s im  com  um 

ce r to  de scon fo r to . ”   

    Wa l t e r  Ben j amin  

 

Há  mui t o  t empo  se  d i s cu t e  s e  a s  e s t r u t u ra s  ma t emá t i c as  

pos suem uma  ex i s t ê nc i a  re a l  o u  i de a l  pa ra  que  a  pa r t i r  de s sa  

de f i n i çã o  se  e s tabe l eç a  o  c r i t é r i o  de  de f i n i ção  do  que  re a lmen t e  é  

ve rdade  ma t emá t ica .  

Ex i s t em  a l gumas  op i n i õe s  a  re spe i to  de s se  p rob l ema .  O  

r e a l i smo  de f ende  que  p ropos içõe s  ma temá t i ca s  s ão  ve rdade i ra s  n a  

med ida  em  que  encon t r am  co r re spondênc i a  c om  a  na t u rez a ,  c om  o  

mundo  f í s i co .  J á  o  id ea l i smo  ac re d i t a  que  a  ma t emá t i c a  pos su i  

ob j e to s  men t a i s .  Den t ro  da  v i s ã o  i de a l i s t a ,  podemos  d i f e r enc ia r  a  

v i s ão  P la t on i s t a  que  a f i rma  a  i ndependen t e  e x i s t ênc i a  d e  t oda  

concepção  ma t emá t i c a .  E  os  i n t u i c i on i s t a s  que  a f i rmam que  tu do  

de pende  a  p r i o r i  d e  uma  ba se  i n tu i t i va  de  suce s são  t empo ra l .  Po r  

f im ,  há  o  f o rma l i smo ,  q ue  c omo  j á   f o i  de sc r i to  no s  c ap í t u l o s  

an te r i o r e s ,  ac red i t a  que  o s  ob j e t os  ma temá t i co s  s ão  s ímbolo s  

de sp rovi dos  de  s i gn i f i cados .  O  fo rma l i smo  se r i a  uma  l i nguagem 

pe r f e i t amen t e  p r e c i s a ,  onde  a  pa r t i r  d e  um  núme ro  mín imo  de  

ax iomas  e  re g r a s  p r im i t i va s  de  in f e rênc ia  s e r i a  p os s í ve l  e xp res sa r  

qua l que r  p ropos i ção  ma temá t i ca  po r  uma  f ó rmula .  

Nes t e  Cap í t u lo ,  ve nho  de f ende r  uma  v i são  nem  tan to  

r e a l i s t a ,  p o i s  c omo  ve remos  na  m inha  a r gument a ção  não  c r e i o  que  

a s  ve r dade s  ma t emá t i c as  s empre  encon t rem  co r re spondênc i a  na  

na tu re za  mu i t o  menos  que  o s  ob j e to s  ma t emá t ic os  e s te j am  no  

mundo  re a l .  Nem t ão  p ouco  sou  f o rma l i s t a  ao  p on t o  de  a cha r  que  

o s  ob j e to s  ma t emá t i c os  s ão  s empre  me ro s  s ímbo lo s  de sp rov i do s  de  

s i gn i f i cados .   

Ac red i t o  numa  v i são   i de a l i s t a ,  ou  s e j a ,  que  a  ma t emá t i c a  

pos su i  ob j e t os  men t a i s ,  e n t r e t an to  não  a cho  que  a  s uce s são  

t empo ra l  ex i s t a  n es se  mundo  i de a l .  Acho  que  a  ma t emá t ic a  não  
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p re c i sa  e s t a r  s ubme t i da  ao  t empo  uma  vez  que  o  i n f i n i t o  p e rme i a  

t oda  sua  ba se .  Também  não  a cho  que  o  P l a t on i smo  ve nha  

r e sponde r  r ea lmen t e  o  que  é  a  n a tu re za  do s  ob j e t o s  ma temá t i co s ,  

po i s  d i f e re n t ement e  de  Göde l  c re io  que  e s se s  ob j e to s  s ão  i de a i s  

de penden te s  da  no s sa  e s t r u tu ra  men t a l .   

Lo go ,  ou so  de sco rda r  c om  Göde l  quando  e le  d i z  que  ob j e t os  

ma t emá t ic os  s ã o  conce i t os  que  f o rmam  uma  re a l i d ade  ob j e t i va  

p róp r i a ,  que  não  pode  se r  c r i ada  ou  modi f i ca da ,  mas  s oment e  

pe rc eb ida  e  de sc r i t a .  Bas eando  sua  a rgument a ção  na  ex i s t ênc ia  d e  

p ropos i çõe s  i ndec i d í ve i s  n a  ma t emá t ic a .  Po i s  pa ra  Göde l ,  o  

c r i ado r  ne ce s sa r i amen t e  conhece  t oda s  a s  p rop r ie dade s  da  s ua  

c r i a t u ra  e  a  c r i a t u r a  não  pode  p os su i r  ou t r a s  p r op r iedade s  a l ém 

daque l a s  d ada s  pe lo  c r i ado r .   

Mas  de  modo  a l gum ,  a  e s t r u tu r a  l i ngü í s t i c a  que  é  a  

ma t emá t ic a  pode  se r  i ndependen te  de  nó s ,  uma  ve z  que  somos  nós  

que  de f i n imo s  seu  co r po  de  ax i omas  e  sua s  re g ra s  d e  i n f e rênc i a  e  

a s  man ipu l amos  men t a lmen t e  ge r ando  novos  r e su l t a dos .  

Meu  pon to  de  v i s t a  e n t ão ,  e s t á  em  consonânc i a  c om  o  que  

d i z  Ca rnap  (1891–1970 ) .  Ac re d i t o  que  a s  ve rda de s  ma t emá t i c as  

s ão  conseqüênc i a s  da  adoção  de  uma  e s t ru tu ra ,  d e  uma  a rmação  

l i ngü í s t i c a  que  t em  c omo  ob j e t i vo  uma  fundamen ta ç ão  t eó r i c a  

onde  os  re su l t ados  nece s sa r i amen te  e s t e j am  de  a co rdo  uns  c om  o s  

ou t ro s  e  quando  po ss í ve l ,  c om  f a t os  empí r i c os ,  n a  t e n t a t i va  de  

de sc r i ç ão  do  mundo .   

De  f a t o ,  n ão  a c r ed i t o  que  o  t e o r ema  da  i nc omp le tu de  venha  

a f i rma r  um  p l a t on i smo  na  ma t emá t i c a  mas  a pena s  cons ta t a r  que  a  

l i nguagem não  pode  d i ze r  nada  a  re spe i t o  da  sua  p róp r i a  e s t r u t u ra .  

En tã o  vamos  d i scu t i r  um  pouco  ma i s  e s se  a s sun to .  Pa r a  

f undamen ta r  a  a rgumen t a ção  po s ta  an t e r i o rmen t e  começa re i  

d i s cu t i ndo  o  que  s ã o  e s t ru tu ra s  ma t emá t ic a s  e  onde  é  p os s í ve l  

encon t rá - l a s .  Sabemos  que  s ão  e s t r u t u ra s  ma t emá t i c as :  núme ro s ,  

con j un t os ,  f o rmas  geomé t r i ca s ,  . . .  
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É  f a t o  que  não  p r e c i s amos  nos  e s f o rç a r  mu i t o  pa ra  nos  

de pa ra rmos  com  e s sa s  e s t r u tu r a s .  Inúme ro s  o b j e t os  ao  no s so  r edo r  

pos suem  d i ve rsa s  f o rmas  ge omé t r i c a s .  A l ém  d i s so ,  med idas  e  

quan t i da de s  s ão  dada s  em  núme ro s ,  e  c onsegu imos  com  f a c i l id ade  

quan t i f i ca r  p ra t i c ament e  t udo .   

Po rém ,  na  ve r dade  se  a na l i s a rmos  me l ho r ,  s e rá  que  

r e a lmen te  no s  depa ramos  com e s sa s  e s t ru tu ra s  na  r e a l i dade?  

Quando  med imos  um  te r r eno  e  ve r i f i c amos  que  e s te  pos su i  10  

me t ros  de  c omp r imen to  o  que  r ea lmen te  s e  mos t r a  na  r ea l i d ade  

nã o  é  o  núme ro  10  e  s im  a  e x t en são  de  t e r ra .  

Do  mesmo  modo ,  quando  ca l cu lamos  a  ve loc idade  de  um 

ca r r o ,  po r  exempl o ,  o  que  e s ta va  na  re a l i dade  nã o  é  a  ve loc ida de  e  

s im  uma  de te rm inada  d i s t â nc i a  p e r co r r i da  com  o  deco r re r  d e  um 

pe r í odo  de  t empo  (pe lo  menos  que  t i ve  a  s en sa ção  de  t e r  

de co r r i do ) .  

A ss im  como ,  s e  de t ec to  um  c r e sc imen to  da  t axa  de  

na ta l i d ade  (e  f a ço  e s sa  de te c ção  em  núme ro s )  o  que  r e a lmen t e  

pe rc ebo  na  re a l i dade  s ão  c r i ança s .  

Mas  s e  a o  o lha r  m i nha  mesa  r edonda  f i n a lmen t e  t e nho  uma  

sen sação  de  a l í v io  po i s  e n f im  a c he i  uma  e s t ru t u r a  ma t emá t i c a  na  

r e a l i dade  (um  c í rcu lo )  l ogo  sou  su rp re e nd ida  po i s  ao  d iv id i r  o  

comp r imen to  da  c i rcunf e r ênc i a  p e lo  d iâme t ro  não  acho  p i .  

Com  base  ne s se s  a r gumen to s ,  é  po s s í ve l  q ue  a s  e s t ru tu r a s  

ma t emá t ic a s  não  se j am  p ré -e x i s t en t e s  na  med i da  em que  não  é  

pos s í ve l  ac ha rmos  núme ro s  ou  ob j e t os  p e r f e i t o s  na  re a l i dade .  

E s sa  i dé ia  d e  que  a s  e s t r u tu ra s  ma t emá t ic a s  não  e s t ão  na  

r e a l i dade  ob j e t i va  s e  f o r t i f i ca  s e  e s tamos  de  a co rdo  com  Hi l be r t ,  

que  d i z i a  que  “ em  um  ce r t o  s en t i do  a  ma temá t i ca  nada  ma i s  é  que  

uma  s i n f on i a  sobre  o  t ema  do  in f i n i to ” 36.  O  in f i n i t o  é  um  e l emen t o  

impo r t an te  ne s sa  d i s cu s são  po i s  de  f a to  pa re ce  não  ex i s t i r  n a  

na tu re za  e  a s sume  pape l  f undament a l  i nd i scu t í ve l  na  ma t emá t i c a  

                                                           
36 MARTINEZ, Javier de Lorenzo. A Ciência do Infinito. Scientific American Brasil, São Paulo, 
nº 15, Página 6 – 13, 2006. 
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s i t ua ndo -se  na  ba se  da  a ná l i s e  ma t emá t i c a  como ,  po r  exemplo ,  n a  

fo rma l i za ção  do  conce i t o  de  c on t i nu i dade  de  uma  f unção  em  um 

pon to 37.  A l ém  d i s s o ,  quando  ana l i s amos  a s  d emons t ra ções  que  

r e co r rem  ao  i n f i n i t o  r ea l  ma i s  uma  ve z  a  p re se nça  do  i n f in i t o  na  

ma t emá t ic a  co r robo ra  pa ra  a  conc lu são  de  que  e s t a  se r i a  uma 

cons t rução  a bso lu t amen t e  men t a l  po i s  e s t a s  demons t ra çõe s  pe rdem 

o  c a rá te r  cons t ru t i vo ,  ou  s e j a ,  e l a s  po s suem  apena s  um  ca rá te r  

ex i s t e nc ia l  s em  que  se  po s sa  cons t ru i r  o  ob j e to  cu j a  ex i s t ê nc i a  

e l a s  d emons t r am .  Pode  se r  que  em  a l guns  c a sos  a  gen t e  a i nda  não  

t e nha  desc obe r t o  o  c aminho  de s sa  con s t r ução ,  p o rém  em  ou t ro s ,  

e s sa  c ons t ruçã o  j á  é  d e  f a t o  v i s t a  como  imposs í ve l  t a i s  c omo 

acon te c e  c om os  h ipe r i n f i n to s 38.   

S e  o l ha rmos  a i nda  a  demons t ra ção  da  e x i s t ênc i a  do s  

núme ro s  t ra nsc enden t e s 39,  nos  de pa ramos  com uma  demons t ra ção 

ab so lu t amen t e  não  cons t ru t i va  que  pa ra  mo s t r a r  sua  ex i s t ênc ia  a  

ne ga  pa ra  chega r  a  um  ab surdo .   

Can to r  f e z  a  d emons t ra ção  da  s egu i n t e  mane i ra :  e l e  

demons t rou  q ue  o  con j un to  do s  núme ro s  r ea i s  é  nã o  enume rá ve l  e  

que  o  con j un to  do s  números  a l gé b r ic os  é  i n f in i t o  enume rá ve l  

f a zendo  uma  b i j e ção  en t re  os  e l emen to s  do  con jun to  do s  na t u r a i s  e  

o s  e l emen to s  do  con j un to  dos  núme ro s  a l gé br icos .  Logo  ex i s t em 

núme ro s  re a i s  que  não  são  a l gé br i co s ,  mos t ra ndo  a s s im ,  a  

ex i s t ê nc ia  dos  n úme ro s  t ran sc enden t e s .  É  f á c i l  ve r  que  e s t e s ,  p o r  

s ua  ve z ,  s ão  nã o  e nume rá ve i s 40.    

                                                           
37 Uma função f é contínua no ponto xo se, para todo ε > 0,existe δ > 0 tal que, se x -xo  < δ, então 
f(x) – f(xo) < ε 
 
38
 Um conjunto é, por definição, infinito quando consegue corresponder biunivucamente seus 

elementos com elementos de pelo menos um de seus subconjuntos. Um conjunto é hiperinfinito 
quando além de apoiar-se na definição acima exige que a correspondência entre os seus elementos 
e dos elementos de seus subconjuntos conserve todas estruturas aritméticas adicionais do 
conjunto.  
 
39 Um número é transcendente quando não é raiz de nenhum polinômio com coeficientes inteiros, 
ou seja, quando não é algébrico.  
 
40 A demontração pode ser vista no Teorema 8 do Apêndice . 
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Como  j á  a rgumen t amos ,  o s  o b j e t os  ma temá t i co s  p a r ec em não  

pode r  s e r  de te c tado s  na  re a l i dade .  As  f o rma s  geomé t r i ca s  não  são  

pa s s í ve i s  de  s e rem e ncon t r adas  na  na t u re za  e  s e  a s  cons t ru ímo s ,  

me smo  as s im ,  o  q ue  t e remos  são  a p rox imaçõe s .  Como  se r á  

pos s í ve l  c ons t ru i r  um  quad rado  cu j o  l a do  mede  l  s e  sua  d ia gona l  

de ve rá  med i r  2l ?  Po r  ma i s  p re c i so  que  meu  in s t rumen to  de  

med i ç ão  s e j a ,  a  d ia gona l  f e i t a  po r  m im  não  med i rá  j ama i s  2l ,  

po i s  2  é  um  número  i n comensu rá ve l ,  de  e sc r i t a  i n f i n i t a .  É  

impo r t an te  re f r i za r  q ue  não  se  t r a t a  de  uma  que s t ão  de  

ape r f e içoament o  do  i ns t rument o  de  med ida .  É  pos to  que ,  de n t ro  

do  pa rad i gma  ma t emá t i co  v igen te ,  nunca  s e r á  po s s í ve l  a  

cons t ruç ão  des sa  d i a gona l  e  de  qua lque r  ou t ra  como  t ambém  não  

se r á  po s s í ve l  j ama i s  cons t ru i r  a  a l t u r a  de  um  t r i ângu lo  eqü i l á t e ro ,  

de  l a do  l ,  j á  que  e s ta  mede  
2

3l
 .   

S endo  a s s im ,  me smo  que  t e nhamos  a  s en sação  que  é  p os s í ve l  

encon t ra r  núme ro s  na tu r a i s  e  a t é  in te i r o s  n a  re a l i da de ,  qua ndo  no s  

damos  con t a  do s  i r r a c i ona i s  t udo  muda  de  f i gu ra .   

Aumen tamos  no ssa  i nqu ie t ude  quando  nos  depa ramos  com  o  

Pa radoxo  de  Banach  –  Ta r sk i 41.  Ne l e  não  há  con t r ad i çã o  

ma t emá t ic a ,  a pena s  uma  não  c o r r e spondênc ia  en t r e  o  t e ó r i co  e  o  

r e a l  f r u t o  do  mundo  con t ín uo  da  ma t emá t i c a  e  d as  conseqüênc i a s  

do  ax i oma  da  e sco lha 42.           
No  pa ra doxo  de  Banach-Ta rsk i ,  uma  e s f e ra  pode  se r  

de compos t a  em  um núme ro  f i n i t o  de  pedaços  de  t a l  mane i r a  que  

e s se s  pedaço s  a dequadament e  de s l ocados  ( s em  de fo rmação )  s e  

r e ag rupem  pa ra  f o rma r  dua s  e s f e ra s  i d ên t i c a s  à  e s f e r a  i n i c ia l .  

Ma i s  a i nda ,  uma  e s f e ra  pode  se r  t r an s fo rmada  num cubo ,  s em 

nenhuma  r e s t r i ç ão  r e l a t i va  ao  vo lume  i n i c ia l  da  e s f e ra  e  f i na l  do  

cubo .           

                                                           
41 A demontração desse paradoxo pode ser vista no Teorema  9 do Apêndice 
 
42 O Axioma da Escolha é um indecidível matemático. Essa demonstração pode ser vista no 
Teorema  6  do Apêndice. 
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Des t e  v ié s ,  é  ma i s  p l au s í ve l  que  a s  e s t r u tu ra s  ma t emá t i c as  

s e j am  uma  ob ra  humana  e ,  n a  ve rdade ,  c om  a  pos s i b i l i dade  de  

ap rox imação  suce s s i va ,  o s  ob j e to s  re a i s ,  que  ex i s t em  na  r ea l i d ade  

ob j e t i va ,  e ncon t rem  ne l a s  uma  mane i r a  e f i c a z  de  l e i t u r a ,  d e  

r ep re se n t aç ão .  

Des t a  f o rma ,  a  ma t emá t i c a  s e rv i r i a  d e  l i nguagem  pa ra  a  

na tu re za  e  p a r a  a  re a l i dade .  

Mas  como  é  po s s í ve l  e s sa  l e i t u ra?  Como  a lgo  ab s t r a to  che io  

de  r eg ra s  exc lu s i va s  do  pen samento  pode  se rv i r  t ã o  e f i c a zmen t e  

pa ra  re p re sen t a r  a  re a l i dade  conc re t a?  

A  pa r t i r  d e  ago ra ,  n o s so  ob j e t i vo  é  bu sca r  re spos ta s  p a r a  

e s sa s  pe rgun t a s .  

S egundo  Wi t t gen s t e i n :  “O  mundo  imag iná r i o ,  p o r  ma is  que  

d i f i ra  do  mundo  r ea l ,  d eve  t e r  a l go  –  uma  fo rma  –  em  c omum  com 

e l e .” 43.  Logo ,  a  ma t emá t ic a ,  c om  se us  ob j e t o s  i de a i s ,  de ve  p os su i r  

a l go  em  comum com  a  r ea l i d ade .  “O  d i sco  g ramofôn ico ,  a  i dé i a  

mus ic a l ,  a  e sc r i t a  mus i c a l ,  a s  onda s  s ono ra s ,  t odos  man t ém  en t r e  

s i  a  mesma  r e la ç ão  i n t e rna  a f i gu rado ra  que  e x i s t e  en t r e  a  

l i nguagem e  o  mundo” 44 

N a  ve rdade ,  ac red i t o  que  a  ma t emá t i ca ,  o  mundo  imag iná r io ,   

e  a  f í s i c a ,  o  mundo  re a l ,  po s suem em  c omum  a  e s t r u tu r a  l óg i c a  

de co r re n t e  da s  s uas  r a í ze s  i n i c ia i s .  Exp l i c a r e i  me lho r .  O  homem 

sempre  bu scou  ve rda de s  sob re  o  mundo  e  p a r a  c r i a r  s eus  mode l os  

t e ó r i co s  p re c i sou ,  em  d ive r sos  c ampo s ,  a s s umi r  ve rdades  

p r ime i ra s ,  q ue  na  ma io r i a  da s  ve zes  não  pude ram ,  e  a i nda  não  

podem,  s e r  c omprovadas .   

E s sa s  ve r dade s  f o r am  se ndo  man ipu l a da s  cu ida do samen t e  

com re gr as  c l a ra s ,  ou  s e j a ,  po r  uma  l óg ic a  po i s  pa ra  s e r  

conhec imen t o  vá l i do  s emp re  s e  bu scou  o  r i go r  da  l i nguagem .  

                                                           
43 WITTGENSTEIN, Ludwig. Tractatus Logico-Philosophicus. São Paulo:Edusp, 1993. Aforismo 
2.022 
 
44 WITTGENSTEIN, Ludwig. Tractatus Logico-Philosophicus. São Paulo:Edusp, 1993. Aforismo 
4.014 
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Sendo  a s s im ,  a l gumas  co i sa s  p re c i s avam se r  i n t u í da s  p a r a  

que  a  p a r t i r  d e l a s ,  s e  de senvo lves se  a  bu sca  pe l o  conhec imen to .  

Um exemp lo  c l a r o  de s sa  i n tu iç ão  é  que  o  homem ac r ed i t a va  que  o  

So l  g i ra va  em  t o rno  da  Te r r a .  A  p a r t i r  de s sa  p rem issa  f o i  

de senvo l v ida  t odo  um c on jun to  de  t eo r i a s .  

É  c l a ro ,  que  o  homem ao  me smo  tempo  em  que  e l a bor ava  

e s sa s  ve rdades  i n i c ia i s ,  q ue  podemos  c hama r  de  ax iomas ,  ac e rc a  

da  expe r iênc i a ,  do  re a l ,  t ambém o  f a z i a  a ce rc a  d o  i de a l ,  do  

ab s t r a t o .  Um  exemp lo  de  ax ioma  a ce r c a  do  ab s t ra t o  é  o  c l á s s ic o  

ax ioma  de  Euc l i de s :  Po r  do i s  pon t os  d i s t i n t os  p as sa  uma  ún i c a  

r e ta .  

No  moment o  em  que  e l aboro  ve rdades ,  b ase ada  na  i n t u i ção ,  

s ob re  o  i d ea l ,  c omo  o  a x i oma  de  Euc l id es ,  v i s t o  a c ima ,  e s t a s  

p roduzem um  s i s t ema  c on s i s t en t e .  Mesmo  que  a  i n t u i ção  no s  

engane ,  e s sa  ve rdade  va i  o r i g ina r  um  mode lo  pos s í ve l .  A i nda  na  

ge ome t r i a  po s so  e l uc ida r  a  que s t ão .  Se  a s sumo  o  5 º  Pos tu l ado  de  

Euc l i de s 45 c omo  ve rdade i ro ,  t e nho  a  geome t r i a  euc l i de ana .  Se  

a s sumi - l o  como  f a l so  c r i o  a s  geome t r i a s  n ão  euc l i deana s  e  d e  

modo  a l gum e s t a s  impedem,  ou  anu l am  a  e x i s t ênc i a  d a  p r ime i ra .  

No  ab s t r a t o ,  do i s  mode l os  com ve rdade s  an t agôn i c a s  podem c o -

ex i s t i r  c om t ra nqü i l i dade .   

Con tudo ,  quando  f aço  uma  p r emi s sa  i n t u i t i va  ba se ada  na  

obse rvação  sob re  a  re a l i da de ,  in t roduzo  e s ta  ve rdade  no  s i s t ema  e  

a  p a r t i r  d e l a  d esenvo l vo  uma  t eo r i a ,  c omo  f o i  f e i t o  no  n os so  

exemp lo  da  c re nça  q ue  o  So l  g i ra  em  to rno  da  Te r ra ,  ou  a té  mesmo 

da  Te r r a  s e r  p l ana .  No  momen to  em  que  c ons t a t o  que  a  ob se r vação  

nã o  f o i  f e i t a  co r re t amen t e ,  t e ndo  que  a s sumi r  uma  nova  ve rdade ,  

que  a  Te r ra  é  que  g i r a  em  t o rno  do  So l ,  ou  q ue  a  Te r r a  nã o  é  

p l ana ,  e s t a s  g e r a r ão  um  novo  mode lo  t e ó r i co  que ,  po r  s e r  

con t rad i tó r i o  com o  p r ime i ro ,  o  a nu la rá .  Po i s  quando  f a l o  de  

Te r r a  e  So l  f a l o  de  re a l i dade ,  l o go ,  e s t ou  a t re l ada  a  e l a ,  t e ndo  a  

ob r i gaçã o  de  de sc r eve r  um  mode lo  cond i zen te  com e s t a  r ea l i d ade .  

                                                           
45 Por um ponto P fora da reta r, passa apenas uma única reta s paralela a r. 
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Desse  modo ,  a s  t e o r i a s  g e r ada s  a  p a r t i r  dos  a x i omas  sob re  o  

ab s t r a t o  p odem  se r  v i s t a s  como  f a zendo  pa r t e  do  co rpo  da  

ma t emá t ic a ,  j á  a s  t e o r i a s  de senvo lv idas  com base  na s  ve rda de s  a  

r e spe i t o  do  re a l ,  c ompõem  a  f í s i ca .   

A ss im ,  e s se s  do i s  c ampos  de  c onhec imen to  s e  d i s t i n gu i r i am 

po r  s eu s  o b j e t os .  a  f í s i ca  s e  b a se i a  em  ob j e t os  re a i s  e  c r i a  l e i s  

mode l ando  e s t a  r ea l i d ade ,  como  po r  exemp lo  a  P r ime i r a  Le i  d e  

Newton 46.  J á  a  ma t emá t i c a  po s su i  o b j e to s  id ea i s ,  c omo  j á  f o i  d i t o ,  

e  c r i a  mode lo s  ab s t ra t o s .  Ou  se j a ,  a  e x i s t ênc i a  d a  ma temá t i ca  é  

uma  ques t ã o  de  cons i s t ê nc ia  f o rma l  enquan to  a  ex i s t ênc ia  d a  

f í s i c a  e s tá  a t re lada  a  e xpe r iênc i a .  En t r e t an to ,  o  que  e s t amos  

d i scu t i ndo  é  que ,  mu i t a s  v e ze s  e s se s  mode lo s  ab s t r a t o s  s ão  

u t i l i zado s  como  mode l agem  da  re a l i da de ,  c omo  po r  exemp lo  a  

de sc r i ç ão  do  mov imen to  de  um  pr o j é t i l  a t r avé s  de  uma  função .  

Wi t t gen s te i n  em  se u  T ra c t a t u s  Lóg i co -Ph i l osoph i cu s  f a z  

a f o r i smos  a  r e spe i t o  da  de sc r i ç ão  da  re a l i dade ,  v e j amos  a l guns :  

 

“ F i gu ramos  o s  f a t o s” 47   

 

“A  f i gu ra ção  é  um  mode lo  de  r ea l id ade” 48  

 

“  O  f a t o ,  p a r a  s e r  uma  f i gu raç ão ,  de ve  t e r  a l go  comum  com o  

a f i gu rado” . 49  

 

“  O  que  t oda  f i gu ra ç ão ,  q ua lque r  que  s e j a  s ua  fo rma ,  d eve  

t e r  em  comum  com  a  re a l i dade  pa ra  p ode r  d e  a l gum modo  –  

                                                           
46 Todo corpo tende a permanecer em repouso ou em movimento retilíneo uniforme. 
 
47 WITTGENSTEIN, Ludwig. Tractatus Logico-Philosophicus. São Paulo:Edusp, 1993. Aforismo 
2.1 
 
48 WITTGENSTEIN, Ludwig. Tractatus Logico-Philosophicus. São Paulo:Edusp, 1993. Aforismo 
2.12 
 
49 WITTGENSTEIN, Ludwig. Tractatus Logico-Philosophicus. São Paulo:Edusp, 1993. Aforismo 
4.16 
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co r re t a  o u  f a l s amen t e  –  a f i gu rá - l a  é  a  f o rma  l óg ic a ,  i s t o  é ,  a  

f o rma  da  re a l i da de” 50 

 

“A  f i gu raç ão  t em  em  comum com o  a f i gu rado  a  f o rma  l óg i c a  

de  a f i gu ra ç ão” 51  

 

D essa  fo rma ,  b as eado  ne s sas  i d é i a s ,  a  ma t emá t i c a  c om seu s  

ob j e to s  i de a i s  f i gu r a  os  f a t o s  da  r ea l id ade .  E  e s sa  f i gu ra ç ão  é  um 

mode lo  da  r ea l i d ade ,  uma  cons t rução  s imból i ca  do  mundo .  E  i s so  

s e  t o rna  p os s í ve l  po i s  a  f i gu ra ç ão  s e  en l aç a  com  a  r ea l i d ade  

a t ra vé s  da  a f i gura ç ão .  I s t o  é ,  a  ma t emá t ic a  pe rmea r i a  a  r ea l i d ade  

a t ra vé s  da  f í s i c a ,  po i s  amba s  po s suem a  mesma  e s t ru tu r a  l óg i c a .   

A  re l aç ã o  a f i gu rado ra  ( f í s i c a )  c on s i s t e  n as  coo rde naçõe s  

en t r e  o s  e l emen tos  da  f i gu ra ção  (ma temá t i ca )  e  a s  co i sa s  ( a  

r e a l i dade ) .  Se gundo  W i t t gen s t e in ,  e s sa  coo rdenação  f unc i ona  

como  a n t e na s  do s  e l emen t os  da  f i gu ra ç ão ,  c om  a s  qua i s  e l a  to c a  a  

r e a l i dade .   

Conc l uo  e n t ão ,  que  o s  n úme ro s  s ão  e s sa s  an te na s  q ue  f azem 

o   e l o  en t re  o  re a l  e  o  id ea l ,  c onc re t o  e  ab s t r a t o .   

Mas  como  i s so  a con t ec e  j á  q ue  os  n úme ro s  não  e s tão  na  

r e a l i dade?  A  re spos t a  pa ra  i s s o  é  q ue  o s  núme ro s  r ep re sen tam  a  

r e a l i dade  c omo  s i gn i f i c ado  e  n ão  como  s i gn i f i c an te  e  j á  n a  

ma t emá t ic a  o  con t r á r io  acon te c e .  Vou  exp l i c a r  me lhor .  O  que  

ex i s t e  na  r ea l id ade  é  quan t i dade .  Pa r a  a  de s i gnação  de s sa  

quan t i da de  fo i  in ven t ada  uma  s imbolog i a .  E s se  s ímbo lo  quando  

r ep re se n t a  a  r ea l i d ade  po s su i  s i gn i f i cado ,  ou  s e j a ,  e xpres sa  ac e rc a  

do  mundo  a o  no s so  r edo r ,  como  po r  e xemplo  há  1 0  c r ia nça s  na  

s a l a ,  o  10  r ep re sen ta  a  q uan t id ade  de  c r i ança s  e x i s t en te s  n a  s a l a .  

En t r e t a n t o ,  podemos  de sp r ove r  e s se  s ímbol o  de  con t eúdo ,  d e  

conce i t o  e  t r aba lha r  a pena s  com sua  s imbolog i a ,  c om  sua  f o rma ,  o  

                                                           
50 WITTGENSTEIN, Ludwig. Tractatus Logico-Philosophicus. São Paulo:Edusp, 1993. Aforismo 
2.18 
 
51 WITTGENSTEIN, Ludwig. Tractatus Logico-Philosophicus. São Paulo:Edusp, 1993. Aforismo 
2.2 
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núme ro  c omo  s i gn i f i ca n t e .  Logo ,  pa r a  re p re sen t a r  a  r e a l i d ade  o  

núme ro  se  a p re sen t a  como  s i gn i f i cado ,  c omo  conce i t o  e  p a r a  s e r  

man ipu l ado  men t a lmen t e  s e  ap re sen ta  como  s i gn i f i can t e ,  c omo 

fo rma .  De s t a  f o rma  é  po s s í ve l  a dmi t i r  que  a  ma t emá t ic a  d iga  

nume r i c ament e  a  r e spe i t o  do  mundo  e  concomi tan t ement e  pos sua  

núme ro s  que  não  f a lam  a  re spe i t o  do  mundo  como  po r  exemp lo  o s  

i r ra c i ona i s .  Os  i r ra c i ona i s  s ão  a pena s  s i gn i f i ca n t e s  de  ne nhum 

modo  a s sumem um pape l  de  s i gn i f i cado ,  n ão  r ep re sen t am  a  

r e a l i dade .  

De  p osse  de s sa  e xp l i ca ç ão  vamos  t en t a r  en tende r  c omo  i s s o  

func iona .  Vamos  re to rna r  ao  exemp lo  quando  f a zemos  uma  

med i ç ão  em  um  t e r r eno .  O  que  re a lmen t e  e s t á  na  r ea l i d ade ,  c omo  

ob j e to ,  é  a  ex t en são  de  t e r ra .  E s sa  ex ten são  pode  se r  q uan t i f i c ada ,  

e  a  mane i ra  que  r ep r ese n to  e s t a  quan t i d ade  é  a t ra vé s  de  uma  

s imbo log i a  i nve n t ada ,  a t r avé s  dos  n úme ro s .  Es se  n úme ro  po r  sua  

ve z  e s t á  c a r re gado  de  s i gn i f i cado ,  imp regnado  de  r ea l i d ade ,  10  

r ep re se n t a  a  ex tensão  de  t e r r a  do  comp r imen to  do  meu  t e r r eno ,  o  

10  nã o  se  encon t ra  no  re a l  é  apena s  uma  s imbo log i a ,  mesmo  que  

s i gn i f i ca t i v a .    

É  po s s í ve l  e n tão  ab s t ra i r  o  s i gn i f i ca do  do  núme ro  e  e s t e  s e  

t o rna r  s i gn i f i c an t e  e  d es t a  f o rma  se r v i r á  d e  ob j e t o  ma t emá t ic o .  Ou  

se j a ,  o  ob j e to  ma temá t i co  é  o  número  em  sua  fo rma  idea l ,  que  

pode  se r  man ipu l ado  e  ope ra c i ona l i zado .  As s im ,  po r  exemp lo ,  

pos so  f a ze r  10  –  2  =  8 .  Ne ssa  con t a  10 ,  2 ,  8  s ão  a pena s  s ímbol os  

ma s  quando  r e t o rno  a  r e a l i dade  e  a t r i buo  s i gn i f i c ado  a  e s se s  

s ímbo lo s  1 0  pode  se r  o  núme ro  de  c r i ança s  que  e s t a vam na  s a l a ,  2  

o  núme ro  de  c r i a nça s  q ue  s a í ram  da  s a l a  e  8  o  número  de  c r i a nças  

que  pe rmanecem  na  s a l a .    

P a ra  que re r  i n f e r i r  na  r ea l id ade  a t r avé s  d o  j o go  men t a l ,  a l ém  

de  que  s e  po s sua  mesma  e s t r u tu ra  l óg i c a ,  é  p r ec i s o  q ue  o  núme ro  

quan t i f i cado r ,  c omo  s i gn i f i c ado  se j a  u t i l i za do  apena s  como 

s i gn i f i can t e .  Só  a s s im  cons i go  man ipu l á - l o  c he ga r  a  um  r e su l t a do  
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e  f a ze r  n ovamen te  a  t r a ve s s ia  e  re ca r r ega r  o  que  e ra  apena s  

s ímbo lo  de  r ea l i d ade .  

Podemos  a na l i s a r  um  ou t r o  exempl o ,  de s sa  ve z  u t i l i za r emos  

a  mode l agem  do  movimen t o  pe la  f ó rmu la .  Ve j amos  o  c aso :  S  =  So  

+  Vo t .  E s sa  fó rmu la  de sc r eve :  E spaço  é  i gua l  a  e spaço  i n i c i a l  

ma i s  ve l oc idade  i n i c ia l  ve zes  o  t empo .  Novamen te  o s  núme ros  

s e r ão  s i gn i f i cado  e  s i gn i f i c an te  e  f a r ão  o  e l o  de  l i ga ção  e n t re  a  

ma t emá t ic a  e  a  r ea l i d ade  p or  i n t e rméd io  da  f í s i ca .  

A  f í s i ca  a t ra vé s  de  e xpe r imen t os  ob se rva  que  um  ca r r o  pa r t e  

com uma  ve loc ida de  i n i c i a l  Vo ,  s em  a ce l e r aç ão ,  d e  um  

de te rm inado  pon to  So  e  va i  pe rco r r endo  d i s t ânc i a s  S  c om  o  

deco r re r  do  t empo  t .  No  f i na l  da  ob se r vação  t e re i  i núme ros  

r e su l t a do s  re l ac ionando  o  t empo  dec o r r i do  com o  e spaç o  

pe rc or r i do .  Ago ra ,  d e ixo  a  s i gn i f i ca ç ão  de  l ado  ob te nho  apenas  

pa re s  de  núme ro s .  As s im ,  e s se s  núme ro s  como  s imbo log i a  s ão  

ob j e to s  ma temá t i co s  e  p odem se r  en tã o  man ipu l ados  po r  e l a .  A  

pa r t i r  d a í ,  c on s igo  com o  aux í l io  d a  ge ome t r i a  ana l í t i c a  ma rca r  

ge ome t r i c ament e  e s se s  p a r e s  d e  número s  em  um  p l ano  c a r t e s i ano  e  

cons i go  deduz i r  que  e s se s  pon t os  re p r e se n t am  uma  re ta .  E  como 

sabemos  re ta s  s ão  de s i gnadas  po r  f unçõe s  a f i ns .  De  po sse  de s ses  

pon to s  f a c i lmen t e  encon t ro  a  f unção  que  de s i gna  e s sa  re t a .  E s sa  

função  se r á  ca pa z  de  i n f e r i r  e  p r eve r  que  d i s t ânc ia  o  c a r ro  

pe rc or r eu  depo i s  de  um  de t e rm inado  t empo  deco r r i do ,  mesmo  sem 

que  o  c a r ro  s e  mova ,  s em  a  expe r imen ta ç ão ,  po i s  e l a  r e su l t a r á  em  

núme ro s  que  num p r ime i ro  momen to  s ão  de sp rov i dos  de  

s i gn i f i cado  mas  q ue  em  se gu ida  p odem  se r  re t i r ados  do  a bs t ra t o ,  

s ob repos to s  no  c onc re to  pa ra  f a l a r  com uma  c e r t a  s e gurança  sob re  

a  r ea l id ade .   

Em  qua lque r  aná l i s e ,  a  re a l i dade  é  p as s í ve l  de  s e r  mode l ada  

pe la  ma t emá t i c a .  De s ta  a f i rma t i va  nova s  pe rgun ta s  su rgem.  A  

na tu re za  pode rá  s e r  mode la da  c omo um  t odo?  E  a  ma t emá t i c a  

s empre  que  s o l i c i t a da  s e r v i rá  d e  mode lo  t e ó r i co  e f ic a z?   
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Encon t ra r  uma  re spos ta  s a t i s f a t ó r i a  a  p r ime i r a  pe rgun t a  é  

mu i t o  d i f í c i l ,  s ó  s abe re i  s e  p os so  desc re ve r  a  na tu re za  c omo um 

todo  no  d ia  em  que  e f e t i v amen t e  conse gu i r  mode l á - l a  como  um 

todo ,  enquan to  i s so  não  a c on t e ce  s e rão  ape na s  con j e c tu r a s ,  e n t ão ,  

nã o  me  p r ende re i  d ema i s  a  e s sa  d i s cu s sã o .   

Que ro  d i s cu t i r  a  s egunda  ques t ã o  l eva n t ada :  a  ma t emá t i c a  

s e r v i rá  como  mode l o  e f i c a z  de  mode l a gem da  na tu re za?  Podemos  

e l e nca r  dua s  po s s íve i s  ob se rvaçõe s .  A  p r ime i r a  é  a  s e gu in t e  como  

fo i  d esc r i t o  no  exempl o  d o  mov imen to  d o  c a r ro  pa r a  que  a  

mode l agem  ac on te ç a  é  s empre  neces sá r i a  a  ob se rvação  po i s  a  

pa r t i r  de la  s e rão  enc on t r ados  núme ros  cobe r t os  de  s i gn i f i cados  e  

de s te s  s e r ão  ex t ra í do s  núme ro s  s i gn i f i can t e s  que  s e rã o  

ma t ema t ic ament e  man ipu l a dos  e  re su l t a r ão  na  ba se  t eó r i c a .  Tendo  

em  v i s t a  e s se  p roce s so  é  po s s í ve l  que  f a l hemos  na  obse rvação  e  

nã o  c ons igamos  um  mode lo  t eó r i co  t ão  e f i c i en te ,  j á  q ue  e s te  nã o  

e s t á  de sc r evendo  a  r e a l i dade  como  e l a  r ea lmen te  é .  É  o  ca so  da  

queb ra  do s  pa r ad igmas  c omo  oco r r eu  com  Ga l i l e u  (1564–1642 )  

que  a f i rmou  que  no s so  mode lo  não  e r a  ge ocên t r i co  e  s im 

he l i oc ê n t r i co .  

Mas  pen so  que  a i nda  há  a  pos s i b i l i da de  de  a  ob se r vação  

e s t a r  em  pe r f e i t a  consonânc ia  coma  re a l i dade  e   nã o  conse gu i rmos  

mode l á - l a  ma t ema t i c ament e .  I s t o  po rque  a  ma temá t i c a  é  um  

s i s t ema  f o rma l  q ue ,  como  v imos  n o  c ap í t u l o  an te r i o r  re l a c i onado  

ao  t eo r ema  de  Göde l ,  pa ra  s e r  c ons i s t en te ,  p re c i s a  e v i t a r  

pa ra doxos ,  t em  que  se r  i n comple t o ,  ou  s e j a ,  e s se  s i s t ema  possu i  

a f i rmaçõe s  que  s ão  i ndec id í ve i s ,  i s to  é ,  não  podem se r  j u l gadas  

como  ve rda de i ra  ou  f a l s a  d en t r o  da  p róp r i a  ma t emá t i c a .  É  p os s í ve l  

que  re co r r amos  um d i a  à  ma t emá t i c a  a  r e spe i t o  de  a l go  s ob re  a  

na tu re za  e  e l a  s impl esment e  s i l e nc ie .  Ou  se j a ,  que  pa r a  

exec u t a rmos  uma  mode l agem,  e s t a  n ece s s i t e  compo r t a r  um 

indec i d í ve l .   
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Des t a  f o rma  a  r e spos t a  ne ce s sá r i a  d e ixa  de  s e r  d ada  

comp le t amen t e  pe lo  s i s t ema  e  t e nha  de  s e r  i n ic i a lmen te  de c id ida  

po r  nó s .   

S e  a l gum  d ia  i s s o  oc o r r e r ,  ou  s e j a ,  b usc a rmos  uma  

mode l agem  ma t emá t i ca  pa ra  a  re a l i dade  e  e s sa  mode l a gem 

r e co r re r  a  um  indec id íve l ,  podemos  imag ina r  que  a  ma t emá t i c a  

nã o  é  a  l in guagem idea l  p a r a  a  de sc r i ç ão  da  re a l i dade .   

En t r e t an to ,  pa re c e -me  bem  r a zoáve l  que  a  ma t emá t ic a  po s sa  

r e a lmen te  desc re ve r  a  re a l i dade  no  momen to  que  e l a  s e  de scob re  

i n comp le t a ,  no  momento  q ue  e l a  s abe  q ue  nã o  da rá  con t a  de  t oda s  

s ua s  a f i rma t i va s ,  mu i t o  menos  de  t odas  a s  pe rgun t a s  f e i t a s  a  e l a  a  

r e spe i t o  de  ou t r os  s i s t emas .   

Con tudo ,  a t é  a gora ,  me smo  com queb ra s  de  pa ra d i gmas ,  a  

ma t emá t ic a  consegu e  embasa r  t e o r i a s  f í s i ca s  c om ex t rema  

e f i c á c i a .  A t é  po r que  a s  q ueb ra s  de  pa ra d i gmas  fo r am f e i t a s  no  

âmbi t o  da  f í s i ca ,  d a  obse rvação .  Quando  a  g r av i t a ção  da  f í s i c a  

c l á s s ic a ,  c omo  j á  f o i  c i t a da ,  é  e s t remec ida  pe l a  t eo r i a  d a  

r e la t i v i dade  o  que  é  po s to  a  p r ova  é  a  ques t ã o  f í s i c a  po i s  a  

ma t emá t ic a  da  t e o r i a  da  g r av i t a ç ão  é  ex t remamen t e  cons i s t en t e  e  

e f i c a z .  Se  ao  i nvés  de  E in s te i n  ( 1879–1955 ) ,  Newton  e s t i ve r  

co r re t o  não  há  nenhum  p rob lema  c om  a  ma t emá t i c a  re sponsá ve l  

pe la  t e o r i a  da  g r av i t a ção .    

D es t a  f o rma ,  s e rá  que  o  t e o rema  de  Göde l  vem como  o 

s i l ê nc io  daqu i l o  que  não  se  p ode  f a l a r?  Ao  nos  da rmos  con t a  da  

i n comp le t ude  ma temá t i ca  a  d e s ca r t a remos  como  l i nguagem 

incapa z  ou  no s  da remos  con t a  da  s ua  e f i c i en te  capac i dade  de  

r ep re se n t aç ão  da  re a l i dade?   
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Conclusão 

 
“  Sem  dúv ida  j á  l he s  p e r gun ta ram  mui ta s  ve ze s  pa ra  que  

s e r ve  a  ma t emá t ic a ,  e  s e  e s sa s  de l i c ada s  cons t ruçõe s  q ue  t i r amos  

i n te i ra s  d e  no s so  e sp í r i to  não  são  a r t i f i c i a i s ,  c onceb i da s  po r  no s so  

cap r ic ho .   

 En t r e  a s  p es soa s  que  f a zem e s sa  pe rgun ta ,  de vo  f a ze r  uma 

d i s t i nç ã o ;  a s  pe s soa s  p rá t i c a s  r ec l amam de  nós  ape na s  um  me io  de  

ga nha r  d i nhe i ro .  Es t e s  n ão  me recem re spo s ta ;  é  a  e l e s ,  a n t e s ,  que  

conv i r i a  pe rgun t a r  pa ra  que  s e rve  a cumu la r  t a n t a s  r i que zas  e  s e ,  

pa ra  t e r  t empo  de  adqu i r i - l a s ,  é  p re c i so  ne gl i genc ia r  a  a r t e  e  a  

c i ê nc ia ,  a s  ú n i ca s  que  podem  nos  p ropo rc io na r  e sp í r i t o s  capa zes  

de  u su f ru í - l a s .  E  po r  cau sa  da  v ida  pe rdem-se  a s  ra zõe s  de  v ive r .   

 A l i á s  uma  c i ênc ia  un ic ament e  f e i t a  t endo  em  v i s t a  

ap l i c açõe s  é  impos s í ve l ;  a s  ve rdade s  só  s ã o  f ecunda s  s e  f o rem 

l i gada s  uma s  a s  ou t ra s .  Se  no s  p re nde rmos  soment e  àque l a s  d as  

qua i s  s e  e spe ra  um  r e su l t ado  imed i a t o ,  f a l t a r ão  o s  e l o s  

i n te rmed i á r io s ,  e  não  ha ve rá  ma i s  c ade i a .  

  A  ma temá t i ca  t em  um t r í p l i ce  ob j e t i vo .  Deve  fo r nece r  um 

in s t r umen to  pa ra  o  e s t udo  da  na tu re za .  ( . . . )  Tem  um ob j e t i vo  

f i l o só f i co  e ,  ou so  d i ze r ,  um ob j e t i vo  e s té t i c o .  

 ( . . . )  Se us  adep t os ,  s ob re tudo  encon t r am  ne l a  f r u i çõe s  

aná loga s  à s  p ropo rc io nada s  pe la  p i n t u ra  e  mús ic a .  Admi ram  a  

de l i c ada  ha rmoni a  dos  núme ros  e  d a s  f o rma s ;  ma rav i l ham-se  

quando  uma  nova  de scobe r t a  lh e  ab re  uma  pe rspec t i va  

i n espe rada . ” 52 

 

Hen r i  Po inca r é  

 

O  Teo rema  de  Göde l  v em  como  so lução  da  t e rc e i r a  c r i s e  no s  

fundamen to s  da  ma t emá t i c a .  Es sa  c r i s e  é  r e su l t ado  da  apa r iç ão  de  

                                                           
52 POINCARÉ, Henri.O Valor da Ciência. Rio de Janeiro: Contraponto Editora, 1995. p. 89 
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pa ra doxos  ma t emá t icos ,  que  i n i c ia lmen t e  e ram  exc lus i vo s  da  

l i nguagem u sua l ,  que  s u r gem com  o  de se nvo lv imen to  da  t e o r i a  do s  

con j un t os  de  Can to r .  

Con tudo ,  o  t e o rema  da  i nc omp le tude  va i  mui to  a lém  do  que  

s e r  s oment e  a  s o lução  de  uma  c r i s e ,  po i s  na  ve rdade  ev idenc i a  a  

l im i t a çã o  da  ma temá t i ca  como  l i nguagem.  

I s to  oco r r e  da  s e gu i n t e  mane i ra :  

Con segu imos  mos t ra r  que  os  ob j e t os  ma t emá t ic os  s ão  id ea i s ,  

nã o  e s t ando  na  r ea l i d ade .  Con t udo ,  d e  fo rma  a l guma  e s sa  au sênc i a  

de  ob j e to s  na  re a l i dade  impede  a  ma t emá t i c a  de  mode l a r  e  

de senvo l ve r  t eo r i a s  a bs t ra ta s  s ob re  o  re a l .  I s t o  p orque  a  f í s i c a ,  

que  po s su i  ob j e to s  r ea i s ,  f az  p r opos ições  a ce rc a  da  r e a l i dade .  

Como  a  f í s i c a  pos su i  a  mesma  e s t ru tu r a  l óg i c a  da  ma temá t i ca ,  e l a  

conse gue  a t ra vé s  d os  n úme ro s  co r re sponde r  ob j e to s  re a i s  a  

e s t r u t u ra s  ma t emá t i c as .  

En tã o ,  su rge  a  s en sa ção  que ,  s a l vo  a s  ve ze s  em  que  a s  

p ropos i çõe s  f e i t a s  pe l a  f í s i ca  a  re spe i to  da  re a l i dade  não  se j am 

p ropos i çõe s  que  ve rdade i ramen te  co r r e spondam  a  e s sa  r e a l i d ade ,  

s empre  pode remos  dese nvo l ve r  t e o r i a s  e f i c a ze s  de  mode l agem e  

i n f e rê nc ia  a t r avés  do  a r sena l  ma t emá t ic o .  

Con tudo ,  em  1931 ,  Göde l  demon s t r a  q ue  a  ma t emá t i c a  pa r a  

s e  l i v r a r  da s  con t rad i ções  e  p a r adoxos  que  ameaçam  sua  

ex i s t ê nc ia ,  po i s  s e  e l a  o s  con t i ve r  t udo  que  f o r  ge rado  ne s sa  

t e o r i a  n ão  se r á  conf i á ve l ,  d eve  s e r  i n comp le t a ,  o u  s e j a ,  n ão  é  

capa z  de  dec i d i r  sob re  t udo  den t ro  do  se u  p rópr io  s i s t ema .  

S e  pe nsa rmos  a  ma temá t i ca  c omo co rpo  de  c onhec imen to  p o r  

s i ,  a pe na s  como  ob j e t i vo  e s t é t i co ,  e s se  t e o rema  t ra z  o  des l umbre  

pe la  e s t ra té gi a  de  s ua  demons t ra ç ão  e  ge ra  a penas  o  i ncômodo  de  

de te rm inada s  ve ze s  s e rmos  ob r i gado s  a  pa ra r ,  d ec id i r  s ob re  

a l gumas  a f i rma t i va s  e  re co locá - l a s  no  s i s t ema  como  ve r da de i r a s  

ou  f a l s a s  pa ra  da rmos  con t i nu idade  ao  n os so  j o go  men t a l  s em 

p rob l emas .  
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Mas  se  vemos  a  ma t emá t i c a  s e gundo  um  ou t ro  ob j e t i vo ,  

como  i ns t rumen to  de  e s tu do  da  na t u r e za ,  o  t e o r ema  de  Göde l  t r a z  

à  to na  o s  l im i te s ,  o u  s e j a ,  a  i ncomple tude  do  s i s t ema  ma t emá t i co ,  

da  l i nguagem que  desc re ve  o  mundo .  

  Enquan to  e s t á  t udo  a pa re n t ement e  confo r t áve l  e  a  

ma t emá t ic a  cons egue  t eo r i za r  s ob re  o  e spaç o  e  o  movimen to ,  

vamos  con t i nua r  a  e xa l t á - l a  como  um s i s t ema  fo r t e ,  po te n t e  e  

e f i c a z  ( que  re a lmen t e  é )  c apa z  de  i n f e r i r ,  p re ve r  e  de sc r eve r ,  

vamos  c on t i nua r  a  nos  ma ra v i l ha r  com seu s  núme ro s  e  sua s  

f ó rmu la s .   

Mas  s e  a l gum  d ia  e l a  r e so lve r  s i l e nc i a r ,  a  re spe i t o  do  

mundo ,  e  d e ixa r  como  t a re f a  no s sa  d ec id i r ,  d evemos  pa ra r  e  

pe nsa r  que  s ó  de s ta  mane i ra  e l a  pode  e s t a r  s endo  re a lmen te  e f i c a z  

s endo  a  ún i c a  a r t e  q ue  os  s en t i do s  não  c ap tam ,  a pena s  a  r a zão .  
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Galeria de Fotos Galeria de Fotos 

Vila de Gödel em Brno 
Gödel e seu irmão Rudolf (a 
esquerda) 

Retrato de casamento: Gödel e 
Adele 

O jovem estudante Gödel na 
Universidade de Viena 

Recebimento de grau 
Honorário na Universidade de 

Rockefeller  

Gödel e sua mãe Marianne 
com Oskar Morgenstern 
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Fotos retiradas do site da Kurt Gödel Society . Disponível em: kgs.logic.at 

 

Galeria de Fotos 

Einstein e Gödel, 13 de Maio 
de 1947 Gödel em sua sala, Princeton 

Um dos boletins de Gödel 
Gödel em frente ao quadro 

negro  

Gödel em seu escritório 
Oskar Morgenstern e Gödel 
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Apêndice  

 

Aqui ,  c op i l amos ,  a  t í t u l o  de  ca t á l ogo ,  a s  demons t ra çõe s  

ma t emá t ic a s  do s  re su l t ados  comen tados  no  co rpo  da  d i s se r t a ç ão .  

A  seqüênc i a  do  t eo remas  ap resen t ado s  é  o  de  s ua  a pa r i ç ão  no  

t e x to  p r i nc ipa l .  

A s  d i f i cu ldades  va r i am ,  i ndo  de  demon s t r açõe s  bas t an t e  

comp reens íve i s  po r  um  l e i t o r  l e i go  a t é  a l gumas  que  ex i gem  os  

o lhos  e spec ia l i s t a s  d e  ma temá t i co s  expe r i en te s .  

 

TEOREMA  1 :  2  é  um número  i r r ac iona l  

 

DEMONSTRAÇÃO :   

 

F a remos  e s ta  demons t ra ç ão  po r  ab su rdo .  

Suponha  2  um  núme ro  ra c io na l .   

A ss im ,  podemos  e sc r eve r   

( 1 )  
b

a
=2 ,   

o nde  ba,  s ão  i n t e i ro s  e  p r imos  en t re  s i 53.  

 

P odemos   e l e va r  ao  quad rado  a  i gua ldade  (1 )   ob t e ndo :  

 

( ) 22
2

22
2

222 ba
b

a

b

a
=⇔=⇒







=   ( 2 )  

 

De  (2 )  conc lu ímos  que  2a  é  um  núme ro  pa r ,  e  

conse qüen temen te  a  t ambém é  um  núme ro  pa r   

Podemos ,  e n tão ,   e sc re vê - l o  da  s e gu in te  mane i ra :   

 

                                                           

53  Dois números a  e b  são primos entre si quando o mdc ( ) 1, =ba , em outras palavras 
b

a
 é 

uma fração irredutível 
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( 3 )   na 2=  

 

A ss im ,  s ubs t i tu in do  (3 )  em (2 )  t e r emos :  

 

2222 224 nbbn =⇒=  ( 4 )  

 

De  ( 4 )   ob temos  que  2b  é  um  número  pa r ,  e  

conse qüen temen te  b  t ambém é  um  núme ro  pa r .  

Des t a  f o rma ,  p odemos  conc lu i r ,  que  a  e  b s ão  núme ros  

pa re s .   

Chegamos  a s s im  a  um  ab su rdo  po i s  s upomos  que  e le s  e ram 

p r imos  e n t re  s i .  

A ss im ,  2  n ão  é  um  núme ro  ra c iona l ,  p e l o  p r in c íp i o  da  não  

con t rad i ção  e  do  t e r c e i ro  e xc lu íd o  conc lu ímos  e n t ão  que  2  é  um  

núme ro  i r r ac i ona l .  Como que r íamos  demons t ra r .  

 

TEOREMA  2 :  O con jun t o  do s  números  Rac iona i s  é  enumeráve l .  

 

DEMONSTRAÇÃO :   

 

Pa ra  demons t ra r  e s se  t e o r ema  p re c i s a remos  de  do i s  t e o remas  

aux i l i a re s  o  t e o r ema  2 . 1  e  o  t e o r ema  2 . 2 .  Ve j amos :  

 

TEOREMA  2 . 1 :  O con jun to  do s  números  Rea i s  a l géb r ico s  é  

enumeráve l .  

 

DEMONSTRAÇÃO :   

 

D e f in iç ã o :  Se j a  a  equação   

 

f (x )  =  0... 01
2

2
2

2
1

1 =++++++ −
−

−
− axaxaxaxaxa n

n
n

n
n

n    ( 1 )  
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Dizemos  que  o  í nd i c e  da  e quação  (1 )  é  o  n úme ro :  

 

01221 ... aaaaaan nnn +++++++ −−     (2 )  

 

Podemos  f a ze r  uma  t a be la  re l ac i onando  í nd i c e  e  equaçõe s ,  c omo 

vemos  no  exemplo :  

 

Í nd ic e  Equaçõe s  

2    0=x  

3   02 =x ,  02 =x ,  01 =+x ,  01 =−x  

4   03 =x ,  02 =x ,  02 =x ,  02 =x ,  01 =+x ,  01 =+x ,  01 =+x ,  

01 =+x ,  01 =+x  

 

E  a s s im  po r  d i an t e .  

 

Fa r emos  a s s im,  a  l i s t a gem  com todos  o s  novos  n úme ros  a l géb r ic os  

p roven i en te s  da s  equaçõe s  da  t a be la  ac ima .  

Se  pa ra  cada  í nd i ce ,  d i spuse rmos  o s  núme ro s  em  o r dem c r e scen t e ,  

ob t e remos  a  s e qüênc i a :  

( 3 )    0 ;  -1 ,1 ;  - 2 ,
2

1
− ,

2

1
, 2 ;  -

3 ,
2

15 +
− , 2− ,

2

2
− ,

2

15 −
− ,

3

1
− ,

3

1
,

2

15 −
,  
2

2
, 2 , ,

2

15 +
3 ;  4 , . . .  

 

O  núme ro  0  vem  da  ún i ca  e quação  de  í nd i c e  2 ,  o s  núme ro s  –1  e  1  

da s  equações  de  í nd i ce  3 ,  e  a s s im  por  d ian t e .  Pa ra  qua lque r  í nd i c e  

n  f i xo ,  o  núme ro  de  equações  é  f i n i to ,  po rque  o  g r au  n  e  os  

coe f ic i en te s  0,...,aan  e s t ão  re s t r i t o s  a  um  con jun t o  f i n i to  de  

i n te i ros .  A lém  d i s so ,  t emo s  um  t e o rema  que  nos  d i z  que  dado  um 

po l i nômio  de  g r au  n ,  e s se  p o l i nômio  t e rá  n  ra í ze s .  

Po r t an t o ,  t odo s  os  núme ros  re a i s  a l géb r i c os  vão  apa rec e r  n a  

s eqüênc ia  ( 3 ) .  
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Logo ,  podemos  co r r e sponde r  o s  e l emen to s  da  s e qüênc i a  ( 3 )  ao s  

na tu ra i s .  

Conc l u ímos  de s ta  mane i ra  q ue  os  núme ro s  Rea i s  a l gé br i co s  s ã o  

enume ráve i s .  

 

TEOREMA  2 .2 .  Um subcon jun to  f i n i to  de  um  con j un to  enumeráve l ,  

é  e numeráve l  

 

DEMONSTRAÇÃO :   

 

S e j a  M  um  subcon jun t o  i n f in i t o  de  um  c on j un to  e nume rá ve l  

S ,  d i gamos  { },...,,, 4321 aaaaS = .  Se j a  
1i

a o  p r ime i ro  e lemen to  de  S que  

t ambém  e s te j a  em  M ,  
2i

a ,  o  s e gundo ,  e  a s s im  por  d i a n t e .  En tão  M 

se r á  o  con jun to :  

{ },...,,
321 iii aaaM =   

que ,  obv iamen t e  é  enume ráve l .  

 

Des t a  f o rma ,  c omo o  con j un t o  d os  núme ro s  Rac iona i s  é  um  

subcon jun to  do  con j un to  do s  Rea i s  a l géb r i co s ,  e  pe lo  t eo r ema  2 . 1  

demons t ramos  que  o s  Rea i s  a l géb r i co s  s ão  e numeráve i s .  Podemos  

conc lu i r ,  pe lo  t eo r ema  2 .2 ,  q ue  o s  Rac iona i s  t ambém sã o 

enume ráve i s ,  ou  s e j a ,  p odem  se r  po s to s  em  c o r r e spondênc i a  com 

o s  Na tu ra i s .  

 

TEOREMA  3 :  O con jun t o  do s  números  Rea i s  é  não  enumeráve l  

 

DEMONSTRAÇÃO :   

 

Em v i r t ude  d o  t eo rema  2 .2 ,  s e r á  s u f i c i en te  mos t ra r  e s t e  f a t o  

pa ra  o s  núme ro s  Rea i s  en t re  0  e  1 ;  e s pec i f i camen te  pa ra  os  

núme ro s  Rea i s  x ,  s a t i s f a ze ndo  0<  x  ≤1 ,  d e  modo  que  1  e s te j a  
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i n c lu ído  e  0 ,  e xc l u í do .  Suponhamos  que  o  c on jun to  do s  núme ro s  

Rea i s  e n t re  0  e  1  f o s se  enume ráve l ,  d i gamos  

 

,...,,, 4321 rrrr  

 

E sc re vamos  e s te s  núme ros  em  f o rma  dec ima l ,  e v i t ando  

r ep re se n t açõe s  f i n i t a s  p e lo  uso  da  f o rma  in f i n i t a  pe r i ód i c a 54 em 

ta i s  c a so s .  Po r  e xempl o ,  o  número  
2

1
 se r á  e sc r i t o  c omo 0 , 49999 . . .  

e  n ão  0 ,5 .  Te r í amos  

 

,...,,,,0 141312111 aaaar =  

 

,...,,,,0 242322212 aaaar =  

 

,...,,,,0 343332313 aaaar =  

 

Con s t ru i remos ,  a gora ,  um  núme ro  

 

,...,,,,0 4321 bbbb=β  

 

da  s e gu in te  mane i ra .  Se j a  1b  qua l que r  a l ga r i smo  en t re  1  e  9  po rém 

d i f e re n t e  de  11a .  Ana logament e ,  s e j a  2b  qua lque r  a l ga r i smo  nã o  

nu l o ,  d i f e re n t e  de  22a .  Em ge ra l ,  s e j a  kb  qua l que r  a l ga r i smo  nã o  

nu l o ,  d i f e r en te  de  kka .  En t ão  o  n úme ro  β  é  d i f e re n t e  de  1r  ( po i s  

e l e s  d i f e r em  na  p r ime i ra  ca sa  de c ima l ) ,  é  d i f e ren te  de  2r  ( po i s  

e l e s  d i f e r em  na  se gunda  c a sa  dec ima l ) ,  e  gene ra l i z ando ,  é  

d i f e re n t e  de  nr  ( po i s  e l e s  d i f e rem  na  n -é s ima  c a sa  dec ima l ) .  

Po r t an t o  β  d i f e re  de  c ada  um dos  sr ' .  Mas  β  é  um  núme ro  Rea l  

en t r e  0  e  1  e  ob t emos  a s s im  uma  c on t rad i ç ão .  

                                                           
54  Já foi demonstrada anteriormente a possibilidade dessa substituição 
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Logo ,  o  con j un to  d os  núme ro s  Rea i s  en t r e  0  e  1  é  nã o  

enume ráve l .  Pe l a  nega t i va  do  t eo r ema  2 .2  conc lu ímos  que  o  

con j un t o  do s  núme ro s  Rea i s  é  não  e nume rá ve l .  

 

TEOREMA  4 .  Teorema  de  Can to r :  Para  qua lquer  A ,  A  >  )(AP    

DEMONSTRAÇÃO :   

S uponhamos  que  ϕ  é  uma  função  de  A  sob re  )(AP  

S e j a   z  =  { x∈A /  ~  x∈ϕ (x ) } .  

En tã o  z⊆A.   

S e  z  =ϕ ( y )  pa ra  y∈A en t ão :  

  y  ∈  z  →  ~y∈ϕ ( y )→  ~  y∈z  e   

~  y∈  z  →   y∈ϕ  ( y )→  y  ∈  z ,  o  q ue  é  imposs í ve l .  

 

TEOREMA  5 .  Cons i s t ênc ia  da  Hipó t e se  do  Con t ín uo (HGC)  e  do  

Ax ioma  da  E sco lha  (AE) 55 

 

DEMONSTRAÇÃO :  

 

 Começa remos  f a zendo  uma  de f i n i çã o .  

DEFIN IÇÃO .  Se ja  X  um con j un to .  O  con jun to  X '  é  d e f in i do  como  

sendo  a  un ião  de  X  e  o  c on jun to  de  todos  os  con jun tos  y  para  

os  qua i s  e x i s t e  uma  fó rmula ,(zA 1t , . . . kt )  em  Zerme lo -Fraenke l  

                                                           
55 Essa demonstração foi baseada na demonstração feita por Paul Cohen. Retirada de: GÖDEL, 
Kurt. O Teorema de Gödel e a Hipótese do Contínuo. Lisboa: Editora da Fundação Calouste 
Gulbenkian, 1979. Página 104 a 127 
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(ZF)  ta l  que  se  A x  r ep re sen ta  A  com  todas  a s  var i áve i s  l i gadas  

re s t r i t a s  a  X ,  e n tão  para  a lgum it  em X  

),...,,(/{ 1 kX ttzAXzy ∈=  

     No t e  que ,)(' XXPX ∪⊆  XX =' se  X  é  in f in i t o  ( e  supomos  

Axioma  da  Esco lha ) .   

 

      X'  pode  se r  e xpr imíve l  in t e i ramen t e  den t r o  de  ZF 56.  

DEFIN IÇÃO .  Se  0  n  α ,  de f i n imos  M a  f azendo  ∅=0M  e  

)( β
αβ

α MM
<

= U  

DEFINIÇÃO .  Um   c on jun t o    x    é   cons t ru t í ve l   s e    ∃ α ,  0  n  α  e  

αMx∈  

Como XXPX ∪⊆ )('  t odos  o s  con jun t o s  cons t ru t í v e i s  são  bem 

fundados  e  se αMx∈ ,  a  ordem de  α≤x .   

Es ta  c ons t ruç ão  e s t á  r e l ac ionada  com a  de f i n ição  de  

con jun to s  bem  fundados  e  com a  demons t r a ção  de  cons i s t ê nc i a  

do  Axi oma  da  Regu l a r i dade .   

Repre sen t a r emos ,  ago ra ,  a  c l a s se  do s  c on jun to s  

cons t r u t í ve i s  po r  L  de  modo  que  Lx∈  s i gn i f ique  apena s  que  x  é  

cons t r u t í ve l  ( e  não  que  L é  um con jun to ) .  

 

Logo ,  pa ra  qua lque r  fó rmula  A, LA  r e p re sen t a  a  fó rmula  A  

com  todas  a s  va r i áve i s  r e s t r i t a s  c ons t r u t í ve i s .   

 

O  ax ioma  da  Cons t r u t i b i l i dade  no s  d iz  que  t odo  con j un to  é  

cons t ru t í ve l .   

 

                                                           
56 Cohen faz essa demonstração rigorosa. 
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Se j a  a  c l a sse  un ive r sa l  f o i  r ep r e sen tada  p or  V ,  a s s im ,  

podemos  e sc r eve r  V=L.  

Como a  nos sa  de f i n i ção  de  αM  f o i  f e i t a  po r  uma  i ndução  

bas t an te  s impl e s  é  f ác i l  v e r  que  pode  se r  fo rma l i zada  em Z  F  .   

 

As s im ,  a  f r a se  dec l a ra t i va  V=L é  uma  ún ic a  f r a se  de c l a -

r a t i va  em ZF.   

 

Os  r e su l t a dos  p r i nc ipa i s  são  os  segu in te s :  

 

TEOREMA  5 . 1 .  Se  A  é  um ax ioma  de  ZF ,  en tão  LA  é  demons -

t ráv e l  em  ZF .  

DEMONSTRAÇÃO :  

Cons ide ra r emos  e s t e  t e o rema  o  t eo rema  segundo  o  qua l  o s  

ax iomas  são  sa t i s f e i t os  em L .  Pa ra  a l guns  do s  ax iomas  a  

demons t r aç ão  é  t r iv i a l .  

1 .  Uma  vez  que  L∈∅ ,  o  Ax ioma  do  Con jun to  Vaz io  é  

sa t i s f e i t o  em L .  

2 .  Uma  ve z  que  XXPX ∪⊆ )('  pa r a  todo  X,  segue - se  que  se  

αMx∈  e  xy∈  en t ão  β
αβ
My

<
∈ U  e  a s s im  Ly∈ .  Logo  c ada  αM  é  

t r a ns i t i vo  e  a s s im  se  Lx∈ , Lyxy ∈→∈ .   Por tan to ,  o  Axioma  da  

Ex t en s i ona l idade  é  sa t i s f e i t o  em L.  

3 .  Suponhamos  ago ra  αMx∈ , βMy∈ , βα ≤ .  En tão  x  e  y  es t ão  

ambos  em βM .  Ora  )}(&/{},{ yzxzMzzyx =∨=∈= β  de  modo  que  

1},{ +∈ βMyx .  Por tan to ,  o  Axioma  dos  Pa re s  não-Ordenados  é  

sa t i s f e i t o  em L .  

4 .  Se  x  e  M a ,  o  con jun to )}&&(&/{ yzxyMyyMzz ∈∈∈∃∈ αα  

es t á  em  1+αM .  Mas  uma  vez  que  αM  é  t r a ns i t i vo  e s t e  é  
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exac t amen te  o  con jun to  soma  de  x  e  a s s im  o  Axioma  do  Con-

jun to  Soma  é  sa t i s f e i to  em   L .  

5 .  Pa ra  demons t r a r  o  Axioma  do  I n f i n i t o  enunc i amos  p r i -

me i ro  do i s  l emas  que  ma i s  ta rde  se rão  ú te i s .  

LEMA  5 .1 .  Se ja  A  ( x )  a  f ó rmu la :  x  é  um o rd ina l .  En tão  

))).()((( xAxALxx L↔→∈∀  Em ge ra l  se  X  é  um con jun to  t ran s i t i vo  

qua lque r  ou  uma  c l as se ,  ).()( xAxA X↔  

DEMONSTRAÇÃO .   

A  pa r t i r  do  Axioma  da  Regu l a r i dade ,  a  c ond i ção  de  x  s e r  um 

ord ina l  é  uma  cond i ção  apena s  sobr e  os  e l emen tos  de  x .   

Uma  vez  que  L  é  t r an s i t ivo  e s t a  c ond i ção  é  por t an to  a  

mesma  quando  r e l a t i v iz ada  a  L  .  

LEMA 5 .2 .  Para  t odo s  os  ord i na i s  ,α  1+∈ αα M .  

DEMONSTRAÇÃO .  

É óbv io  que  1M∈∅ .  Se ja  α  o  p r ime i r o  α  pa r a  o  qua l  o  l ema  

é  f a l so .  En t ão ,   

 

 

Se ja  A  ( x )  a  fó rmula :  x  é  um ord i na l .  Uma  vez  que  X  é  t r an -

s i t ivo  e  p e lo  lema  a c ima  se  tem que  )).()(( xAxAXx X ↔→∈  

O con j un t o  )}(/{ xAXx X∈=γ  é  a s s im  um con jun to  de  o r d ina i s  

e  p e l a  t ra ns i t iv ida de  de  X é  na  ve rdade  e l e  p r ópr i o  um  ord ina l  

que  excede  t odos  os  o rd ina i s  αβ < e  por  i s so  αγ ≥ .   

Pe la  t r a ns i t i v i dade  de  X' ,  1' +⊆∈ αα MX .  

Uma  vez  que  ω  e s t á  a s s im  em L,  demons t r amos  o  Ax ioma  

do  I n f in i t o .  

6 .  A  demons t r a ção  do  Ax ioma  da  Regu la r idade  é  t r i v i a l .  

.1 γ
αγ

β ββαβ MXM
≤

+ =∈→∈→< U  
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7 .  O  p r ime i ro  ax ioma  não- t r i v i a l  a  se r  cons i de rado  é  o  

Axioma  do  Con jun to  Po tênc i a .   

Se ja  Lx∈ .   

Se ja  P  (x )  o  con jun to  po tê nc i a  de  x  e  P L ( x )  

= }&)(/{ LyXPyy ∈∈  .  

 Para  cada  y  ∈ P L ( x )  se ja  ϕ ( y )  =  pr ime i r o  α  t a l  que  y  

αα M∈ .   

Pe lo  Axi oma  da  Subs t i t u i ç ão  ex i s t e  um  o rd ina l  β  que  é  o  

sup  dos  o rd ina i s  no  con t r adomín io  de  ϕ .   

Logo  βMyxPy L ∈→∈ )( .   

Cons ide remos ,  a gora ,  o  con jun to  

))}((&/{ xtytMttMyy ∈→∈→∈∀∈ ββ .  Es t e  con jun to  e s t á  em  'βM  e  

é  obv i amen te  igua l  a  P L ( x ) .  Logo  )(xPL  é  cons t r u t í ve l  o  que  

impl ic a  que  o  Axioma  do  Con jun to  Po t ênc ia  é  sa t i s f e i to  em L.  

8 .  Por  f im  ve r i f i ca r emos  o  Axi oma  da  Subs t i t u i ção  em L .  

Se j a  ),...;,( 1 nttyxA  uma  fó rmula  em  ZF e  se ja  LA  a  f ó rmul a  

r e l a t i v i zada .  Se  Lti ∈  e  LA  de f ine  y= ϕ ( x )  como  uma  função  

un ívoca  em L ,  t emos  que  mos t r a r  que  se  Lu∈ ,  o  con t r adomín io  

v  de  ϕ  sob re  u e s tá  em L .  

LEMA 5 .3 .  Se ja  y= ϕ ( x )  uma  f unção  un í voca  de f in i da  po r  

uma  fó rmul a  ),...;,( 1 nttyxA  para  a lg um it  e  ta l  que  Lx∈  imp l i ca   

ϕ ( x ) L∈  S e  Lu∈  e n t ão  Lw∈∃  t a l  que  se  v  é  o  c on t ra -domín io  

de ϕ  sobre  u ,  en t ão  wv ⊆  
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DEMONSTRAÇÃO .   

Pa ra  cada  x  em  u  se j a  g(x )  o  p r imei ro  α  t a l  que  αϕ Mx ∈)( .  

Se j a  }/)(sup{ uxxg ∈=β .  Obviament e  βMv ⊆  e  LM ∈β .  

Se j a  ),...;,( 1 nttyxA  uma  f r a se  de c l a r a t iva  que  e s t á  r e la t i v i zada  

a  L  e  t a l  que  pa ra  ntt ,...1  p a r t i c u l a r e s  de f ine  y= ϕ ( x )  como uma  

função  un ívoca  em L.  Se ja  Lu∈  e  se j a  v  o  ccn t r adomín io  de  ϕ  

sob re  u .  Pe lo  nosso  l ema ,  ex i s t e  um α  t a l  que  αMv ⊆ .   

As s im ,  podemos  supor  que  nttu ,..., 1  t ambém  pe r t e ncem a αM .  

Fa zendo  M a  o  con jun t o  S  do  t eo rema  de  Lövenhe im-Sko lem  

de sc r i t o  aba ixo :   

TEOREMA  5 . 1 . 1 .  Se ja  ),...( 1 nxxA uma  f ó rmu la  em ZF  em que  t oda s  

as  v ar i áv e i s ,  l i v re s  e  l i gadas ,  s ão  re s t r i t a s  p ara  e s ta r  em  

L ( i s to  é ,  A  e s tá  r e l a t i v i zado  a  L ) .  Se j a  LS∈  .  Ex i s t e  LS ∈'  t a l  

que  SS ⊇'  e  para  t odo  ,'Sxi ∈  

),...,(),...( 1'1 nSn xxAxxA ↔  

A pa r t i r  da í  ,  t emos  que  pa ra  a l gum  'S em 

L , ),...,(),...( 1'1 nSn xxAxxA ↔  pa r a  t odo  x , y  em  'S .  Sabemos  que βMS ∈'  

pa r a  a l gum  β  d e  modo  que  uma  ve z  que  

)},...,;,(&/'{ 1' nS ttyxAuxSyv ∈∃∈= ,  v  é  de f i n i do  pe l a  c ond i ç ão  que  

t oda s  a s  va r i áve i s  são  r e s t r i t a s  a  βM  l ogo  1)'( +=∈ ββ MMv  de  

modo  que  Lv∈  e  o  Ax ioma  da  Subs t i tu i ç ão  é  sa t i s f e i to .  

De s t a  mane i r a ,  o  t e o rema  5 .1  e s t á  comple t amen t e  

demons t r ado .  
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TEOREMA 5 .2 . (V=L) L  é  demons t ráv e l  em  ZF .  

 

DEMONSTRAÇÃO :  

 

Pa ra  demons t r a rmos  o  t eo rema  5 . 2  é  n ec essá r io  an te s  

mos t r a r  que  a  r e l aç ão  Y  = X '  pode  se r  expre ssa  em ZF  e  que  

conseqüen t emen t e  a  p ropos i ção  V=L  t ambém  pode  se r  expr e ssa  

em ZF .   

Pa ra  cada  0≥r  s e j a  X r  o  con jun to  de  t odo s  o s  con jun to s  S  d e  

n  e l emen to s  < nxx ,...,1 >  pa ra  os  qua i s  e x i s t e  uma  fó rmula  

),...,;,...,( 11 mn ttxxA )  com exa tamen te  r  quan t i f i c adore s  e  Xti ∈  t a l  

que  )}.,...,();,...,(/,...{ 111 mnXn ttxxAxxS ><=  

Agor a ,  mos t r a r emos  que  a  r e l aç ão  Y=X r  é  e xpr im íve l  em  

ZF .   

A  r e l aç ão  Y=X 0  é  expre s sa  e numerando  t oda s  a s  f ó rmu la s  

sem quan t i f i c adore s  e  po r  indução  sob re  o  compr imento  da s  

fó rmula s ,  u t i l i z ando  a s  d ive r sa s  ope r ações  de  Boo le  e  

de f in i ndo  os  con jun to s  S  que  r e su l t am de  c ada  fó rmula .   

Por  i ndução  em r  de f ine - se  agor a  Y=X r  d i zendo  que  um  

con jun t o  S  de  n - t up lo s  pe r t e nce  a  X r  se  ex i s t e  um con jun to  T  de  

(n  +  l ) - tup lo s  em  X r - 1  t a l  que  

< ,,..., 01 XxSxx n ∈∀↔>∈ < Txx n >∈,...,0 ou  se  e x i s t e  um con jun to  T  de  

(n  + l ) - t up los  em X r - 1  t a l  que  < ,,..., 01 XxSxx n ∈∀↔>∈ < Txx n >∈,...,0 .   

Então  X'  é  f i na lmen t e  de f in i do  como  a  un ião  de  X e  o  

con jun t o  de  t odos  os  con jun t o s  de  1 - t up l os  que  oc or r em em 

qua lque r  X r .   

Uma  vez  que  os  c on jun to s  αM  f o r am  de f in i dos  por  uma  

s imple s  indução  t r ans f in i t a  em  te rmos  da  ope r ação  X →X' ,  é  

c l a ro  que  V=L é  expre s so  como uma  f ra se  dec la r a t i va  de  ZF .  
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Pa ra  demons t r a r  o  t e o rema  5 . 2 ,  p re c i samos  a inda  mos t r a r  

que  cons t rução  do s  αM  t em  o  mesmo r e su l t a do  t a n to  quando  

e f e tuada  no  mode lo  L ou  quando  e f e tuada  no  un ive r so  L .   

Sabemos  que  o  f a t o  de  have r  con jun t o s  αM  em L  que  

sa t i s f a zem a  de f i n iç ão  r e l a t iv izada  de  αM  segue - se  do  f a to  de  L 

se r  um  mode lo  pa ra  ZF .  E ass im  sendo ,  o  t e o rema  da  i ndução  

t r a ns f i n i t a  e  a  e x i s t ê nc i a  da  ope ra ção  'XX →  são  sa t i s f e i t o s  em 

L .   

O  f ac to  de  os  αM  cons t ru í do s  de s t a  mane i r a  se r em i dên t i co s  

aos  M a  o r i g ina i s  e  po r t an to  de  (V=L) L  se r  sa t i s f e i t o  é  uma  

consequênc ia  de  um fa to  mui to  ge ra l  que  não  depende  do  f a to  

de  L se r  um mode lo  pa ra  ZF.   

Se  e s t amos  t r a ba lhando  com um dado  con jun to  t r a n s i t i vo  ou  

c l a s se  B  em que  a  c ons t ruç ão  do s  M pode  se r  e f e t uada  

r e l a t i v izada  a  B  pa ra  um  dado  α  em  B  en t ão ,  o  αM  que  da í  

r e su l t a  tem que  se r  i dên t i co  ao  M a  comum.   

I s t o  suc ede  p or  c au sa  do  ca rá te r  p r ed i ca t i vo  da  con s t r uç ão ,  

que  impl i c a  que  pa ra  ve r i f i c a r  se  x∈M a  bas t a  ana l i sa r  t odos  o s  

βM  com αβ <  e  n ão  é  a fe t ado  pe l a  ex i s t ênc ia  ou  au sênc ia  de  

qua i sque r  ou t ro s  con jun to s  no  un i ve r so .  Vamos  agora  f az e r  

i s t o  de  uma mane i r a  fo rma l .  

Se j a  B(x )  uma  fó rmula  qua lque r  que  pode  envo lve r  ou t r a s  

va r i á ve i s  l i v r e s  que  cons i de r a r emos f ixa s .  Na  no s sa  ap l i c ação  

p r i nc ipa l  B(x )  r ep r e sen ta r á  x∈L.  Suponhamos  que  B(x )  é  

t r a ns i t i va ,  i s t o  é ,  que )(&)( yBxyxB →∈ .  Pa ra  qua lque r  fó rmula  A 

esc reve remos  AB  ex ig indo  a  f ó rmula  ob t i da  que  t odas  a s  

va r i á ve i s  em  A  sa t i s f a çam B(x ) .   

Uma  vez  que  pa r a  um t  f i xo  podemos  f a ze r  B(x )=x∈t ,  vemos  

que  e s t a  r e l a t iv i z aç ão  a  um  con jun t o  é  um  caso  pa r t i c u la r  de s t e  

t i po  de  re l a t iv i za ção .  
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DEFINIÇÃO .  Uma f órmula  ),...,( 1 nxxA de f in e  uma  re l ação  ab so lu t a  

se  para  t odas  a s  c ond içõe s  t ra ns i t i v as  B (x )  t em-se .  A l ém d i s so  

se  B '  é  uma  ou t ra  cond ição  t a l  que  ),(')( xBxxB →∀  en tão  

B (x l )&. . .&B(x n )&AB ( x l , . . . , x n ) →AB ’ ( x l , . . . , x n )  

I s t o  s i gn i f i c a  que  pa ra  ve r i f i ca r  A(x 1 , . . . , x n )  é  su f i c i en t e  

ve r i f i c a r  em  qua lque r  c l a s se  t r a ns i t i va  que  se j a  su f i -

c i e n temen t e  g r ande .  Ser i a  a bsurdo  ex ig i r  A →AB  uma  vez  que  

não  t emos  nenhuma  ga r an t i a  de  que  a  c l a s se  B  se j a  

su f i c i e n temen te  g r ande .  Pod ia  i n t r oduz i r - se  uma  noção  ma i s  

e s t r i t a  da  r e l ação  abso lu t a .  Ne la  A  é  abso lu to ,  se  A é  

r e l a t i v i zado  a  uma  c la s se  B  pa ra  a  qua l  os  a x iomas  de  ZF  são  

sa t i s f e i to s  quando  re l a t iv i zados  a  B ,  en tão  A~A B .   

Comecemos  por  da r  e xemplo s  de  r e l a ções  que  não  são  abso-

lu t a s .  A  r e l a ção  y  =  P  ( x )  não  é  abso lu t a  uma  vez  que  y  pode  

se r  o  c on j un t o  de  todos  o s  subcon jun to s  de  x  na  c l a s se  B em-

bora  não  se ja  o  ve r dade i r o  c on jun to  po t ênc i a .  Vemos  aqu i  o  

ca rác te r  imp red ica t ivo  do  Axi oma  do  Con jun to  Po tênc i a  que  

ex ige  que  se  p rocure  pe lo  un ive r so  i n t e i ro  todos  o s  

subcon jun to s  

po ss í ve i s .  Um ou t r o  exemplo  é  a  r e la ção  x  <_  y .  Se  não  há  uma  

função  l  a  l  de  x  sobr e  y  na  c l a s se  B i s t o  não  impl ic a  que  não  

po ssa  ex i s t i r  e s t a  f unção .  

Damos  agora  uma  suc es são  de  r e l a çõe s  abso lu ta s .  O  ca rá c te r  

a bso l u to  de  cada  uma  é  óbv io  se  s e  t oma r  em  cons i de ração  o  

c a r ác te r  a bso lu to  da s  r e l a çõe s  p r ec eden t e s .  A  t r a ns i t i v i dade  de  

B  desempenha  um pape l  em  a lgumas ,  e .  g . ,  a  r e l aç ão  

«z=<x , y>» ,  uma  vez  que  se  z  t i ve s se  e l emen to s  que  não  e s t i -

v e s sem  em B  não  pode r í amos  ve r i f i c a r  se  z  é  um  pa r  o r denado  

pe rmanecendo  em B .  

Fina lmen t e  demons t r a r emos  (V=L) L .  J á  demons t r amos  a  

e x i s t ê nc i a  de  um con jun to  αM ,  pa ra  cada  α  que  sa t i s f a z  uma 
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c e r ta  p ropr i edade .  E s ta  d emons t r aç ão  u t i l i z ou  apena s  o s  

a x iomas  de  ZF  e  uma  ve z  que  e s t e s  são  sa t i s f e i tos  em  L ,  e x i s t e  

um con jun to  αM  em L que  sa t i s f az  a  cond iç ão  r e l a t iv i zada .   

Ora  se  x∈L ,  ex i s t e  um  α  t a l  que  x∈ αM  e  α ∈L .  Mas  o s  

r e su l t ados  j á  enunc i ados  sobre  o  ca rác te r  a bso lu to  impl i cam 

que  o  c on jun t o  αM  de f i n i do  r e l a t i vamen te  a  L  é  a inda  αM  de  

modo  que  x∈ αM  é  sa t i s f e i t a  quando  r e l a t iv i zada  a  L.  

TEOREMA  5 .3 .  (V=L) →AE&HGC é  demons t ráv e l  em  ZF  

DEMONSTRAÇÃO :  

Uma vez  que  o  Axioma  da  Cons t r u t i b i l i dade ,  V=L,  é  sa -

t i s f e i t o  em  L ,  pa ra  mos t r a r  que  AE e  HGC são  sa t i s f e i t a s  em L 

ba s ta  demons t r a r  o  Teor ema  5 . 3  que  d i z  que  V=L →AE&HGC.  

TEOREMA  5 .3 .1 .  Ex is t e  uma  f ó rmula  A  (u , v ,X ,Y)  em  ZF  t a l  que  

se  Y  é  uma  boa  o rdenação  do  con jun to  X  ,  a  re la ção  

u<v ↔A(u , v ,X ,Y )  i nduz  uma  boa  ordenação  do  con jun to  X ' .  

DEMONSTRAÇÃO .   

J á  mos t r amos  como  expr imi r  em  ZF a  r e l aç ão  

)},...,;(/{),,...,,,( 1,1 kXnn ttxBXxuttnuC ∈= .  Ora  a  boa  o rde nação  Y  i nduz  

uma  boa  o r denação  na tu ra l  no  con jun to  de  t odos  os  ( k+ l ) -

t up lo s  po s s íve i s  <n , 1t , . . . , t k>  em que  it ∈X .  Pa ra  cada  u∈X '  

podemos  de f i n i r )(uϕ  como sendo  o  p r ime i ro  ( k  +  l ) - t up lo ,  pa ra  

a lgum k ,  sob  e s t a  boa  o rdenação ,  t a l  que  C(u , )(uϕ )  é  sa t i s f e i t a .  

Agor a  podemos  de f in i r  A f az endo  u  <  v  s i gn i f i c a r  )(uϕ  < )(vϕ  .  
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Por  i ndução  t r ans f in i t a  podemos  de f in i r  uma  boa  o rdenação  

em  αM  do  segu i n te  modo :  Se  a  boa  o rdenação  fo i  d e f i n i da  pa ra  

t odo  βM  com αβ < ,  f a remos  uma  boa  o rdenação  de  β
αβ
M

<
U  

De  uma  mane i r a  t r iv i a l .  

As s im ,  nos so  t eo r ema  pe rm i t e  d ef in i r  uma  boa  o rdenação  

em  αM .  Ass im  se  V=L é  sa t i s f e i to ,  s e j a  )(xϕ  o  p r ime i ro  α  t a l  

que  x∈ αM .   

Def in i r emos  en tão  x<y  se )(xϕ < )(yϕ  ou  se  )(xϕ = )(yϕ = α ,  e  x  

p r e cede  y  na  boa  o rdenação  de  αM .  Ass im ,  t e r emos  uma  ún ic a  

fó rmula  A(x , y )que  i nduz  uma  boa  o rdenação  em t odo s  o s  

con jun to s .   

Logo ,   V=L →AE .   

 

   

 

TEOREMA  5 .3 .2 .  Se  x∈ αM ,  α  i n f in i to  e  xy ⊆  en t ão β∃  αβ =  

e  y∈ βM  

Uma  vez  que  w∈ wM  t emos  que  t odo  o  con jun t o  de  in te i ro s  é  

cons t ru í do  por  um  núme ro  con t áve l  de  pa sso s .   

Uma  ve z  que  o  número  de  o rd ina i s  c on t áve i s  é 1ℵ  e 0ℵ=αM  

s e   é  α  con t áve l ,  i s t o  impl i ca r i a  obv i amen t e  que  o  con t í nuo  

C= 1ℵ .  

Se  αMxwx ∈⊆ , ,  x  e  M a   

x  é  de te rminado  por  um número  con t áve l  de  va lo r  de  

ve r dade  de  f r a se s  de c l a r a t iva s  n∈x .   

Logo ,  pa ra  cada  n  t emos  uma  cond i ç ão  sobre  α .  Ass im  é  se  

e s t a s  cond içõe s ,  em  número  con t áve l ,  s ã o  sa t i s f e i t a s  pa ra  

 Des t e  modo ,  de  AE segue  que  se  X é  i n f in i to ,  .' XX =   
 

 Po r  indução  t ran s f in i t a  pode - se  mos t r a r  que  para α  i n f i n i t o ,   

αα =M  
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qua lque r  α ,  t ambém podem  se r  sa t i s f e i t a s  pa ra  um α  c on t áve l .  

O  mecan i smo pa r a  t o rna r  e s t a s  c ons i de r ações  p r e c i sa s  se r á  

fo rnec ido  pe lo  t e o rema  de  Löwenhe im-Sko l em  que  no s  pe rm i t e  

cons t ru i r  c on j un t os  menor e s  c om as  mesmas  p r opr i edade s  de  

con jun to s  ma io re s .   

LEMA 5 .4 .  Ex is t e  um con jun to  ex te ns i ona l  T ,  αβ = , t a l  que  

TM ⊆α  e  γββ ,,M são  e l emen to s  de  T  e  ta l  que  a  f ra se  de c lara -

t i va  « β  cons t ró i  βM »  é  v á l i da  quando  re l a t i v i zada  a  T .  

 

DEMONSTRAÇÃO .   

 

Comecemos  por  r epa ra r  que  a  f r a se  dec la r a t iv a  « β  cons t ró i  

βM »  é  uma f ra se  de  ZF  que  d i z  que  β  é  um ord ina l  e  que  ex i s t e  

uma  função f  d e f i n i da  pa ra  t odo  o  γ < β  t a l  que  pa ra  todo  γ ,  

f ( γ )  = ')( 







<
α

γα
fU   e  f ( β )  =  βM .  

 

Es te  l ema  é  en tão  uma  consequênc i a  imed ia ta  do  t e o rema  de  

Löwenhe im-Sko l em   

Sabemos  que  ex i s t e  um ún i co  e - i somor f i smo  de  T  sobr e  um 

con jun to  t r ans i t i vo  R .  

 A  f unção  ϕ  é  a  i den t i dade  sob re  αM  uma  ve z  que  e s t e  j á  é  

t r a ns i t i vo .   

Também ϕ ( y )=y  uma  ve z  que  xy ⊆  e ϕ  é  a  i den t i dade  sob re  

os  membros  de  x .   

Contudo ,  ϕ  não  t em  que  se r  a  iden t idade  sob re  β .   

Se ja  ϕ ( β )= β ' .  En tão ,  β '  é  um  ord ina l  r e l a t i vo  a  R.  Pe lo  

ca rá t e r  abso lu t o  da  p ropr ie dade  de  se r  o r d ina l  β '  é  r e a lmen t e  

um ord ina l .   
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Uma  vez  que  β ' ⊆R  pe la  t r a ns i t i v idade  de  R ,  R≤'β  e  a s s im  

αβ ≤'  

Logo  y∈ βM  é  sa t i s f e i ta  quando  r e l a t iv izada  a  R  e  pe lo  seu  

ca rá t e r  a bso lu t o  y∈ βM  é  sa t i s f e i ta .   

Agora  é  t r iv i a l  demons t r a r  a  pa r t i r  do  t e o rema  5 .3 . 2  HGC.   

Em pr ime i r o  luga r  obse r vamos  que  pa r a  t odo  α  i n f in i to ,  

αα =M .  

I s t o  demons t r a - se  po r  i ndução  em α  e  o  ca so  em  que  α = 0ℵ  

é   

óbv i o .  Em ge ra l ,  pa r a  um  α ,  po r  indução  vê - se  que  se  

}/{ αββα <= MX   

en t ão αααα =≤ .X  

O  núme ro  de  fó rmula s  u sadas  pa r a  de f i n i r  o s  e l emen to s  

de  αM  t em  po r  i s so  c a r d ina l idade  α≤ .  As s im  a  ca rd ina l i dade  de  

αM  é  α≤ .  Mas ,  uma  vez  que  1+∈ ββ M  v ê - se  f ac i lmen te  que  

αM α≤  e  a s s im  αM α=  .  Or a  se  α  é  um ca rd ina l ,  1+∈ αα M .  Vemos  

a ss im ,  que  se  β  é  o  c a rd ina l  segu i n t e  depo i s  d e  α ,  βα MP ⊆)(  e  

a s s im  βα ≤)(P .  

O  t e o rema   de   Can to r   ago ra  no s  d i z  que  αα >)(P  e  

po r t an to   

βα =)(P ,  o  que  é  exa c tamen te  HGC.   

Também  podemos  e sc r eve r  12 +
ℵ ℵ= α
α  

Demons t r amos  a s s im  comple tamen t e  o s  t e o remas  5 .1 ,  5 . 2  

e  5 . 3 .  

Embora    ZF  se ja  um  e squema  ax iomá t ic o  in f in i t o ,  pa r a  
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qua lque r  ax ioma  A n  most r ámos  como f a ze r  uma  demons t r aç ão  

de  A n , L  em ZF e  uma  me lhor  a ná l i se  mos t r a r á  que ,  sob  qua lque r  

enume ração  na tu r a l  de  demons t r aç ão  Pm ,  a  demons t r a ção  de  

A n , L  é  dada  por  )(nPϕ .   

em  que  )(nϕ  é  uma  função  r ecur s i va  p r imi t i va  adequada .  As s im  

se  cons ide ra rmos  ZF  s impl e smen t e  c omo um s i s t ema  fo rma l  

f i z emos  a  demonst r a ção  de  

(Cons i s  ZF)  → (Cons i s  ZF+AE+HGC)  

 

TEOREMA  6 . I ndependênc ia  da  H ipó t ese  d o  Con t í nuo  e  do  Ax ioma 

da  E sco l ha 57 

 

DEMONSTRAÇÃO :  

A nossa  f i na l i dade  p r inc ipa l  é  mos t r a r  que  HC não  pode  se r  

demons t rada  a  pa r t i r  de  ZF  ( i nc lu indo  AE )  e  que  AE  n ão  pode  

se r  demons t r ado  a  pa r t i r  de  ZF.  Jun t amen te  c om os  r e su l t ados  

do  t eo rema 5  f i ca remos com uma  demons t ração  comple ta  

A  mane i ra  ma i s  na tu ra l  de  f azer  uma  demons t ração  de  

independênc ia  é  mos t r a r  um mode lo  com a s  p rop r ie dade s  

de se jada s .  

Cons ide ra r emos  apenas  mode los  padrão .  No  te orema  5 ,  

encon t ramos  uma fó rmula  A(x ) x≡  é  cons t r u t í ve l ,  t a l  que  o  

mode lo  i n t e r i o r  de  t odos  o s  x  que  sa t i s f a zem  A ( x )  e r a  o  mode lo  

de se ja do .  Mos t r a r emos  que  e s se s  mé todo  não  se  a p l i c a r á  ne s t a  

s i t uaç ão .   

Pa r a  re a l iz a rmos  nossa  demons t r ação  se rá  nece ssá r i o  supor  o  

ax ioma SM enunc iado aba ixo:  

                                                           
57 Essa demonstração foi baseada na demonstração feita por Paul Cohen. Retirada de GÖDEL, 
Kurt. O Teorema de Gödel e a Hipótese do Contínuo. Lisboa: Editora da Fundação Calouste 
Gulbenkian, 1979. Página 128 a 179 
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AXIOMA  SM .  Ex is t e  um con junto  M ta l  que  se  R  é  

{<x , y> / x∈y&x∈M&y∈M} e n tão  M  é  um mode lo  pa ra  ZF  sob  a  

re l ação  R  

TEOREMA  6 . 1 .  Se ja  A (x )  uma  f órmula  de  ZF .  Não  se  pode  

demons t rar  em  ZF  que  os  ax i omas  de  ZF  e  ~V=L são  sa t i s f e i to s  

quando  re l a t iv i zados  à  c l as se  dos  x  que  sa t i s f azem A (x ) .  O 

mesmo  argumento  ap l i c a - se  a  ZF  +~  AE e  ZF+AE+~HGC  

DEMONSTRAÇÃO :  

Suponhamos  que  ex i s t e  A(x ) .  Se j a  M o  mode l o  m ín imo  e  

M'={x / x )}(& xAM M∈ .  Entã o ,  uma  ve z  que  ZF  é  s a t i s f e i t o  p a ra  M 

t e r í amos  M'  como  um mode lo  pa r a  ZF  em  que  ~V=L.  Uma vez  

que  M' ⊆M sa bemos  que  M'  é  i s omór f i co  a  M e  uma  vez  que  

V=L é  s a t i s f e i t o  em  M é  t ambém sa t i s f e i t o  em M' o  que  é  uma  

con t r ad i çã o .   

Pode - se  e v i t a r  r e c or r e r  à  e x i s t ê nc i a  de  um mode lo  m ín imo  

como um con jun t o  cons i de rando  a  f ó rmula  MxB ∀≡)(  M  ( se  M é  

um  mode l o  padr ão  t r a n s i t i vo ,  x∈M) .  Com e f e i t o  t r a t a - se  o  

mode l o  mín imo  como se  f o s se  uma  c l a s se  e  d e s ta  mane i r a  

ev i t a - s e  o  Axi oma  SM.  

Te ndo  mos t r a do  que  o  mé todo  do s  mode lo s  i n te r i o r e s  não  

se  a p l i c a  a  ZF é  na tu r a l  ve r  se  numa  ve r sã o  aumen t ada  de  ZF  

se  pode  demons t r a r  a  e x i s t ê nc ia  d e  um mode lo  i n te r io r  pa r a  

ZF+~V=L  ( a  d emons t r a çã o  ac ima  most r a  q ue  pa ra  qua lque r  

ex te n são  na tu ra l  ( ZF) '  de  Z  F  não  se  pode  demons t r a r  em  (ZF) '  

a  e x i s t ê nc ia  de  um  mode l o  i n te r i o r  p a ra  (ZF) ' +~V=L) .  

A pos s i b i l i da de  ma i s  s imp l e s  é  ZF+SM uma  ve z  que  SM 

a f i rma  a  e x i s t ê nc i a  de  um  mode lo  padrão  pa ra  ZF .   

TEOREMA  6 . 2 .  De  ZF+SM ou  de  qua lque r  s i s t ema  ax i omá t i co  qu e  

con te nha  ZF  e  q ue  s e j a  c ons i s t e n t e  c om  V=L ,  não  s e  pod e  

demons t r a r  a  ex i s t ê nc i a  de  um  mode l o  padrão  não -c on t áve l  em  
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que  AE  se j a  v e rdad e i r o  e  HC  se j a  f a l s a  nem  me smo  um  mode l o  

em  que  AE  s e j a  v e rdade i r o  e  que  con t e nha  números  r e a i s  n ão  

con s t r u t í v e i s .  

DEMONSTRAÇÃO :   

Pa ra  in ic i a rmos  nossa  demons t r ação  devemos  cons iderar  

a  exi s t ênc ia  de  mode los  con táve is  para  ZF.  Também,  como 

um coro lá r io  do  Teorema  de  Gödel  para  o  Cál cu lo  de  

Predicados ,  s abemos  que  um s i s t ema cons is tente  tem 

modelos  de  card ina l idade  a rb i t ra r iamente  g randes .  No 

nosso  t eorema só  nos  re fe r imos ,  c la ro ,  a  mode los  padrão .   

Impl i c i t amente  es tamos  usando a  cons is tênc ia  de  ZF 

(Cons is  ZF) ,  po i s  senão  qua lque r  f rase  dec la ra t iva  se r ia  

demons t ráve l .  Uma  vez  que  sabemos  que  Cons i s  ZF→  

Cons is  (ZF+V=L)  bas ta ,  en tão ,  demons t ra r  que  ZF+V=L 

impl i ca  que  não  há  modelos  não-contáve is  com as  

propr i edades  do t eorema.   

Se ja  M um mode lo  padrão  t rans i t i vo  e  não contáve l  e  

}/sup{0 M∈= ααα  e  suponhamos  que  AE é  sa t i s fe i to  em M. 

Se 0α  não  é  contáve l  M,  0α  contém todos  os  ord ina i s  

contáve is .  Se  0α  é  contáve l ,  en tão ,  βR  é  o conjunto de  todos  

os  e lementos  de  M de  ordem β .  Então  para  a lgum β < 0α , βR  

não  é  contáve l  e  pe lo  cará te r  abso lu to  da  ordem βR  é  

def in íve l  em M.  Ass im,  M contém um conjunto  que  é  na  

verdade  não-contáve l  e  pe lo  AE es te  conjunto  pode  se r  bem 

ordenado  em M e  a ss im M cont ém  um  o rd ina l  não -cont á ve l  o  

que  con t r ad i z  a  nossa  h ipó t e se .   

As s im ,  em  qua lque r  c a so ,  M con tém  t odos  o s  o rd i na i s  

con tá ve i s .  De  V=L sabemos  que  t odo  o  número  r e a l  é  

cons t r u t í ve l  a  pa r t i r  de  um o rd i na l  con t á ve l  e  a s s im  mos t r amos  
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que  em  M,  t o do  o  núme ro  r ea l  é  cons t ru t í ve l .  I s t o  demons t ra  a  

s egunda  a f i rmação  do  nosso  t e o rema  e  o  l ema  se gu in t e  nos  dá  a  

p r ime i ra  a f i rmação .  

LEMA 6 .1 .  ZF+( todo  o  núme ro  re a l  é  con s t ru t í ve l ) →HC.  

DEMONSTRAÇÃO .   

A  n os s a  h i pó t e s e  imp l i c a  q ue  o  c on j un t o  de  t o do s  o s  n úme ro s  

r e a i s  C e s t á  em  L .  Em L ,  C  t em  a  c a r d i na l i d a de  1ℵ .  I s t o  s i gn i f i c a  

qu e  e x i s t e  uma  f unç ão  do s  o r d ina i s  con t á ve i s  r e l a t i vamen t e  a  L  

sob r e  C.  E  uma  ve z  que  um  o rd i na l  c on t á ve l  em  L  é  c e r t amen t e  

c on t á ve l  ex i s t e  uma  f unç ão  de  1ℵ  s o b re  C.  

Con s id e r a r emos  M  um  mode lo  f i x o  co n t á ve l  p a r a  ZF  que  s e r á ,  

po r  uma  qu e s t ã o  d e  p r e c i s ã o ,  o  mode lo  m ín imo .  En t ão  V=L é  

s a t i s f e i t o  em  M .  Se j a  }/sup{0 M∈= ααα .En tã o  t emos  

}/{ 0αββ <= MM U   

TEOREMA 6 .3 .    É    c on s i s t en t e    s upor    q u e    pa r a    n e nhum    

α > 0α ,  }/{ αββ <MU  s e j a  um  mode lo  p a r a  ZF .  

 

DEMONSTRAÇÃO .   

 

Se  pa ra  t odo  α > 0α ,  }/{ αββ <MU  não  é  um mode lo  pa ra  ZF 

nada  ma i s  há  a  demons t r a r .   

Po r  ou t ro  l a do ,  se j a  1α ,  o  p r ime i ro  o r d ina l  pa r a  o  qua l  e l e  é  

um mode lo  e  }/{ 1αββ <= MN U .  En t ão  é  óbv io  que  em N é  ve rdade  

que  α > 0α αM→  não  é  um mode lo  pa r a  ZF e  o  t eo rema  e s t á  

demons t rado .  

COROLÁRIO .  É c ons i s t en te  s upor  q ue  pa ra  q ua l que r  mode l o  N ,  

}/sup{0 N∈= ααα  
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DEMONSTRAÇÃO .   

Se  N '  r epre sen ta  os  con jun tos  cons t ru t íve i s  de  N en t ão  

}'/sup{ N∈αα = }/sup{ N∈αα e  o  t eorema  impl i ca  que  é  cons i s t en t e  

supo r  0}'/sup{ ααα =∈N .  

Ass im ,  se j a  qua l  fo r  o  mode lo  N que  e s t e j amos a  cons t r u i r  

t emos  que  cons ide rar  o s  o rd ina i s  em M.  Vamos  t en t a r  

cons t ru i r  N a la rgando  M com  a  in t rodução  de  novos  con jun tos  

de  o rdem α   em que  α < 0α .  Uma  vez  que  os  con jun tos  de  o rd em 

f i n i t a  são  abso lu to s ,  a  p r ime i r a  poss ib i l idade  é  encont r a r  um 

mode lo  N t a l  que  pa ra  a lgum N∈⊆ αωα , e M∈α~ .  Se  N cont ém 

α ,  t em  que  con t e r  t ambém todos  os  con jun tos  cons t ru t í ve i s  a  

pa r t i r  de l e .  I s t o  é ,  faça - se  }{)(0 αωα U=M  de  modo  que  M 0 (a )  

se ja  t r ans i t i vo  e  ))'(()( αα β
αβ

α MM
<

= U  p a r a  α >0.  

É  óbv io  en tão  que  α ∈M imp l i ca NM ∈)(αα .  Uma vez  que  

es t e s  são  os  ún icos  con juntos  que  podemos  ve r  que  

pe r t encem a  N ,  é  ra zoáve l  ve r  que  se  N  é  d a  fo rma  

}/)({ 0αβαβ <MU  para  a l gum ωα ⊆ .  Se  ~ α ∈M en tão  t e remos  

ce r t amen t e  que  α  não  é  const ru t í ve l  em N .  E  t e remos  as s im  

um mode lo  em que  V=L não  é  ve rdade i ro .   

Se  t omarmos  um  ωα ⊆  a rb i t r á r i o  que  não  e s t e j a  em M, 

en t ão  em gera l  }/)({ 0αβαβ <= MN U  não  se rá  um mode lo  pa ra  

ZF.   

O  o rd ina l  con táve l  0α ,  que  não  e s t á  em M,  cor re sponde  a  

uma  boa  o rdenação  de  ω  e  a ss im  a  um sub-con jun to  de  ωω ×   

e  po r t an to  a  um subcon jun to  do  própr i o  ω .  I n t e rp re t ando  α  

como sendo  es se  subcon jun to  en tão  qua lque r  mode lo  pa ra  ZF 

que  contenha  α  t em que  con te r  0α ,  uma  vez  que  é  um 
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t eo rema  de  ZF  que  a  toda  a  boa  o rdenação  cor re sponde  um 

úni co  ord ina l .   

No  en t an to ,  se  →∈ Nx  o rdem de  x< 0α  e  a s s im  não  podemos  

t e r  0α ∈N.  Ass im,  α  t em  que  t e r  ce r ta s  p ropr i edade s  e spec ia i s  

se  N  f o r  um mode lo .  Em vez  de  desc reve r  α  di r e t amen te  é  

me lho r  examinar  a s  d i ve r sa s  p ropr i edades  de  α  e  de te rmina r  

qua i s  é  que  são  dese j áve i s  e  qua i s  é  que  não  são .   

 O α  que  vamos  const ru i r  se rá  des i gnado  como um 

con jun to  gené r i co  r e l a t ivo  a  M. A ide ia  é  que  t odas  a s  

p ropr i edade s  de  α  t êm que  se r  f orçadas  a  se r em sa t i s f e i t a s  

apena s  na  ba se  de  α  e  se  compor ta r  como um conjun to  

gené r i co  em M.  

Est a  i dé ia  de  dec id i r  quando  é  que  uma  f ra se  dec la ra t i va  

ace rca  de  α  é  f orçada  a  se r  sa t i s fe i t a  é  a  chave  da  cons t rução .  

É  óbvio  que  há  a l gumas  p ropr i edades  de  α  que  nenhum 

processo  r azoáve l  pode  i n t e rpre ta r  como sendo  ve rdade i ra s  ou  

f a l sa s  pa ra  um conjun to  qua lque r  α .   

 Um conjun to  f i n i to  P de  f r a se s  dec l a r a t i va s  da  fo rma α∈kn  

ou  ~ α∈kn  que  é  au to -consi s t en te  se r á  des ignado  como  uma  

condição  de  fo rc ing .   

Dado P,  é  r azoáve l  e spe ra r  que  P forc e  uma f r a se  

dec la ra t i va  A ace rca  de  α  a  se r  sa t i s f e i t a ,  ou  f orça  ~A a  se r  

sa t i s fe i t a .  Ou  a i nda ,  se  a s  condi çõe s  em P não  f orçam  A nem 

de  uma  mane i r a ,  nem de  ou t r a .  Embora  f orçar  e s t e j a  

r e l ac ionado  com a  noção  de  impl i cação ,  d i f e r e  de s t a  no  f a to  

que :  dado  que  P força  A não  é  ve r dade i r o  que  qua lque r  α  que  

sa t i s fa ça  P sa t i s fa ça  também A.  O que  é  ve rdade i ro  é  que  

qua lque r  α  que  sa t i s f aça  P sa t i s f az  t ambém A.  

Agora ,  mos t r a remos  en t ão  que  é  poss í ve l  encont r a r  uma  

suce ssão  i n f in i t a  de  condi çõe s  de  f orc i ng  P n ,  t a i s  que  1+⊆ nn PP .  

Est a  suce ssão  se rá  uma  sucessão  comple ta  e  uma  vez  que  e l a  

dec ide  t oda  a  p rop r i edade  a ce rca  de  α  de te rmina  o  p rópr i o  α .  
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Ut i l i zando  e s t e  a podemos  demons t ra r  que  N  é  um mode lo  e  

~ α ∈M. Além d i s so ,  em  N,  uma  f r a se  de c l a r a t i v a  A se r á  ve r -

dade i r a  p r ec i samen t e  se  é  f o rçada  po r  a l gum P n  na  su ce ssão  

compl e t a .  Qua l que r  con j un t o  que  r e su l t e  d e s t e  p r oc esso  se r á  

ch amado  um con j un t o  gené r i c o .  

An t e s  de  c on t i nua r  vamos  enume ra r  a l gumas  p rop r i e dade s  

que  devem se r  s a t i s f e i t a s .  Em  p r ime i ro  l uga r ,  o  c onc e i t o  de  

f o rça r  t em  que  se r  con s i s t en t e ,  i s t o  é ,  n ão  que remos  que  P  fo r c e  

A e  que  P  fo r ce  ~A .  A l ém  d i s so ,  se  P f o rç a  A e  PQ ⊇  en t ão  Q 

fo rça  A.  E   p a ra  f i na l i z a r ,  p a r a  t odo  P  e  A  ex i s t e  um  Q t a l  que  

PQ ⊇  e  ou  Q f o r ç a  A ou  Q fo r ça  ~A.   

O  nos so  ob j ec t i vo  é  en con t r a r  um  α ω⊆  t a l  que   ~ α ∈M e  se  

}/)({ MMN ∈= βαβU en t ão  N é  um mode lo  pa ra  Z F .   

Examina remos  t oda s  a s  f ra se s  dec l a r a t i va s  po ss í ve i s  a ce r ca  

de  N  e  dec i d i remos  se  que r emos  que  e l a s  se j am  ve rdade i ra s  ou  

f a l sa s .  I s t o  ex ige  que  se  dê  nomes  aos  e l ement os  de  N an t e s  de  

t e rmos  e sco lh ido  α  e  a s s im  an te s  de  t e rmos  N expl i c i t ament e .  

A  mane i r a  pe l a  qua l  a t r i bu ímos  nomes  não  t em  nenhuma 

impor t ânc i a  de sde  que  não  nos  e squeçamos  de  nenhum  conj un to  

em  N.   

DEFIN IÇÃO .  Um nome  é  uma  fu nção  de f i n i da  em  ZF  que  a s soc i a  a  

cada  o rd ina l   0< α < α 0    um  con j un to  αS ,  o  e s paço  nomina l  e  

f unç õe s αϕ  de f i n i da  em αS  t a i s  que  o s  c on jun to s  αS  s ã o  

d i s j un t o s  e  se  c∈ αS ,  αϕ ( c )  é  uma  f ó rmu l a  A (x )  que  t em  t oda s  a s  

suas  var i áve i s  l igada s  re s t r i t a s  a  XX  e  q ue  pode  t e r  e l emen to s  

de  βS  c om β < α  f unc i onar  c omo  c ons t an t e s .  A  f unção  αϕ  t em  

que  c o l ocar  S x  em  co rre spondênc ia  l  — l  com o  con jun t o  de  

t odas  e s t a s  fó rmu la s .  O  con jun t o  0S  é  de f i n i do  c omo  sendo  o  

con jun t o  }{αωU  em  que  α  é  um s ímbo lo  f o rma l .  E sc reve - se  

en tão  α
α

SS U= .  



 133 

Cada  c∈S  e s tá  num  ún ico  xS .  Quando  t e rm ina rmos  e  

e sco lhe rmos  f ina lmen te  um con jun to  pa r t i c u la r  ωα ⊆ ,  e s t a remos  

em  cond ições  de  de f i n i r  pa r a  cada  c∈ αS  um  con jun to  c  do  

segu in t e  modo :  Pa r a  c  em  S 0 ,  c  é  obv iamen t e  de f in ido .  Pa ra  c  

em  S 0 ,  α >0 ,  se j a  αϕ ( c )=A(x , c 1 , . . . ,cm ) , c i  ∈ βS ,  iβ < α  em  que  

A(x , t 1 , . . . , tm )é  uma  fó rmula  em  ZF  com  toda s  a s  va r i áve i s  l igada s  

r e s t r i t a s  a  X a  .  Pa ra  i nd i ca r  que  uma  va r i áve l  l igada  a  x  es t á  

r e s t r i t a  a  X a ,  e sc r eve remos  xα∀  ou  xα∃ .  Se  de f in i rmos  X a ,  

i ndu t i vamente  como sendo  }&/{ αββ <∈Scc  en t ão  

)},...,,(/{ 1 mccxAXxc α∈= .  

Vamos  d e f i n i r  o s  e spaços  nom ina i s  po r  i ndução  t ran s f i n i t a .  

Ta lvez  a  mane i ra  ma i s  s imp le s  é  t a l ve z  de f i n i r  αS  c omo  o  

conjun t o  de  t oda s  a s  fó rmula s  A(x ) .  I s t o  é ,  de f i n imos  αS  po r  

i ndução  c omo  o  c on j un t o  de  t oda s  a s  fó rmu la s  (A(x , c 1 , . . . ,cm ) )  em 

que  c i
αβ<

∈ U αS  e  t a l  que  t odo s  o s  qu an t i f i c ado re s  s ã o  da  f o rma  α∀  

ou  α∃  .    

I s to  s i gn i f i c a  q ue  um e lemen to  de  αS  é  uma  f ó rmu la  de  que  

a l guns  do s  t e rmos  t ambém  são  fó rmu l a s .  Logo ,  ex i s t e  uma  

suc e ssão  a 1 , . . . ,a n  com  ji αα ⊆ ,  j =  i  +  l ,  f i n i t a  d e  fó rmu la s  ne l e  e  

em  que  t odo  o  quan t i f i c ado r  t em  um  í nd i c e  o r d in a l .  Uma  

pequena  d i f i cu ldade  l i ge i r a  vem  do  f a t o  de  em  ZF  não  t e rmo s  

s ímbo l os  fo rma i s  uma  v ez  que  t udo  é  um con jun to .  No  en t a n to ,  

o s  s ímbo lo s  que  p r e c i samos  sã o  f i n i t o s  em  núme ro  d e  modo  q ue  

podemos  a t r i bu i r  d i ve r so s  i n t e i ro s  pa r a  o s  r ep r e sen t a r .  En t ã o  o s  

e l emen to s  do  e sp a ço  nomina l  S  s ã o  suc e s sõe s  f i n i t a s  de s t e s  

i n t e i r o s  o u  o r d i n a i s .  É  c l a ro  que  só  c e r t a s  suc e s sõe s  de s t a s  

co r r e spondem  a  f ó rmu la s  b em  f o rmadas  e  e l emen to s  de  S  mas  a s  

r e g ra s  p a r a  de c i d i r  sã o  s imp l e s  e  f a c i lmen t e  e xp r im íve i s  em  ZF .  
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Es t amos  a s s im ,  p r e pa r ado s  pa ra  e xamina r  a s  f r a se s  a c e r ca  de  

N.  

DEFINIÇÃO .  Uma f ra se  d ec la ra t i va  l im i t ada  é  uma  f r a se  de c l a -

ra t i v a  em ZF  em q ue  t odo  o  quan t i f i cado r  é  da  f o rma  α∀  o u  α∃  

pa ra  a lgum  o rd in a l  α < 0α  e  q ue  pode  e nvo l v e r  e l emen t os  de  S  

como  con s tan t e s .  

DEFIN IÇÃO .  Uma f ra se  dec la ra t i va  não - l im i t ada  é  uma  f ra se  

dec la ra t i va  em ZF  que  pode  envo l ve r  e l emen tos  de  S  como  

cons t an t e s .    

Quando  N fo r  f ina lmen t e  cons t ru í do ,  a s  f r a se s  dec la ra t i va s  

l im i tada s  e  não  l im i t ada s  t o rnam-se  f r a se s  dec la r a t i va s  r ea i s  

a c erca  de  N.  Quando  subs t i tu i rmos  cada  c  em S  po r  c  e  xα∀  e  

α∃ x   f o r em  i n te rp r e tados  como x∀  ou  x∃  onde  o s  x  são  r e s t r i to s  

e  t êm que  f i ca r  em  αX .   

As f r a se s  de c l a ra t iv a s  l im i t ada s  um t i po  ma i s  s imple s  uma  

vez  que  f a l am  apena s  ac e rca  dos  e l emen tos  de  αX  pa ra  a l gum  

α .  E l a s  possuem uma  h ie r a rqu i a  na tu ra l ,  c omo  segue :  

DEFIN IÇÃO .  Se  A  é  uma  f ra se  de c lara t i v a  l im i tada  se j a  ordem 

de  A=( α , i , r )  em que  

1 . α  é  o  p r ime i ro  o r d ina l  t a l  que  se  β∀  ou  β∃  ocor r e  em  A ,  

en t ão  β < α .  e  se  c∈ βS ocor r e  em  A,  en t ão  β < α .  

2 . r  é  o  núme ro  de  s ímbo los  em  A  .  

3 . i=0  se  α  é  um o rd ina l  suce sso r ,  α = β +1 , α∀  e  α∃  n ã o  

oco r rem  em A   e  nenhum  t e rmo  da  f o rma  c∈( . ) , c= ( . )  ou  ( . )=c  

o c o r re  em  A  em  que  c∈ βS .  De  con t r á r i o  i=1 .  

Se  o rdem de  A=(α , i , r )en tã o  A fa l a  apena s  ac e rca  dos  e l e -

ment os  em  αX .  O índ i ce  r  é  obvi amen t e  uma  medi da  da  c omple -
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x i dade  de  A .  O í nd i ce  i  é  ne ce ssá r i o  po rque  quando  e ncon t ramos  

um  t e rmo  da  fo rma  c 1  e  c 2  em  que  c 1∈ βS  e  c 2∈ γS  p a ra  γ < β .   

DEFIN IÇÃO .  ( α , i 1 r 1 )> ( α 2 , i 2 , r 2 )  s e  1α < 2α  ou  1α = 2α  e  1i < 2i  ou  

1α < 2α , 1i = 2i e  1r < 2r .  

DEF INIÇÃO .  Uma cond i ç ão  de  f o rc i ng  P  é  um c on j un t o  f i n i t o  de  

f ra se s  d ec la ra t i va s  l im i t ada s  da  f o rma  n∈α  ou  ~n∈α  em  q ue  

ω∈n  e  n  e  α  são  con s id e rado s  c omo  pe r t e nc endo  a  S 0  e  t a i s  q ue  

pa ra  um  dado  n  ,n∈α  e  ~n∈α  não  e s t ã o  ambas  em  P .  

Que remo s  a go r a  de f i n i r  P  f o rça  A .  

Cons i de r e  o  c a so  em  que  A é  uma  f ra se  dec l a r a t i va  l im i t a da .  

A  de f i n i ç ão  p r o cede  po r  i nduç ão  sob re  a  o rd em  A .  O pas so  

e s se nc i a l  c ons i s t e  em  r e duz i r  A  a  f r a se s  dec l a r a t i va s  de  o rdem  

ma i s  b a i xa .  Se  A  é  d a  f o rma  α∃ xB( x )  d i r emos  que  P  f o r ç a  A  se  

pa r a  a l gum c∈ βS ,  β < α ,  P  f o rç a  B(c ) .  I s t o  s i gn i f i c a  que  de  

a co rdo  c om  a  i d é i a  de  que  α  é  gené r i co ,  um con jun to  e x i s t e  

ap ena s  se  e x i s t e  um  c  f i xo  t a l  que  p a ra  t odo  o  α  gené r i co  que  

sa t i s f a ç a  P ,  B ( c )  s e r á  ve r dade i ro .  E s t a  é  uma  f r a se  dec l a r a t i va  

de  un i fo rm idade  sob r e  α  no  sen t i do  em que  o  c on jun to  que  

sa t i s f a z  B(x )  pode  t e r  uma  de f i n i ç ão  em  t e rmos  de  α .  

Suponhamos  que  p a r a  a l gum Q que  con t ém P  se  t em  que  Q 

fo r ça  ~B (c )  com  c∈ βS ,  β < α .  D i ze r  en t ã o  que  P  fo r ça  A 

s i gn i f i ca r á  que  nunc a  pode remos  t e r  α  s a t i s f a ç a  a s  c ond i çõ es  d e  

Q o  que  pa re ce r ia  v i o l a r  o  ca r á c t e r  g en é r i c o  de  α  na  med i da  em 

que  sa t i s f a r i a  a l guma s  c ond iç õe s  e s cond id a s  nã o  menc ionada s  em 

P.  Pode  me smo  sucede r  q ue  ha j a  t an t os  Q ⊇P  t a i s  que  pa r a  a l gum 

c∈ βS ,  β < α ,  Q f o r c e  ~B( c )  e  i s s o  t o rn a r ia  ab su rdo  d i ze r  que  P 

fo r ça  A.  Ass im ,  d i r emos  que  P  f o r ç a  α∀ xB (x )  s e  pa r a  t o do  Q ⊇P ,  

c∈ βS ,  β < α ,  Q não  f o rç a  ~B (c ) .  
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DEFINIÇÃO .  De f i n i remo s  P  f o rç a  A ,  s en do  A  uma  f ra se  

dec l a ra t i v a  l im i t ada ,  po r  i ndução  sob re  a  o rd em d e  A  do  

segu in t e  modo:  

1 .P fo rça  α∃ xB (x )  se  pa ra  a l gum c∈ β'S ,  β < α ,  P f orç a  B(c ) .  

2 .P f o rç a  α∀ xB (x )  s e  pa ra  t odo  Q ⊇P e  c∈ βS ,  β < α ,  Q não  

f o r ça  ~B(c ) .  

3 .P f o rça  ~B  se  pa ra  t odo  o  Q ⊇P,  Q  não  f o rça  B .  

4 .P f o rça  B&C se  P  f o rça  B e  P  f o rça  C .  

5 .P  f o rça  B ∨C  se  ou  P  f o rça  B ou  P  f o rça   C .  

6 .P  f o rç a   A →B se  ou  P fo rça  B ou  P  f o rça   ~A .  

7 .P fo rç a   A ↔B se  P f o rça  A →B  e  P  fo rça  B →A.  

8 .P f o rça  c 1=c 2  em  que  c 1∈ αS ,  c 2∈ βS ,  γ =max( α , β )  se  ou  

γ =0 e  c 1=c 2  c omo e l ement os  de  S 0  ou  γ >0 e  P  f orça  

)( 31 cxcxxA ∈↔∈γ .  

9 .P  fo rça  c 1∈c 2  em  que  c 1∈ αS ,  c 2∈ βS ,  α < β  se  P f orça  

A(c 1 )  em que  A(x )= )( 2cβϕ .  

10 .P f o rça  c 1∈c 2  em  que  c 1∈ αS ,  c 2∈ βS ,  α β≥  e  não  α = β =0  

se  pa ra  a l gum βγγ <∈ ,3 Sc ,  se  β >)0  γ =0  s e  β =0 ,  P  fo r ç a  

)(&)( 2331 cccxcxx ∈∈↔∈∀α .  

1 1 .P  f o r ça  c l∈c 2  em  qu e  c 1 , c 2∈ 0S  s e  c 1 , c 2 ω∈  e  c 1∈c 2  ou  c 2= α  

e  a  f ra se  dec la r a t iva  c 1∈α  e s t á  em P .  

DEF INIÇÃO .  De f i n i remos  P  f o rça  A  em que  A  é  uma  f ra se  

dec la ra t i va  não  l im i t ada  po r  i nduç ão  sob re  o  número  de  s ím-

bo l o s  em  A ,  do  segu in te  modo :  

1 .P fo rça  ∃ xB(x )  se  pa ra  a l gum  c∈S ,  P  fo rça  B(c ) .  

2 .P f o rç a  ∀ xB (x )  se  pa r a  todo  c∈S ,  Q ⊇P ,  Q não  f o r ç a  

~B(c ) .  

3 .P f o rça  ~B  se  pa ra  t odo  o  Q ⊇P,  Q  não  f o rça  B .  

4 .P f o rça  B&C se  P  f o rça  B e  P  f o rça  C .  
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5 .P  f o rça  B ∨C se  ou  P  f o rça  B ou  P  f o rça   C .  

6 .P  f o rç a   B →C se  ou  P f o rça  C ou  P  f orça   ~B .  

7 .P fo rç a   B ↔C se  P f o rça  B →C  e  P  fo rç a  C →B.  

8 .P f orça  c 1∈c 2  c 1=c 2  se  a s  f o rça  como  f ra ses  dec l a -

ra t iva s  l imi tadas .  

No  que  se  segue   A  designa  uma  f rase  dec l a ra t i va  

l imi t ada  ou  i l imi t ada .  

LEMA 6 .2 .  Para  t odo  o  P  e  A   não  se  tem  que  P  f orça  A  e  P  

f o rça   ~ A.  

DEMONSTRAÇÃO .   

Segue - se  imedia tamen te  da s  de f i n ições ,  uma  vez  que  se  P 

f orça  ~ , P ⊇P e  ass im ,  P  não  pode  f o rçar  A.  

LEMA 6 .3 .  Se  P  força  A  e  Q ⊇P  en tão  Q f orça  A .  

DEMONSTRAÇÃO .   

Demons t r a r emos em  pr ime i r o  l uga r  pa ra  um A  l im i t a do  por  

induçã o  sob re  a  o r dem de  A=( α , i , r ) .  Os c a so s  4  a  11  da  

de f i n i çã o  de  f o rç a r  nã o  ex igem  d i scu s são  uma  vez  que  P  f o rça  

A é  r e duz ido  a  P  fo rça  B,  pa ra  a l gum  B com  a  o r d em  de  B  

menor  do  que  a  o r dem de  A  .   

Se  P  f o rç a  α∃ xB(x )  en tã o  P  f o rç a  B(c ) ,  c∈ βS ,  β < α .  A s s im ,  

por  i nduçã o ,  Q fo rç a  B(c )  e  Q f o r ça  α∃ xB(x ) .  Se  P  f o rça  

α∃ xB (x )  e  Q ⊇P  en tã o  se  R ⊇Q,  R ⊇P  R  não  f o rça  ~B(c )  pa r a  

qua l que r  c∈ βS ,  β < α ,  e  as s im  Q f o r ça  α∀ xB (x ) .  Se  P f o rç a  ~B ,  

Q ⊇P,  R ⊇Q,  R ⊇P.  Ass im  R não  f o rça  B  e  Q f o r ç a  ~B.  Se  A  não  

é  l im i ta da ,  o  me smo a r gumen to  ap l i ca - se  a o s  ca so s  l  a  7 .  Ca so  

8  é  demons t r ado  cons i de r ando  a  demons t r aç ão  f e i t a  pa ra  

f r a se s  dec la r a t i v a s  l im i ta da s .  
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LEMA  6 .4 .  Para  t odo  P  e  A  ex i s t e  um Q ⊇P t a l  q ue  ou  Q  f o rça  

A  ou  Q  f o rça  ~A.  

 

DEMONSTRAÇÃO .   

 

Toda  a  f r a se  dec la r a t iva  em N,  que  é  a s s im  uma  f r a se  

dec la r a t iva  a ce rca  de  α ,  é  dec id í ve l  em a l gum sen t ido  por  um 

número  f i n i t o  de  f r a se s  dec l a r a t i va s  da  f o rma  n∈α  ou  ~n∈a .  

Se  P não  f o rç a  ~A,  por  de f i n iç ão ,  t em que  se r  porque  pa r a  

a l gum Q ⊇P,  Q  f o rça  A.  

DEFINIÇÃO .  Uma suce ssão  {P n }  de  cond i çõe s  de  f o rc i ng  é  

uma  suces são  c omp le t a  se  P n ⊆P n + l  pa ra  t odo  o  n  e  para  t odo  

o  A ,  l im i tado  ou  i l im i t ado ,  e x i s t e  um n  t a l  que  ou  P n  f o rça  A  

ou  P n  f o rç a  ~A .  Não  se  supõe  que  a  suce ssão  {P n }  e s t e ja  em  

M.  

LEMA  6 .5 .  Ex is t e  uma  suce s são  comple ta .  

DEMONSTRAÇÃO .   

Uma  vez  que  M é  con táve l  podemos  enume ra r  t oda s  a s  

f r a se s  dec la ra t iv as  A n .  Def ine - se  P n  por  indução  como sendo  

qua lque r  c ond iç ão  de  f o rc ing  Q ⊇P n - 1  t a l  que  ou  Q fo r ça  A n  ou  

Q fo r ça  ~A n .  

Se  {P n }  é  comple t a  e n t ão ,  em  pa r t i c u la r ,  pa r a  qua lque r  k  

a lgum P n  f o rça  k∈α  ou  ~k∈α .  Se ja  nnPka ∃= {  f o rça  k∈α } .Ent ão  

ωα ⊆ .  Como  d i s semos ,  podemo s  de f i n i r  a go ra  uma  função  c → c  

de f i n i da  pa ra  t odo  o  c  em  S  que  a s soc i a  α  com α  e  podemos  

e n t ã o  de f i n i r  N como  }/)({ 0αβαβ <MU .  Podemos  a go r a  r e l a c i ona r  a  

noção  de  f o r ç a r  c om  α  de  v e rd ade  em  N.  
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LEMA 6 .6 .  A  é  v e rdade i ra  em  N  se  e  somen t e  s e  pa ra  a l gum n  

P n  f o rç a   A .  

DEMONSTRAÇÃO .   

Suponhamos  A é  l im i t a do  Se  A  é  da  f o rma  α∃ xB (x )  e  P n  

fo r ç a  A en tã o  P n  fo r ça  B(c ) ,  c∈ βS ,  β < α  e  a s s im  por  i ndução  

B( c )  é  ve r dade i r a  em  N e  por  i s so  A t ambém  é .  Logo ,  se  A é  

ve r dade i r a  em N  en t ão  pa r a  a l gum c∈ βS ,  β < α ,  B( c )  é  

sa t is fe i ta  e  ass im por  indução algum P n  força  B(c )  e  a ss im 

P n  f orça  A.  Se α∀≡A xB(x)  e  P n  força  A,  c∈ βS ,  β < α ,  então 

a l gum  P m ,  m>n  t em  que  f o rça r  B(c )  uma  ve z  que  nenhum Pm  

pode  f o rç a r  ~B(c ) .   

Por  i nduçã o ,  i s t o  s i gn i f i c a  B(c )  é  ve rdade i r a  em N e  a s s im  

A é  ve rda de i r a  em  N.  Suponhamos ,  e n tão ,  que  A  é  ve rda de i r a  

em  N.  Se  a l gum  P n  f o r ça  α∃ x~B( x )  en tã o  pa ra  a l g um  c∈ βS ,  

β < α ,  P n  fo r ç a  ~B(c )  e  a s s im  ~B(c )  é  sa t i s f e i t a  em  N e  A é  

f a l sa  em  N .  Logo ,  a lgum  P n  t em  que  f o rça r  ~ α∃ x~B( x )  o  que  

s i gn i f i c a  que  pa r a  Q ⊇P n ,  Q  não  f o rç a  α∃ x~B (x )  e  a s s im  pa ra  

todo  c∈ βS ,  β < α ,  Q não  f o rça  ~B(c ) .  I s t o  s i gn i f i c a  que  P n  f o r ç a  

α∀ xB(x ) .  Se  P n  f o r ç a  ~  A e  A  f o s se  ve r dade i r a  em  N,  po r  

induçã o ,  a l gum  Pm ,  m>n  t em  que  f o rça r  A .  Mas  Pm  f o r ça  ~A o  

que  c on t r ad i z  o  l ema  6 . 2 .  Os  ou t r o s  c a so s  são  t r i v i a i s .  Se  A  

não  é  l im i t ada ,  o s  me smos  a r gument o s  a p l i c am- se  sem  

modi f i ca çã o ,  exc ep to  que  a  i ndução  agor a  se  f a z  sobr e  o  

núme ro  de  s ímbo lo s .  

Como j á  v imos an te r io rmen te ,  podemos  a t r ibu i r  i n t e i ros  

d i s t in t os  aos  s ímbolos  f i n i t os  da  nossa  l inguagem.  Então ,  t oda   

f ra se  dec la r a t iva  l im i t ada  cor r e sponde  a  uma  sucessão  f i n i t a  

de  i n te i ro s  e  ord ina i s .  E s t a s  sucessões  t êm que  e s ta r  su j e i t a s  

à s  l e i s  de  fo rmação  das  fó rmula s  bem formadas .  De  momento  
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permi t i r emos o  apa rec imento  de  ord ina i s  arb i t rá r i o s  e  não 

ex ig i r emos que  α < α 0 .  As  f r a ses  dec la ra t i vas  l imi tadas  são  

a ss im  ob j e t os  den t ro  de  ZF e  não  há  nenhuma  ambigu idade  em 

nos  r e f e r i rmos  a  e l e s .   

A  de f in ição  de  f orçar  que  demos  fo i  f e i t a  t o t a lment e  

den t ro  de  ZF e  e fe tuada  com uma  i ndução  t r ansf in i t a  s imple s .  

Ma i s  e spec i f i camen te ,  pa ra  c ada  o rdem ( α , i , r )  ex i s t e  um 

con jun to  T a , i , r  que  cons i s t e  na s  fó rmula s  l im i t ada s  de  o rdem 

inf er i o r  a  ( α , i , r )  e  a  de f in i ção  fo i  f e i t a  por  i ndução .  Em 

nenhuma  pa r t e  usámos  a  re s t r i ção  de  α < α 0 .  Ass im,  temos  uma  

r e l aç ão  F(P,A)  expr imíve l  em ZF que  s ign i f i ca  P fo rç a  A.   

LEMA  6 .7 .  F(P ,A )  é  uma  re l ação  ab so lu ta .  

A  de f i n i ç ã o  f o i  f e i t a  p o r  uma  i nd uç ão  que  e x i g i u  a pen a s  

c on s ide r a r  o b j e c to s  a n t e r i o r e s  e  a qu i  a  r e l a ç ã o  é  obv i amen t e  

a b so lu t a .  A  demons t r a ç ã o  é  e s s en c i a lmen t e  i d ên t i c a  à  

d emon s t r a ç ão  s e gu ndo  a  q u a l  a  c ons t ru t i b i l i d a de  é  uma  r e l a ç ão  

a b so lu t a .  

Quando  vo l t amos  a  no s s a  a t e nç ão  p a r a  f r a s e s  de c l a r a t i v a s  n ão  

l im i t a da s ,  s e  o l h a rmos  pa r a  a  de f i n i ç ã o  de  f o r ç a r  s em  s upo r  q ue  

t o dos  o s  o r d i na i s  s ã o  meno re s  do  qu e  0α ,  a  s i t u a çã o  é  ba s t a n t e  

d i f e r e n t e .  En t ã o  é  impos s í ve l  d e f i n i r  f o r ça r  em  ZF  po r  i nduç ão  

po r que  a  i n duç ão  i n f o rma l  f o i  f e i t a  po r  i n duç ão  s ob r e  o  núme ro  

de  s ímbo l o s .  Mas  uma  vez  q ue  pe rmi t imos  c ons t an t e s  ∈ αS  p a r a  α  

a r b i t r á r i o ,  n ã o  ex i s t e  n e nhum c on j un t o  que  co ns i s t a  n a s  f r a s e s  

de c l a r a t i va s  c om  r  s ímbo l o s .   

Sem  d úv i da ,  s e  s upu s e rmos  t o do  α <  0α  e n t ão  pode  s e r  

exp re s s a  em  ZF  ma s  0α  t em  qu e  a pa re ce r  n a  r e l a ç ão  d e f i n i do ra .   

LEMA  6 .8 .  Se j a  A  ( x 1 , . . . , x n )  uma  f ó rmu l a  (n ão  l im i t a da )  em  ZF ,  

que  não  e nv o l v e  con s ta n t e s  e  c om  n  va r i áve i s  l i v re s .  Ex i s t e  uma  

r e l aç ão  F (P , c 1 , . . . , c n )  e x p r ím iv e l  em  ZF  que  é  a b so l u ta  e  que  
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quando  r e l a t i v i z ada  a  q ua l qu e r  mode lo  pa ra  ZF  d i z  q ue  P  f o r ç a  

A (c l , . . . , c n ) .  

DEMONSTRAÇÃO .   

O  l ema  é  d emon s t r a do  p o r  i ndu ção  s ob re  o  n úme ro  d e  

s ímbo l o s  em  A.  Se  A  não  t em  quan t i f i c a do r e s ,  o  r e su l t a do  j á  f o i  

d emons t r a do  uma  ve z  que  A  é  en t ã o  uma  f r a s e  d ec l a r a t i v a  

l im i t a da .  Se  A  é  uma  f unç ão  p r ep os i c i ona l  d e  f r a s e s  de c l a r a t i v a s  

ma i s  s imp l e s  a  i n du ção  é  ó bv i a .  Se  A  é  da  f o rma  ∀ yB (y , x l . . . , x m )  

po r  i nduç ão  ex i s t e  uma  f r a s e  d ec l a r a t i v a  G(P , c 0 , c 1 , . . . , c n )  que  

s i gn i f i c a  qu e  P  f o r ça  B(c 0 , . . . , c n ) .  Di ze r  q ue  P  fo r ç a  A (c 1 , . . . , c n )  

s i gn i f i c a  )),...,(~(, 00 nccQGPQcQ →⊇∀ .  Se  A é  ∃ yB(y , x 1 , . . . , x n )  

e sc re ve remos  s imple sment e  F ∃≡ c 0 (G (P ,c 0 , . . . ,c n ) ) .  

Suponhamos  que  uma  suce ssão  comple t a  {P n }  fo i  e sc o l h ida  e  

se ja  N o  con j un to  r e su l t an te  }/)({ 0αβαβ <MU .  Demons t ra remos  

a go ra  que  N é  um mode lo  pa ra  ZF .  

A  demons t ra ção  é  pa r a l e l a  d a  demons t r ação  segundo  a  qua l  

o s  ax ioma s  d e  ZF  sã o  sa t i s f e i t o s  em  L .  A  ve r i f i c aç ão  de  t odo s  o s  

ax ioma s ,  com  excepção  do  Ax i oma  da  Subs t i t u iç ão  e  do  

Con jun to  Po t ênc i a ,  é  t r i v ia l .  Vamos  p r ime i rament e  demons t r a r  

pa ra  o  Ax ioma  do  Con j un to  Po t ênc ia .   

Se j a  c 0∈ αS , α < 0α ,  f i xo .  Soment e  α < 0α  e  αS  com  α < 0α  são  

con s i de rado s .   

DEF INIÇÃO .  Para  cada  c  em  S  se j a  R (c )={P /P  f o r ça  c ≤c 0 } .  

T ( c )={<P ,c '  > /  P  f o rç a  c '∈ c  e  c '∈ βS , β < α }  

U( c )=<R(c) ,T(c )>.  

Repa re  que R(c) ,  T (c ) ,  U(c )  s ão  todos  conjuntos  em M .  

Por t anto ,  es t as  funções  são  todas  d e f i n í v e i s  po r  f ó rmu l a s  em  

ZF re la t i v i zadas  a  M.  O  ponto  impor t an t e  aqu i  é  que  e s t a s  

de f i n içõe s  não  usam a  sucessão  comple ta  pa r t icu la r  P n  que  fo i  
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esco lh ida .  T(c )  é  um conjun to  por  causa  da  r e s t r iç ão  

impor tan t e  β < α . .  

LEMA 6 .9 .  Se  U(c 1 )=U(c 2 )  e  c 1 ⊆ c 0  en tão  c 1= c 2 .  

DEMONSTRAÇÃO .   

Uma vez  que  c 1 ⊆ c 0  a lgum  P n  na  sucessão  comple t a  t em  que  

f o rçar  c 1 ⊆ c 0 .  Mas  uma  vez  que  R(c 1 )=R(c 2 ) ,  P n  também  força  

c 2 ⊆ c 0 ,  des te  modo  c 2 ⊆ c 0 .  Se  c 1 ≠ c 2  en tão  pa ra  a l gum c 3∈ βS ,  

β < α  ou  c 3∈ c l&~ c 3∈ c 2  ou  ~ c 3∈ c 1& c 3∈ c 2 .  Supondo o  p r ime i ro  

sem pe rda  de  gene ra l idade ,  t em  que  haver  a lgum P n  que  f o rce  

c 3∈c 1 .  Uma  vez  que  T(c 1 )=T(c 2 ) ,  P n  t ambém força  c 3∈c 2  e  a ss im  

c 3∈ c 2  o que  é  uma cont rad ição .  Logo c 1= c 2  

O ra  S  nã o  é  um con jun to  em  M ( é  uma  c la s se ) .  No  e n t an t o  o  

con t r a - domín i o  de  R(c )  pa r a  t odo  o  c∈S  e s t á  c on t i do  no  

con jun t o  po tê nc i a  de  t odo  o  P,  r e l a t i vo  a  M,  uma  ve z  q ue  R  é  

de f i n í ve l  em  M.  Ana logamen t e  o  con t r a domín i o  de  T  e s t á  

con t i do  no  con j un to  p o tê nc ia ,  r e l a t i vo  a  M,  do  p r odu to  d i r e t o  

do  c on j un t o  de  t o do  P  e β
αβ
S

<
U .  As s im  o  con t r a dom ín io  de  U(c )  é  

um  con j un to  em M, U .  Pa ra  c ada  u∈U ,  s e j a  f (u )  o   p r ime i r o  β  t a l  

que  pa ra  a lgum c  em  βS ,  U(c )=u  e  f ( u )=  0  s e  n ão  ex is t e  um 

des te s  β .  Se ja  β 0=sup{f ( u) / u∈U }  e  a ss im  β 0  ∈  M  uma  vez  que  

nos  conservamos  in t e i ramen te  dent r o  do  modelo  M,  

LEMA  6 . 10 .  S e  c ⊆ c 0  en t ão  pa ra  a l gum c 1∈ βS  c om β < β 0 , c 1= c .  

DEMONSTRAÇÃO .   

P e l a   d e f i n i ç ão  d e  β 0  ex i s t e  um  c 1∈ βS  t a l  qu e  U(c )=U(c 1 ) .  O  

nos so  l ema  an t e r i o r  imp l i c a  ago r a  q ue  c 1= c .  

TEOREMA  6 . 4 .  O Ax ioma  do  Con jun to  Po t ên c ia  é  s a t i s f e i t o  em   N .  
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DEMONSTRAÇÃO .   

Uma  ve z  q ue  t od o s  o s  s u bc on j un t o s  em  N de  c  s ã o  memb ro s  d e  

}/)({ 0ββαββ <= MX U ,  o  c on j u n t o  po t ên c i a  d e  c  em  N é  }/{
0

cxXx ⊆∈ β  

e  po r  i s s o  s e ndo  d e f i n i d o  po r  uma  fó rmu l a  r e l a t i v i z a da  a  
0β

X é  um 

e l emen t o  d e  
0β

M .  

I nve s t i g a r emo s  ag o r a  o  Ax i oma  d a  Sub s t i t u i ç ã o .  Uma  ve z  ma i s  

o  a r gumen t o  é  p a r a l e l o  do  a r gumen t o  c o r r e sponde n t e  p a r a  L .  Se j a  

A(x , y )  uma  f ó rmul a  qu e  d e f i n a  y= ϕ ( x )  c omo  uma  f unçã o  un í v oc a  

em  N .  Se j a  c 0  f i xo ,  c 0∈ αS .  P odemos  d e f i n i r  em  M a  f un ç ã o  

g (P ,c )=0  p r ime i r o  β  t a l  que  p a r a  a l gum  c '∈ βS ,  P  f o r ça  ϕ ( c )=c '  e  

g=  0  s e nã o  ex i s t i r  n en hum  de s t e s  β .  S e j a  β 0=sup{g (P , c ) / p a ra  

t odo  P  e  t odo  o  c∈ βS , β < α } .  Vemo s  a s s im ,  q ue  o  c o n t r a domí n i o  

d e  ϕ  em  c 0  e s t á  c o n t i d o  em  
0β

M ( c ) .  Pa r a  o b t e r  o  p r ó p r i o  

c on t r ad om ín io  p r e c i s amos  d o  s e gu i n t e  t e o r ema :  

TEOREMA  6 . 5 .  Se ja  A ( x l , . . . , x n )  uma  fó rmu la  em  ZF ,  Pa ra  cada  β  

e x i s t e  um  c∈S  t a l  q u e  i n d ep enden temen t e  d a  s u c e s sã o  comp l e ta  

{P n } c ⊇
0β

M ( α )  e  p a ra  t o do  ix ∈ c ,  A N ( x 1 , . . . ,  x n ) ↔ c
A ( x 1 , . . . ,  x n . )  

DEMONSTRAÇÃO .   

      Sabendo  que  
c

A  s ign i f i c a  A  r e l a t i v i z ado  a  c .  Suponhamos  que  

A  é  da  fo rma  Q 1y 1 . . .QmymB(x 1 , . . . , x n , y 1 , . . . , ym )  em  que  B  não  t em 

quan t i f i c adore s .  Pa ra  um  ϕ  a rb i t r á r io  e  l ≤ r ≤m há  funções  

f r (P :c 1 , . . . , c n , c ' 1 , . . . ,  c ' r - 1 )  d e f i n i da s  pa r a  c i , c ' j  na  un i ão  de  t odos  

o s  δS ,  δ < α  c om  a  se gu in t e  p r opr i edade  segu i n te :  Se  Q r = ∃ ,  f r  é  

o  p r ime i r o  γ  t a l  que  P  f o rç a  

( 1 )  ),...,,',...,',,...,(... 111111 mrrnmmrr yyccccByQyQ +−++  

p a r a  a l gum  γc ∈S ,  f r=0  s e  nã o  ex i s t e  e s t e  γ .  Se j a  g r ( c 1 , . . . , c n  

, c ' 1 , . . . ,  c ' r - 1 )=sup  { f r /pa ra  t odo  P} .g r  é  de f i n id o  em  M.  Se  Q r = ∀ ,  
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f r  e  g r  s ão  de f i n i da s  da  mesma  mane i r a  com (1 )  s ub s t i t u í da  p e l a  

s ua  n e gaç ão .  Se j a  γ 1 ,  o  s up r emum  do  c on t r a dom ín i o  de  g r  pa ra  

t o do  r ,  l ≤ r ≤m com  c i  e  c ' i  pe r co r r e ndo  a  un i ã o  d e  t odo s  

o s δS , δ < γ .  Se j a  γ 1=h ( γ ) .  Obvi amen t e  h  é  de f i n i da  em  M.  Ago r a  

de f i n a - s e  β 1= β  e  β n + 1 = h ( β n )  e  β ' = s u p β n .  O  l ema  é  s a t i s f e i t o  s e  c  

s e  i n t e r p re t a  como  o  c on j un to  de f i n ido  p e l a  f ó rmu la  c  é  a  un i ã o  

de  )(αγM  pa ra  t odo  o  γ < β ' .  E s t e  c  co r r e sponde  a o  con j un t o  a  que  

ch amamos  'βX  e  a  no s s a  cons t ruç ã o  f a c i lmen t e  p e rmi t e  a  f o rmação  

de s te  con j un t o .  

V imos  qu e  o  c on t r adom ín io  z  de  ϕ  s ob r e  0c  e s t á  c on t i d o  em 

a l gum 1c  e  po r  i s s o  pode  s e r  c a r a c t e r i z a do  c omo s endo  

))},...,,,(&(/{ 201 nn cccxAcxxcc ∈∃∈  em  q u e  c 2 , . . . , c n  s ã o  a s  c on s t an t e s  q ue  

oc o r r em  na  de f i n i ç ã o  de  ϕ .  Pe l o  t eo r ema  podemos  s upo r  qu e  

t o da s  a s  va r i á ve i s  l i g ad a s  em  A  e s t ão  r e s t r i t a s  em  c on j un t o s  f i xo s  

de  N .  Pe l a  con s t ru ç ão  d e  N,  i s t o  d e f i ne  z  po r  uma  f ó rmu l a  d o  t i p o  

que  imp l i c a  z∈N e  o  Ax i oma  da  Sub s t i t u i ç ão  e s t á  d emon s t r a do .  

As s im  N é  um  mode lo  p a r a  ZF .  

LEMA  6 . 11 .  Para  cada  α < α 0 ,  ∃ c x ,  t a l  que  a  o rdem  de  αc = ,  i nde -

pe nden t emen te  d e  q ue  {P n }  s e  toma  c omo  sendo  a  suce s são  

comple t a .  

DEMONSTRAÇÃO .   

O  l ema  é  óbv io  pa ra  α ≤ ω .  O ra  a  o rdem  de  M 0 ( α )= ω + l  e  p o r  

i ndução  segue -se  que  a  o rdem  de  M α ( α ) = ω + l + α .  

Do  c on j un t o  αc  com  o rdem de  αc = α  f ac i lmen t e  se  ob t ém um βc  

t a l que  βc = α  i nd ependent ement e  da  suce ssão  d e  f o rc i ng .  T ra t a - se  

de  uma  consequênc ia  do  se gui n t e  p r i nc í p i o  ge ra l :  Se j a  

x=R(y 1 , . . . , y n )  uma  r e l ação  ab so lu ta  que  de f i n e  x  como  função  

dos  y i .  Suponhamos  que  pa ra  c a da  α  t emos  um  β  t a l  que  se  

}/{ αγγ ≤∈ Sci U ex i s t e  um e l emento  x  em  βX  ta l  que  x=R( 1c , . . . , nc )  é  
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s a t i s f e i t a  qu ando  re la t i v i z ad a  a  βX  em  que  β  é  i ndep enden t e  do s  

{P n } .  En t ão ,  p a r a  a l gum  c∈ βS ,  c =x  i nd ep enden t ement e  do s  {P n } .  

TEOREMA  6 .6 .  Em N ,  a  não  é  c on s t r u i í v e l .   

DEMONSTRAÇÃO .   

Se j a  c a  um  e l emen to  de  S  t a l  que  αc = α .  i ndepe nden t emen t e  

do s  {P M }  .  Suponhamos  qu e  x  é  um e l emen t o  d e  L  c on s t ru í do  no  

e s t á d i o  α  so b  qu a l qu e r  b oa  o rde na ç ão  n a t u r a l  d a  cons t r uç ão .  

Uma  ve z  qu e  a  c on s t ruç ã o  é  ab so l u t a  α  cons t ró i  t ambém  x  em  N .  

Pa ra  qu a l qu e r  P ,  uma  ve z  qu e  P é  f i n i t o ,  ∃Q e  n  t a i s  q ue  Q ⊇P  e  

ou  ( n∈α )∈Q e  ~n∈α  ou  (~n∈α )∈Q e  n∈x .  Se  P  fo rç ou  αc  

c on s t r ó i  α ,  en t ão  α  t e r i a  que  c ons t ru i r  α  no  mode l o  N '  de f i n i do  

po r  uma  suc e s s ã o  c omp le t a  Q n  onde  podemos  f a ze r  Q 0=Q.  Mas  

i s t o  é  uma  c on t r a d i ç ã o .  A s s im ,  uma  ve z  q u e  o s  o r d in a i s  em  N sã o  

o s  mesmos  qu e  o s  de  M e  α  nunc a  é  f o r ç ado  p o r  q ua l que r  P  a  s e r  

c ons t r u t í ve l  p o r  q u a l qu e r  c a ,  α  não  é  c ons t ru t í ve l  p o r  qu a l qu e r  

αc ,  α  não  é  cons t r u t í v e l  em  N .  

TEOREMA  6 .7 .  HGC e  AE  s ão  sa t i s f e i t os  em  N .  

DEMONSTRAÇÃO .   

A  r e l a ção  x∈ αM ( α )  pode  se r  e xp re s sa  em  ZF  como  uma  

r e l aç ão  a bso l u t a  F(x , α , α ) .  Bast a  u sa rmos  o  mesmo  a rgumen to  

c om  que  mos t r amos  q ue  x∈ αM  e ra  e xp r im íve l  em  ZF  como  uma  

r e l aç ão  ab so l u t a .  Uma  vez  que  M 0 ( α )  é  bem  o rdenado ,  uma  ve z  

ma i s  o  me smo  a rgumen t o  q ue  se  t i nha  u t i l i z ado  p a ra  L pode  se r  

u t i l i z a do  aqu i  e  mos t r a  q ue  se  t em  uma  boa  o r denaç ão  i nduz i da  

sob re  t odo  o  N exp r imíve l  po r  uma  f ó rmu l a  que  t em  a  ún i c a  

c ons t an t e  α .  

A  d emons t r a ç ão  da  HGC f a z - se  p r ec i samen t e  como  

an t e r i o rmen t e  t e ndo  em con t a  que  o s  a r gumen t os  sob r e  a  
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r e l aç ão  

x∈M a  sã o  sub s t i t u í dos  po r  x∈M a ( α ) .  

 

LEMA  6 .12 .    Se   x∈M a ( α ) , α  i n f i n i t o ,  e  y ⊆ x  pa ra  a l gum  v  em  N ,  

en tão  ∃ β  t a l  que  αβ =  e  y∈ βM ( α ) .  

DEMONSTRAÇÃO .   

Suponhamo s  que  y∈ γM ( α ) .  Se j a  A o  c on jun to  

U { βM ( α ) / β ≤ α } U {y , γ } .  Uma  ve z  que  o  AE  é  sa t i s f e i t o  em  N  

podemos  ap l i c a r  o  t eo r ema  de  Löwenhe im-Sko l em .   

As s im ,  e x i s t e  um  con jun to  B ,  B ⊇A,  α=B  e  t a l  que  x∈M a ( α ) ,  

é  sa t i s f e i t a  quando  r e l a t i v i z ada  a  B  e  o  Ax ioma  da  

Ex t e ns i ona l i dade  é  sa t i s f e i t o  em  B.  Se j a  ϕ  um  i somor f i smo  de  B 

sob re  um  con jun t o  t r a ns i t i vo  B ’ .  Ent ão  ϕ  é  a  i d en t i dade  sob re  

U { βM ( α ) / β ≤ α }  uma  ve z  que  e s t e  c on j un t o  j á  é  t r a ns i t i vo .  Do  

mesmo  modo  ϕ ( y )=y  e  ϕ ( γ )= β  em  que  β  é  um o rd i na l  e  αβ ≤ .  

U t i l i z ando  o  a rgumen to  u sua l  ac e r ca  do  c a r á t e r  ab so l u to  t em-se  

que  y∈ βM ( α ) .  

TEOREMA  6 .8 .  De  ZF+SM s e gue - s e  q ue  ex i s t e  um  mode lo  pad rão  

pa ra  ZF  em  que  AE  e  HGC  são  s a t i s f e i t o s  e  q ue  c on tém α ω⊆  t a l  

que  α  não  é  c on s t r u t i ve l .  A s s im ,  HGC  e  AE  não  imp l i c am  V=L .  

DEFIN IÇÃO .  Se ja  A  o  con jun t o  de  t odos  o s  p are s  <P ,Q> em  que  P  

e  Q  s ão  subcon jun to s  f i n i t os  d i s j un t os  d e  ω .   

Se j a  <P 1 ,Q 1> <  <P 2 ,Q 2> se  P 1 ⊆P 2 ,Q 1 ⊆Q 2 .  Um subcon-

jun to  B  de  A  é  denso  se  

i )pa ra  todo o  x∈A,  ∃y∈B e  x<y   

i i )x∈B,  x<y  impl i ca  y∈B.  
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Se  {P n }  é  uma  suce s são  c r e sc e n t e  de  c ond i çõe s  de  f o rc i ng  

α =l im  P n  se  α ={n / ∃ k (n∈α )  e  P k } .  

TEOREMA  6 .9 .  Se  α ⊆ ω  ex i s t e  uma  suce s são  c omp le t a  {P n }  com 

α = l im  P n  s e  e  somen te  s e  pa ra  q ua l que r  s ubcon jun to  den so  B  de  

A  que  e s t e j a  em  M ,  ∃n  t a l  que  s e  P=α I {0 , . . . , n }  e  Q={0 , . . . , n } -P ,  

en tão  <P,Q>∈B.  

DEMONSTRAÇÃO .   

Uma  ve z  que  {P n }  se r  uma  suc e s são  compl e ta  depende  

a pena s  do  l imP n ,  o  t eo r ema  dá  uma  ca r ac t e r i z aç ão  da s  su ce s sõe s  

c omp le t a s .  É  c l a ro ,  a  p a r t i r  da  d e f i n i ç ão  de  um  con j un t o  d en so ,  

que  se  B  é  dado  e n t ão  pa ra  qua lque r  P ,  ∃Q Q ⊇P  t a l  que  Q fo rça  

α  a  t e r  a  p rop r i e dade  do  t eo rema .  I s t o  imp l ic a  que  se  {P n }  é  

c omp le t a  α  t em  e s sa  p rop r i edade .  Se  α  s a t i s f a z  a  no s sa  

p rop r i edade  se j a  P n  qua l que r  suc e ssão  com α =l imP n .  En t ão ,  

pa r a  qua lque r  f r a se  de c l a r a t i v a  d ada ,  s e j a  B o  c on j un t o  (q ue  

e s t á  em  M)  de  c ond i ç õe s  d e  f o r c i ng  q u e  f o rçam  o u  a  f r a se  

de c l a r a t i v a  ou  a  sua  negaç ão .  E s t e  c on j un t o  é  denso  e  po r  i s so  

pe l a  no s sa  c ond i ç ão  a l gum  P n  fo r ça  ou  a  f r a se  dec l a r a t i va  ou  a  

sua  n egaç ão .  

 

A  Hipó t e se  do  Con t í nuo   

 

Se j a  2,1 ≥ℵ τ ,  um ca rd ina l  f ixo  em M.  Se ja  S  de f in ido  do  

seguin te  modo:  pa ra  todo  α < τℵ ,  αS  consi s t e  num e lemento  c a  

e   αc = α .  Todos  es t es  αc ∈G.  Para  α = τℵ ,  αS  cons i s t e  nos  τℵ  

e lementos ,  t odos  em G,  que  rep resenta remos  por  δα ,  δ < τℵ .  

Para  e st e s  te r emos  δα ⊆ ω  e  a  sua  p re sença  ga rant i r á  que  o  

cont í nuo  é  pe lo  menos  τℵ .  E sc revendo  a inda  α = τℵ ,  1+αS  

consi s te  só  nos  e l ementos  de  G,  do  segu in te  modo :  Há  τℵ  



 148 

e lementos  que  se rão  { β }  pa ra  todo  o  β < τℵ  e  os 

rep resen ta remos  pe lo  s ímbolo  { β } .  Haverá  t ambém τℵ  

e l ementos  que  se  to rna rão  em { δ , δα }  pa ra  δ < τℵ  e  os  

rep resen ta remos  por  { δ , δα } .  2+αS  cons i st e  em τℵ  e l emen tos 

em G que  se  to rnarão  < δ , δα >  pa ra  δ < τℵ  e  os  r ep resenta remos 

por  < δ , δα > .  F ina lmen te ,  3+αS  consi s te  num e lemento  em G 

que  rep resenta remos por  W e  W  se rá  {< δ , δα >/ δ > τℵ } .  βS  pa ra 

t odo  β > α +3  não  c on t ém  nenhum dos  e l emen t o s  de  G  e  o s  

se u s  e l emen to s  e s t ã o  em cor r e spondênc ia  1  a  1  c om a s  

fó rmula s  c u ja s  va r i á ve i s  t omam va l o re s  em  }/{ βγγ <SU .  Ne s t a  

c ons t r uçã o  e s t amos  p r i nc ipa lmen te  in te r e s sa dos  no s  δα  e  no  

con j un to  W,  mas  uma  ve z  q ue  < x , y={{x } , {x , y }} , t emo s  que  

de f i n i r  W numa  suc e s são  de  pa s so s .  As  cond iç õe s  de  f o r c i ng  

c on s i s t em  em  t odos  o s  c on j un to s  f i n i t o s  P de  f r a se s  

de c l a r a t i va s  da  f o rma  n∈ δα  ou  ~n∈ δα  pa r a  n< ω ,  δ < τℵ  e  não  

con t êm n∈ δα  e  ~n∈ δα  pa r a  qua l que r  n ,  δ .  Esc revemos  P<Q s e  

P ⊆Q e  φ (P)  con s i s t e  em t o da s  a s  f r a se s  de c l a r a t i va s  c n∈ δα  em  

que  ( n∈ δα )  e s t á  em  P  j un t amen t e  c om a s  segu i n te s  f r a se s  

de c l a r a t ivas  :  

i )  αc ∈ βc  se  

i i )  αc ∈{ α }  

d∈{ δ , δα }  

δα ∈{ δ , δα }  

em que α , δ < τℵ  

i i i )  { δ }∈< δ , δα > e  { δ , δα }∈< δ , δα > pa ra  δ < τℵ  
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i v )  < δ , δα >∈W pa r a  δ < τℵ   

Se ja  {P n }  uma  suc essão  comple t a  e  se j a  N  o  mode lo  r e su l -

t an te  p a ra  ZF .  Então  δα ⊆ ω  e  obv i amen te  o s  δα  são  d i s t i n to s  

uma  ve z  que  nenhum P pode  fo rça r  δα = 'δα  se  δ 'δ≠  uma  ve z 

que  o s  P são  s imp l e smen t e  con jun to s  f i n i t o s  e  pa ra  qua lque r  P ,  

∃Q ⊇P t a l  que  pa ra  a lgum  n(n∈ δα )  e  (~n∈ δα )  e s t ã o  em Q.  

LEMA  6 . 13 .  Em N  t odo  con jun to  é  con s t r u t i v e l  a  par t i r  d e  W .  I s t o  

é ,  s e    M 0   é  o  f e cho  t r an s i t i v o  de  W  e  αM =( U { βM / β < α } )'  en t ã o  

N= U { αM / α ∈M}.  

DEMONSTRAÇÃO .   

O  f echo  t r a ns i t i vo  de  X  é  e n tend ido  como sendo  n
n

XU em  que  

X 0=X e  X n + 1  é  o  c on jun to  soma  de  X n  .  O l ema  é  óbv io  uma  ve z  

que  U { }3/ +ℵ≤ τα αS  é  p r ec i samen t e  e s se  f e cho .  

TEOREMA  6 .10 .  AE  é  sa t i s f e i t o  em  N .  

DEMONSTRAÇÃO .   

Uma  vez  que  a  const rução  X →X'  é  abso lu ta  podemos  

expr imi r  em N a  re la ção  x∈ αM  do  lema  6 .13 .  Uma  vez  que  M 0  

é  bem o rdenado ,  por  causa  de  W ,  es te  induz ,  pe lo s  a rgumentos  

usua i s ,  boas  o rdenações  de  todos  os  αM  e  por t an to  de  N .  A  

boa  or denação  é  expr imíve l  por  uma  fó rmul a  com uma  ún i ca  

cons t an t e ,  W.  

DEF IN IÇÃO .  Se  não  ex i s t e  nenhum  R t a l  que  P<R e  Q<R 

d i remos  que  P  e  Q são  incompat í ve i s .  

LEMA  6 . 14 .  Se j a  B  um  c on j un t o  em  M d e  P  mu t uame n t e  

i n c ompa t í v e i s ,  e n t ão  B  é  c on t áv e l  em  M .  

DEMONSTRAÇÃO .   
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O a r gumen to  é  t odo  e f e t ua do  em  M .  S up onhamos  que  B  não  é  

c on t á ve l .  Se j a  B n  o  s ub con j un t o  de  B que  c ons i s t e  n a que l e s  P que  

c on t êm  menos  do  que  n  f r a s e s  de c l a r a t i va s .  A l guns  B n  t êm  que  

s e r  n ã o  c on t á ve i s  ( uma  ve z  que  AE  é  s a t i s f e i t o  em  M de  modo  

que  a  u n i ão  c on t á ve l  d e  con j un t o s  c on t á ve i s  é  c on t á ve l .  A l i á s  o  

c on j un to  de  t o do s  os  P  é  bem o rd enado  de  modo  que  n ã o  

p r e c i s amos  d e  AE ) .  Ass im ,  p od emos  s upo r  q ue  t o dos  o s  P em  B 

t êm  menos  do  qu e  n  f r a s e s  de c l a r a t i va s .  Se j a  k  o  ma i o r  i n t e i r o  

t a l  qu e  pa r a  a l gum P 0  com  k  f r a s e s  d ec l a r a t i v a s  h á  P  em  B em  

núme ro  n ã o  c on t á ve l  t a i s  qu e  P 0<P .  P odemos  t e r  k=0  e  P 0=  ∅ .  B  

cons i s t e  a pe na s  ne s t e s  P .  Se j a  P 1  um  e l emen to  a rb i t r á r i o  de  B  e  

s e j a  A l , . . . , Am  a s  f r a s e s  d ec l a r a t i v a s  em  P 1—P 0 .  Uma  vez  que  P 1  é  

i n c ompa t í ve l  com todos  o s  o u t r o s  P  em  B  e  t od os  o s  P  em B  

con t êm  P 0 ,  t em  qu e  s e  s e gu i r  q u e  pa r a  a l gum A i ,  d i gamos  A 1 ,  um  

núme ro  i n con t á ve l  d e  P em  B con t ém  ~A l .  Ora  ~A 1  nã o  e s t á  em  

P 0  uma  ve z  q u e  d e  ou t ro  modo  ~  A 1   e s t a r i a  em  P l  e  h á  um  

núme ro  n ã o  c on t á ve l  d e  P  em  B qu e  c on t ém  P 0  U {~  A 1}o  que  

c on t r a d i z  a  d e f i n i ç ã o  de  k .  

LEMA 6 .15 .  Se ja  f  uma  f unção  un í voca  de f in í ve l  em  N .  Ex i s t e  

uma  função  g ,  de f in í ve l  em  M,  que  f az  co r re sponde r  a  cada  c  

em  S  um subcon jun to  c on t áve l ,  g ( c )  de  S  e  t a l  que  pa ra  t odo  o  

c  f ( c )=c '  para  a l gum c '∈g( c ) .   

 

DEMONSTRAÇÃO .   

 

F  é  d e f i n i da  po r  uma  f r a s e  que  p ode  e nvo l ve r  c  p a r a  a l gum  c  

em  S .  Podemos  a s s im  f o rma r  f r a s e s  de c l a r a t i va s  na  no s s a  

l i n guagem  f o rma l  r e f e r i ndo -no s  a  f .  A t é  i nd i c a çã o  em  con t r á r i o ,  

a s  n o s s a s  noçõe s  s i t u am- s e  em  M.  Pa r a  c a da  c ,  c '  em S  s e j a  

A(c , c ' )  o  c on j un to  de  t odo s  o s  P t a i s  qu e  P fo r ç a  f  a  s e r  u n í voc a  

e   c '  é  o  p r ime i ro  e l emen t o  de   S  ( s o b  uma  bo a  o r den aç ão  na tu r a l )  

t a l  q ue  p a r a  qu a l qu e r   Q>P ,  Q  f o r ç a  f ( c )=c ' .  Obvi amen t e  s e  
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c ' ≠ c "  os  e l emen to s  de  A (c , c ' )  s ã o  i n c ompa t í ve i s  c om  os  de  

A(c , c " ) .  Logo ,  u s a ndo  AE  em  M e  o  l ema  6 . 1 4  s ó  há  c '  em núme ro  

con t á ve l  t a i s  q u e  A(c , c ' ) ≠ ϕ .  Se j a  g (c )  o  c on j un t o  de  t o do s  e s t e s  

c ' .  Regre s s amos  a go ra  a  N e  s e j a  c '   o  p r ime i r o  e l emen t o  de  S  t a l  

que  f ( c )= c ' .  Uma  ve z  qu e  a  cons t ruç ã o  dos  αS  p ode  s e r  exp r e s s a  

em   N,  e  a  b oa  o r de n aç ão  d e  S  exp re s sa  em  N,   podemos  

cons i de r a r  c omo  s endo  uma  f r a s e  dec l a r a t i v a  nã o  l im i t a da ,  

l e g í t ima   T ≡  c '  é  o  p r ime i r o  e l emen t o  d e  S  t a l  q ue  f ( c )=c ' .   En t ã o  

a l gum  P n  t em  que  f o r ç a r  T  e  o  f a t o  d e  f  s e r  u n í voc a  uma  ve z  q ue  

e s t a s  s ão  ve r d ad e i r a s  em   N.   Logo  A(c , c ' )  não  é  va z i a  e  c '∈g (c )  

e  o  l ema  e s t ão  d emon s t r a do s .  

TEOREMA  6 .11 .  Se jam α  e  β  ord ina i s   βα <  em M.  En tão ,  βα <  

em  N .  

 

DEMONSTRAÇÃO .   

 

Podemos  s upo r  α  e  β  s ã o  c a rd i na i s .  Se j a  f  uma  f unção  

un í vo ca  em  N  de  α  s ob re  β  t a l  q ue  f ( x )=0  s e  x∈α .  }/{ γδδγ <= SX U  

obv i amen te  γ ∈ 3+γX  p a r a  t odo  γ  e  x∈ →γX  o rd em  de  x γ≤ .  Pe l a  

demons t r a çã o  do  l ema  6 . 15  s e gue  que  o  con t r a domín i o  de  f  s ob r e  

3+γX  e s t á  con t i d o  em  T  em  que  T  é  um  sub con j un t o  de  βX  e  a  c a r -

d i na l i da de  de  T  em  M é  ≤  0ℵ . α = α .  T  con t ém  o  con t r a domín i o  de  

f .  Se  c∈T  en t ão  c∈ γS  pa ra  a l gum  γ < β .  Uma  ve z  qu e  a  

c a rd in a l i d ad e  de  T α≤  em  M,  uma  vez  que  α < β  em  M,  ex i s t e  um  

γ < β  t a l  q ue  T ⊆ }/{ γδδ <SU .  Ma s  en t ão  a  o rdem  de  T ≤ γ  e  a s s im  T  

não  pode  con t e r  β  e  a s s im  o  c on t r a domín i o  de  f  nã o  pode  i nc lu i r  

t o do  o  β .  
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Sabemos  a go ra  que  o s  c a r d ina i s  em  M sã o  p re c i samen t e  os  

c a rd in a i s  em  N.  Uma  vez  que  o s  δα  s ã o  t odos  d i s t i n t o s  vemos  

que :  

TEOREMA 6 .12.  Em N,  C ≥ τℵ .  Logo HC é  fa l sa  em N.  

T endo  mos t r ado  que  C ≥ τℵ ,  o  p rob l ema  a go ra  c on s i s t e  em  

de t e rmina r  a  c a r d ina l i dade  de  C em  N.   

LEMA  6 . 16 . (Köni g ) .  Se ja  αA  e  αβ  c o l e çõe s  de  con j un to s  ta i s  

que αA < αβ  pa ra  t odo  α .  En tão ,    αα BA ∏<U em que  ∏  r ep res en t a  o  

p rodu to  d i r e t o .  

DEMONSTRAÇÃO .   

S uponhamos  qu e  f  é  uma  f unç ão  U αA  so b re  ∏ αB .  Se j a  βf  a  

p r o j e ç ão  de  f  s o b r e  βB .  En tã o  pa r a  c a d a  α ,  αf  não  pode  s e r  uma  

f unç ão  d e  αA  sob re  αB .  Esco l he - s e  αx ∈ αB  que  nã o  e s t e j a  no  

c on t r a dom ín i o  de  αf  sob re  αA .  En tão  ∏
α

α
αx  não  e s t á  no  

c on t r a dom ín i o  de  f .  

LEMA  6 .17 .  O con t í n uo  C  nã o  é  a  s oma  de  ca rd in a i s  c on tá ve i s  

men or e s .  

DEMONSTRAÇÃO .   

A  ún i c a  r e s t r i çã o  s ob r e   C é  s e  nA <0 ,  e n t ão  

∏
∞

=

ℵℵℵ ===<∑
1

.2)2( 000

n

n CCA           

Mos t r a r emos  que  em  c e r t o  s e n t i do  é  e s t a  a  ú n i c a  r e s t r i ç ão  

po s s í ve l  s ob re  C .  
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LEMA  6 .18 .  Em M(  i s t o  é ,  s u pondo  HGC)  o  n úme ro  de  s ubcon -

j un t o s  c on táve i s  d e  τℵ  é  τℵ  s e  τℵ  não  é  uma  s oma  c on táve l  d e  

c a rd i na i s  menor e s ,  e  1+ℵτ  s e  o  f o r .  

DEMONSTRAÇÃO .   

R epa re  q ue  o  n úme ro  d e  s ub co n j un t o s  c on t á ve i s  d e  δℵ  p a r a  

qu a l qu e r  δ  é  1
. 00 2 +
ℵℵℵ ℵ=≤ℵ≤ δδ

δ  p e l a  HGC .  Suponhamos  a go ra  qu e  

τℵ  n ão  é  uma  s oma  c on t á ve l  d e  c a rd i na i s  meno re s .  I s t o  s i gn i f i c a  

que  não  ex i s t e  uma  su ce s são  τττ <nn ,  e  no  en t an to  su p ττ =n .  

D i zemo s  en t ã o  que  τ  não  é  co - f i na l  c om  ω .  Ora  qua lque r  s ub -

con j un t o  con t áve l  d e  τℵ  e s t á  a s s im  con t i do  em  τℵ  p a r a  a l gum  

τ ' < τ .  O  n úmero  de s t e s  c on j un t o s  é  ττ ℵ≤ℵ< +1' .   Ass im ,  o  núme ro  

de  subcon j un t o s  c on t á ve i s  d e  τℵ  é  τ≤ . τℵ = τℵ .  Por  ou t ro  l ado ,  

suponhamo s  a go ra  que  τℵ = ∑ A n  em  que  A n  são  c a rd i na i s  e  

A n< τℵ .  Suponhamos  que  A n<A n + 1  e  f a ç amos  B n=A n -A n + 1 .  O 

núme ro  de  subcon j un to s  con t á ve i s  é  pe lo  meno s  ∏ B = ∏A n .  Mas  

τℵ = ∑ A n< ∏A n + 1  e  a s s im  o  núme ro  é  pe lo  menos  1+ℵτ ,  ma s  

t ambém é  no  máx imo  1+ℵτ .  

DEF INIÇÃO .  Para  qua l que r  f ra se  de c l a ra t i v a  A  d i remos  que  P  é  

m í n imo  pa ra  A  se  P  f o rça  ~  ~  A  ( i s t o  é ,  ne nhum Q>P  f o rç a  ~  A )  

e  ne nhum  P '<  P  t em  e s t a  p rop r i edade .  

D i z e r  que  P  f o rç a  ~  ~A  é  p r ec i samen t e  a  c ond i ç ão  segundo  a  

qua l  s e  P<P n  em que  P n  é  um  do s  t e rmos  de  uma  su ce ssão  

compl e t a  que  de f i ne  N,  en t ão  A  é  sa t i s f e i t o  em  N.  

LEMA 6 .19 .  Pa ra  q ua l que r  f r a se  de c l a ra t i v a  A  o  con jun to  do  P  

mín imo  pa ra  A  é  c on t áv e l  em  M .  

DEMONSTRAÇÃO .   
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Es t a  demons t ra ç ão  é  q ua se  i dê n t i ca  à  do  l ema  6 . 14 .  Se j a  B 

um con j un t o  nã o -con t áve l  d e  P mín imo .  Como  no  l ema  6 . 14  

podemos  s upo r  que  t o do  o  P em  B con t ém  n  f r a s e s  dec l a r a t i va s .  

Se j a  k  o  ma i o r  i n te i r o  t a l  que  e x i s t e  um  P '  com k  cond i ç õe s  e  

P '<P  pa ra  um  núme ro  i nc on t áve l  d e  P  em  B.  Podemos  en t ã o  

s upo r  P '<P  pa ra  t odo  o  P em  B.  Ora  uma  vez  que  o s  P  em  B  s ã o  

m ín imos ,  P '  não  pode  f o rça r  ~  ~  A  .  Logo ,  p a r a  a l gum  P">P ' ,  P "  

f o r ç a  ~A  e  po r  i s s o  P"  é  i nc ompa t í ve l  com todo  o  P  em  B.  Como  

no  l ema  6 . 14 ,  i s t o  s i gn i f i c a  q ue  pa r a  a l gum  c∉P ' ,  P ' U {c }  e s t á  

c on t i do  num núme ro  i nc on t á ve l  d e  P  em  B  o  qu e  con t r a d i z  a  

d e f i n iç ã o  de  k .  

Pod emos  de t e rmina r  a go r a  a  ca rd ina l id ad e  d e   C .  

 

TEOREMA  6 .13 .  Em N ,  C= τℵ  s e  τ  não  é  co - f i n a l  c om  ω  em  M ,  

C= 1+ℵτ   s e  τ  é  c o - f i na l  c om  ω .      

 

DEMONSTRAÇÃO .   

 

Pa ra  cada  c∈S e  n∈ω ,  se j a  V(n , c )  o  con jun to  do s  P 

mín imos pa ra  n∈c .  Se  V(n , c )=V (n ,c ' )  para  t odo  o  n e  c ⊆ ω ,  

c ' ⊆ ω ,en t ão  c=c ' .  I s to  é  ve rdade  porque  se  P k  e s t á  numa  

suce ssão  comple ta  e  P k  f o rça  n∈c ,  deve  haver  um P'  mín imo ,  

P'<P k .  Então  P'  e  po r t an to  P k  f orçam  ~~n∈c '  e  a ss im  n∈ c ' .  

Logo ,  c= c ' .  Para  um ω  f i xo  o  número  de  con juntos  poss í ve i s  

V(n ,c )  é  no  máx imo  D=  o  número  de  subcon jun tos  con távei s  

de  τℵ  t a l  como é  ca l cu l ado  em M.  A nossa  a f i rmação  é  que  se  

E é  o  con jun to  das  sucessõe s  con táve i s  em D  E = D  (uma  vez  

ma i s ,  t odas  e s t a s  noções  e s  tão  em M).  E i s to  po rque  c ada 

e l emen to  de  E dá  o r igem 

a  um subcon jun to  con tável  de  D e  cada  subcon junto  p rovém 

no  máx imo  de  02ℵ  suce ssõe s ,  de  modo  que  pe l o  l ema  6 . 18  t em-
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se  E ≤ D .  D=ℵ1  e  uma  vez  que  ED ≤ ,  D=E.  Most ramos  a ss im ,  

que  em N,  C ≤ D .  Se  τ  é  c o - f i na l  c om ω  vemos  que  em  N ,  

τℵ ≤ ⊂ ≤ 1+ℵτ  

O  l ema  6 . 17  d i z  que  C não  pode  se r  i gua l  a   τℵ  e  a s s im   C= 1+ℵτ .  

Se    τ  não   é  co - f i n a l  c om   ω ,  t em -se  C ≤ τℵ  e  uma  vez  que  C ≥ τℵ  

C= τℵ .  

 

O  Ax ioma  da  E sco lha  

 

No  no s so  p r ime i ro  mode lo ,  i n t roduz i remos  um con jun to  V 

que  cons i s t e  em subcon jun to s  gené r i c os  de  ω  em número  

in f i n i t o .  A  cons t rução  se rá  e fe tuada  de  t a l  mane i ra  que  só  s e  

poderá  d i s t ingu i r  en t re  um  número  f in i to  de s t e s  e  um  

con jun to  qua lque r .  A ss im S 0  cons i s t e  em t odos  o s  i n t e i ro s ,  

S 1  num número  con táve l  de  s ímbo los  α n ,  cada  um dos  qua i s  

é  gené r i co  e  a caba rá  po r  s e r  um subcon jun to  de  ω .  S 2  

cons i s t e  num con jun to  gené r i co  V que  t e rá  como  membros  

exa tamen te  o s  c on jun to s  a n .  αS  para  α >2  cons i s t e  no s  nome s  

pa ra  t oda s  a s  fó rmul a s  em ZF  r e l a t i v i z ada s  a  U { βS / β < α }  

envo lvendo  t a l vez  cons t an te s  de s se  con jun to .  A s  cond içõe s  

de  f o rc i ng  P consi s t em  em t oda s  a s  c o lecçõe s  f in i t a s  d e  

f ra se s  dec la ra t iv as  da  f o rma  n∈am  ou  ~n∈am  que  não  

con t enham  ao  mesmo  t empo  uma  f r a se  de c l a r a t i va  e  a  sua  

negação .  A  o r denação  pa r c i a l  do s  c on jun t o s  P  é  apena s  a  

inc l u são .  Pa r a  c ada  P ,  φ (P )  o  c on j un t o  da s  f r a se s  de c l a r a t i va s  

e l emen t a r e s  f o r ç ada s  p or  P cons i s t e  no  se gu i n te :  

i )  se  m,n∈S 0  e  m<n en tão  (m∈n )∈φ (P )  

i i )  s e  (m∈a n )∈P en t ã o  (m∈a n )∈ φ (P )  

i i i )  ( a n∈V)∈ φ (P )  para  t odo  n .  
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Se j a  G o  g r upo  d e  todas  a s  pe rmutações  π  de  ω  t a i s  que  

π (n ) ≠ n  pa ra  um  núme ro  f in i to  de  n  e  se j a  G n  o  subgrupo  de  G 

i gua l  a  { π / π (m)=m pa ra  m ≤ n .  Def in i r emos  agora  c omo é  que  G 

a tua  sob re  S=
α
U αS .  

DEFIN IÇÃO .  Para  c∈S 0 ,  π ∈G,  se ja  π  c=c .  Para  a n∈S ,  s e ja  

π ( α n )= )(nπα .  Se ja  π (V )=V .  Para  α >2  c∈ αS  e  s uponha  que  c  

corre sponde  a  uma  f ó rmul a  A (x ,c 1 , . . . , cm )  em  que  

c i∈ αX U { βS / β < α }  e  suben t ende - se  que  A  t em  t odas  a s  

var i áv e i s  re s t r i t a s  a  αX .  En tão  π ( c )  é  o  e l emen to  de  αS  que  

corre sponde  a  A (x , π ( c 1 ) , . . . ,  π ( cm ) )  .  

DEFIN IÇÃO .  Se ja  A  uma f rase  dec l ara t i va  l im i t ada ,  

A ≡B(c 1 , . . . , c n )  em  que  c i∈S e  B  é  uma  fórmula  de  ZF  t a l  que  

cada  quant i f i cador  t em um í nd i ce  ord inal .  Então  

π (A) ≡B( π (c 1 ) , . . . , π (c n ) ) ,  em  que  os  í nd ic es  o rd inai s  não  são 

modi f icados .  E  analogamente  para  f rase s  dec lara t i vas  não-

l im i t adas .  

 

DEFIN IÇÃO .  Se  P  é  uma condição  de  f orc i ng ,  π (P )  é  uma 

condição  de  fo rc ing  de f in ida  por  (n∈am )∈P )()( )( Pn m παπ ∈∈↔  e  

~ (n∈am )∈P )()(~ )( Pn m παπ ∈∈↔ .  

LEMA  6 .20 .  P f o rca  A  ↔  π (P )  fo rça  π (A ) .  

DEMONSTRAÇÃO .   

Se j a  A uma  f r a se  de c l a r a t i va  l im i t ada .  A  demons t r aç ão  

p r oce de  por  i nduç ão  sobr e  a  o r dem  de  A .  O  l ema  só  p r ec i sa  

se r  v e r i f i c ado  pa r a  a s  f r a se s  dec l a r a t i va s  l im i ta da s  A ,  t a i s  que  

o r dem  de  A=( α , i , r )  e  α ≤ 2  uma  ve z  que  a  induçã o  é  t r i v i a l .  

Ba s ta  c ons ide ra r  o  c a so  em  que  A é  da  f o rma  n∈am .  Mas  en t ão  

é  óbv io  a  p a r t i r  d a  no s s a  de f i n i çã o  da  a ção  de  G sob r e  P e  A .  
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O re su l t a do  pa ra  f r a se s  dec la r a t i v a s  nã o  l im i t ada s  segue - se  

po r  i ndução  sobr e  o  núme ro  de  s ímbo lo s .  

LEMA  6 .21 .  Para  cada  c∈S ,  a  f rase  dec la ra t i va  A  e  a  cond i ção  

P ,  ∃m ta l  que  π ∈Gm →  π (c )=c ,  π (A )=A ,  π (P )=P  

DEMONSTRAÇÃO .   

Se  c∈S  e  cor r e sponde  a  uma  fó rmula  A(x , c 1 , . . . ,c n )  t a l  que  

pa ra  a lgum m i ,  π ∈
imG → (c i )=c i  en tão  se  m=  max (m i )  obv i amen t e  

π ∈Gm → π ( c )=c .  Se  c∈S 0  ou  c∈S 2 ,  π (c )=c  pa r a  t odo  o  π .  Se  

am∈S 1 ,  en tão  π (am )=am ,  se  π ∈Gm  .  O caso  da s  f r ase s  

dec la ra t i va s  é  t r a t a do  ana logament e .  O  c a so  da s  c ond i ções  P  é  

t r i v i a l .  Ass im ,  embo ra  ha j a  a n  em número  i n f in i t o ,  c ada  c  é  

s imé t r i c o  a  r e spe i to  de  t odos  e l e s  com,  t a lve z ,  excepçõe s  em 

núme ro  f i n i t o .  

Repre sen t e  a gora  N o  mode lo  ob t i do  e sco l hendo  uma  

suce ssão  comple t a  {P n }  .  

TEOREMA  6 .14 .  N é  um  mode lo  pa ra  ZF  em  que  o  con jun to  T  é  um  

subcon jun to  de  P (ω )=C t a l  que  T  é  in f i n i t o  e  no  en ta n t o  n ão 

con t ém nenhum subcon j un t o  c on táve l .  

DEMONSTRAÇÃO .   

Se  m ≠ n  e n tã o  nenhum  P  pode  f o rç a r  am=a n  uma  ve z  que  

podemos  sempre  encon t r a r  a l gum  Q>P  que  f o rç a ,  p a r a  a l gum 

k ,  k∈am  e  ~k∈a n .  Ass im ,  ma ≠ na  e  obv i amen t e  T  é  i n f i n i t o .  Se j a  

c∈S ,  suponha  que  a l gum  P  da  suce ssã o  comple ta  {P n }  f o rça  c  é  

uma  f unção  f  de  ω  em  V,  t a l  que  f (m ) ≠ f ( n )  se  m ≠ n .  Se ja  r  t a l  

que  π ∈G r → π (c )=c  e  t a l  que  r  é  ma io r  do  que  qua lque r  m t a l  

que  a m  oco r r e  n uma  f r a se  dec la r a t i va  de  P.  Na suc e s sã o  

comple t a  {P n}  t em  que  have r  a l gum  P' ⊇P  t a l  que  P'  f o rç a  

f ( k )=a s ,  pa r a  a lgum  k  e  s  em  que  s  é  ma io r  do  que  r ,  uma  ve z  

que  f  t oma  um númer o  i n f i n i t o  de  va lo re s  d i s t i n t o s .  Se j a  t> r  



 158 

um in t e i r o  t a l  que  a t ,  não  apa reç a  em  P' .  Se j a  π  a  pe rmutaç ão  

que  t r o ca  s  e  i  e  que  é  a  ide n t i da de  sob re  t odos  o s  o u t r o s  

in t e i r o s .  Se  P"= π (P ' )  e n tã o  P"  f o rç a  f ( k )=a t  .  

Também  se  t em  que  P '  e  P"  s ão  compa t í ve i s ,  i s t o  é ,  

Q=P ' U P"  é  uma  cond iç ão  de  f o rc i n g ,  uma  ve z  que  P '  e  P"  são  

idê n t i c o s  e xc e t o  pa r a  a s  c ond iç õe s  que  envo lvem a s  e  a t  e  P '  

não  e nvo l ve  t  e  P"  não  e nvo l ve  s .  Ass im  Q f o rça  f  a  se r  

un í voca  uma  vez  que  Q ⊇P  e  no  en ta n to  f o rç a  f ( k )=a s  e  f ( k )=a t  

o  que  é  impo ss í ve l .  

COROLÁRIO .  Em N  o  c on t í n uo  não  é  bem o rde nado .  

COROLÁRIO .  Em N  ex i s t e  uma  suc e s são  c on t áve l  {B n } ,  em  que  

cada  B n  é  um  con j un t o  de  núme ro s  r ea i s  t a l  que  não  e x i s t e  uma  

função  g  t a l  que  g ( n )∈B n .  A s s im  o  AE  con táv e l  não  é  

s a t i s f e i t o .  

DEMONSTRAÇÃO .   

É  c la ro  que  os  núme ros  r ea i s  e s t ão  em co r r e spondênc ia  l  a  

l  com subconjun tos  de  ω  de  modo  que  C pode  se r  consi de rado  

ou  como o  con jun to  dos  números  r ea i s  ou  como P( ω ) .  

Também é  bem sab ido  que  pa ra  qua lque r  n  ex i s te  uma  função  

s imple s  de  todos  os  n - tup los  de  números  r ea i s  l  a  l  sobre  o s  

r ea i s .  Se ja  B n  o  con jun to  de  r ea i s  que  cor r e spondem  a  todos  

os  n - tup lo s  de  e l ementos  de  V em que  nenhum pa r  de  

e l ementos  do  n- t up lo  é  i gua l .  Se  g  ex i s t e ,  e n t ão ob te r i a - se  um 

subconjun to  con táve l  de  V.  

DEF IN IÇÃO .  Diremos  que  P  força  f racamente  A se  P  fo rça  ~~A .  

Ass im,  se  P f o rça  f racamente  A en tão  se  P  é  pa r t e  da  

suce ssão  comple ta  {P n}  A  t em  que  se r  ve rdade i ro  em N,  uma  

vez  que  nenhum Q ⊇P pode  f orçar  ~A.  Obviamente  se  P  f orça  

A,P f orça  f r acamente  A.  
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LEMA  6 . 22 .  Em N se  x∈N,  x ⊆ ω ,  há b 1=
1i

a , . . . , bm=
mi

a  em 

número  in f in i to ta i s  que  x  é  cons tru t íve l  a  par t ir  de  

b 1 , . . . ,bm .  

 

DEMONSTRAÇÃO .   

 

D i r emos  que  x  é  cons t ru t í ve l  a  par t i r  de  b 1 , . . . ,bm  s e  quando  

de f in imos  M 0= ω U {b 1 , . . . ,bm} ,  M a= )'(
αβ
β

<

MU  pa r a  a lgum  α ,  x∈M a .  

Se j a  x= c  e  suponhamos  que  Gm  conse rva  c  f i xo .  Pa ra  todo  o  

P ,  s e j a  P  o  con jun to  de  cond ições  em P  que  envolve  a i  c om 

i ≤m.  A nossa  a f i rmação  é  que  se  P  fo r ça  n∈c  en tão  P f orça  

f ra camente  n∈c .  

Não  sendo  a ss im pa ra  a lgum P ' ⊇P,  P '  f o rça  ~n∈c .  

Obviamente  ex i s t e  a lgum π ∈Gm  ta l  que  π (P ' )  e  P  s ão  

compa t í ve i s .  En tão  π (P ' )  f o rça  ~n∈c  e  por  i s so  Q=P U π (P' )  

f o r ça  n∈c  e  ~n∈c ,  o  que  é  imposs í ve l .  A  função  h  de  P  pa ra  o  

con jun to  de  todos  o s  n  t a i s  que  P f orça  f r acament e  n∈c  é  

expr imíve l  em  M.  Obviamen te  x  é  agora  f ac i lmente  cons t r u ído  

a  pa r t i r  de  h  e  a 1 , . . . ,am  uma  vez  que  e s te s  a i  de te rminam qua l  

é  o  P  que  ocor r e  na  suce ssão  comple ta .  

O  l ema  ac ima  pode - se  gene ra l i za r  a  qua lque r  con jun to  x  

que  se j a  um subconjun to  de  um ord i na l .  I nc lu ímos aqu i  apena s 

pa ra  mos t r a r  como  os  a i  se  compor tam independent ement e .  No  

en t an to  p re c i samos  de  uma  f orma  l i ge i r ament e  di fe r en t e  pa ra  

uma  ap l i ca ção .  

A  c ada  e l emento  c  do  e spaço  nomina l  S  a s soc i a r emos um 

conjun to  f in i t o  de  a n ,  o  a n  do  qua l  e l e  depende  e ssenc ia l -

mente .  A  def i n ição  é  óbv i a  pa ra  c∈S 0  ou  c∈S l .  Ao e lemento  V 

é  a ssoc iado  φ .  Ora  se  c∈ αS  e  cor re sponde  a  uma  fórmula  que  
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envo lve  c 1 , . . . ,c n ,  em que  c i U }/{ αββ <S  a s soc iamos  a  c  o  

con jun to  ϕ (c )  que  é  a  un ião  dos  subconjun tos  f i n i t os  ϕ ( c i )  de  

V que  são  a s soc iados  aos  c i .  Se  B  é  um subconjun to  f i n i t o  de  V 

en t ão  conside ramos  todos  os  e l ementos  c  t a i s  que  ϕ (c )=B  e  

chamamos  a  e s t a  c l a sse  D(B) .  Por  indução  em α ,  vê - se  que  

podemos  de f in i r  sobre  αS I D(B)  uma  boa  o rdenação  na tur a l .  

Se ja  D (B )  os  con jun tos  cor r e sponden t e s  em N e  vemos  en t ão  

que  D (B)  é  uma  c la sse  que  é  de f in íve l  em te rmos  de  V com 

uma  boa  ordenação  de f i n íve l  em te rmos  de  V.  I s to  é  ve rdade  

porque  a  cons t rução  que  usamos  pa ra  def i n i r  N pode  se r  

desc r i t a  em N em te rmos  do  con jun to  V.  Ora ,  N é  a  un ião  de  

todos  o s  D (B) .  Se  os  con jun tos  B pudessem se r  bem ordenados  

t e r íamos  uma  boa  ordenação  em N.  É óbvio  que  é  e s t e  o  ca so .  

No  en t an to  a  o rdenação  na tura l  dos  núme ros  r e a i s  i nduz  uma  

ordenação  dos  B e  somos  a ss im  l evados  a  conc lu i r  que  

podemos  de f in i r  uma  ordenação  sobre  t odo  o  N.  Para  o  faze r  

p r ec i samos  de  um l ema.  

LEMA  6 . 23 .  Para  cada  x  em  N  e x i s t e  um  B  t a l  que  x∈ D (B )  e  s e  

x∈ D (B ' )  e n t ão  B ⊆ B ' .   

Vamos  f a ze r  um e sboço  da  demon s t r a ção .  Se ja  c l∈D(B l ) ,  

c 2∈D(B 2 ) .  Suponha  que  P 0  f o rça  c l=c 2 .  Se j a  B=B l I B 2 .  

Most r a r emos  que  pa r a  a l gum  c 3∈D(B) ,  P 0  f o rça  f r ac ament e  

c 1=c 3 .  Para  o  r e s t o  de s t a  demon st r a ção  só  cons ide ramos  um P  

t a l  que  P ⊇P 0 .  Se ja  P  a  pa r t e  de  P  que  envo lve  B 1 I B 2 .  Se  

c '∈D(B ' )  e  P f o rç a  c '∈c 1  a  me sma  demons t r a çã o  que  f i z emos  

no  l ema  a n t e r i o r  mos t r a  q ue  se  Q é  a  un i ão  de  P ,  P 0  e  a  pa r t e  

d e  P  que  envo lve  B' ,  e sse  Q fo r ç a  f r a cament e  c '∈c 1 .  Podemos  

da r  uma  ou t r a  d e f i n iç ão ,  c 3 ,  do  c on j un t o  1c .  Nomeadament e  

c ons i s t e  em  t odos  o s  'c  em  que  c '∈ U }/{ αββ <S  pa r a  um  α  

a de quado  que  sa t i s f a çam a  cond iç ão  segu in t e :  se  c '∈D(B ' ) ,  
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se ja  F(c ' )  t oda s  a s  c ond i çõe s  de  f o rc i n g  Q que  são  a  un i ão  de  

cond i çõe s  que  e nvo l vem  a pena s  B ' U  B  e  P 0  e  t a i s  que  Q f o r ç a  

f r ac ament e  c '∈c 1 .  Entã o  c 3  c ons i s t e  na  u n iã o  t omada  sobr e  

t odo  B'  de  c '∈D(B ' )  t a l  que  a l gum membro  de  F(c ' )  e s t á  

c on t i d o  num  e l emen t o  da  suce s sã o  comple t a  que  de f i ne  N.  

Pode - se  ve r i f i c a r  que  e s t a  de f i n iç ão  põe  c 3  em  D(B) .   

O ra  pa r a  c ada  x  em N,  se ja  B o  subcon jun t o  f i n i t o  m ín imo  

de  V  t a l  que  x∈D(B ) .  Todo s  o s  x  que  co r r e spondem a o  mesmo  

B  t êm  uma  boa  o r denaçã o  de f i n í ve l .  Uma  vez  que  a  f u nçã o  de  x  

pa ra  B  é  agora  un í voca ,  a  o r denaç ão  no s  c on j un to s  B t  i n duz  

uma  o r dem nu la  de f i n í ve l  em  N.  Daqui  r e su l t a  o  t e o rema  

se gu i n te  dev i do  a  Lévy  e  Ha lpe r n .  

TEOREMA  6 . 15 .  Em N  ex i s t e  uma  o rdenação  de f i n ív e l  de  t odos  o s  

con jun t os  que  t êm  apenas  o  con jun t o  V  a  oco r re r  como  uma 

cons ta n t e .  

Ass im ,   o  f a t o   d e  t odo  o  c on jun to  pode r  se r  o r denado  não  

impl ic a  que  o  c on t í nuo  po s sa  se r  bem  ordena do .  Usando  i de ia s  

seme lha n te s  p ode - se  demons t r a r :  

TEOREMA  6 .16 .  Se  A  é  um  con j un t o  d e  r e a i s  em  N  qu e  p ode  s e r  

b em  o rde nado  e n tão  p a ra  a lgum  n  t odo s  o s  e l emen to s  d e  A  s ão  

c ons t r u t í v e i s  a  p a r t i r  de  a 1 , . . . ,b n .   

Da  no ssa  demons t r aç ão  se gue - se  que  to do  o  c on jun to  p ode  

nã o  só  se r  bem  o rdenado  ma s  e s t á  em  cor r e spondênc i a  l  a  l  

c om um subcon j un t o  de  α  x  C  em que  α  é  um  ord i na l  e  C  é  o  

c on t í nuo .  Um  ou t ro  r e su l t a do  ac e r ca  da  f o r ça  r e l a t i va  da s  

vá r i a s  c onsequênc ia s  do  AE  é  dev ido  a  Ha l pe r n  e  La uch l i  que  

d i z  que  A E  não  s e  segue  do  t e o rema  segundo  o  qua l  qua lque r  

á lge bra  de  Boo l e  con tém um idea l  p r imo  nã o  t r iv ia l .  

Seja  α 0  um ord i na l  f i xo  em  M .  Se ja  S 0  o  con jun t o  de  t odo s  

o s  pa r e s  <n, α >  em  que  n  é  um  i n te i r o  e  α < α 0  t a l  como  o s  

c on jun to s  óbv i o s  nec e s sá r i o  pa r a  t o r na r  S 0  t r a n s i t i v o .  
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Cons i s t i r á  num ún i co  c on jun to  gené r i c o  T  e  αS  pa ra  α >1  são  

de f i n i do s  da  mane i r a  u sua l  po r  me io  de  f ó rmu la s  c om  

quan t i f i c a dore s   αββ <,S  sobre  o s  a n te r io r e s .  Ago r a ,  uma  

cond i çã o  de  f o r c i ng  c on s i s t e  num núme ro  f i n i t o  de  pa re s  da  

fo rma  <  n i , α i>  em que  α i< α 0  e  n i ≠ n j ,  α i ≠ α j  s e  i= j .  E s t e  P 

f o rça  p r e c i samen t e  o s  c on jun t o s  <n i , α i> a  e s t a r  em  T .  S e ja  N  o  

mode l o  r e su l t a n t e .  T  da r á  e n t ão  uma  f unçã o  sob re je t i va  1  a  1  

de  ω  em  α 0 .  Ass im ,  em  N ,  α 0  t o r na - se  c on t áve l .  Se  

u t i l i z a rmos  e s t e  p r oce sso  com  α 0= 1ℵ ,  p ode r emos  demons t r a r  

que  1ℵ  ( em  M )  s e  t o rna  c on t áve l  N  e  em  ge ra l  1+ℵn  em  M  t o r na -

se  nℵ  em N .  

Como  sempre  na  no ssa  c ons t r uçã o  nã o  se  i n t r oduzem 

ord ina i s  novos  em  N ,  não  há  novos  con j un to s  c ons t r u t í ve i s .  

Se  f i z e rmos  α 0= 1ℵ  o b te r emos  o  p r oce s so  de  t o r na r  o s  

c a rd ina i s  c on tá ve i s  d e senvo lv ido  po r  Lévy  e  Fe fe rman  

TEOREMA 6.17 .  Ex i s t e  um  mode l o  N  t a l  que  em  N ,  1ℵ  é  o  

s up remum de  um  con j un t o  c on táv e l  d e  o rd i na i s  c on táv e i s .  

Também o  c on t í nuo  é  a  u n ião  de  um núme ro  c on táve l  de  

c on jun to s  c on táve i s .     

 

Pa ra  f i na l i z a r ,  mos t r a r emos agor a  que  HGC impl ic a  AE .  

Uma  ve z  que  nã o  supomos  AE  t emos  que  t e r  c u idado  a o  

fo rmula r  o s  d i ve r so s  c once i t o s  r e l a c i onados  c om  

ca rd i na l i d ade .  Pa r a  d o i s  c on jun to s  A  e  B  e sc re ve remos  A = B  

ou  A ≤ B  s e  e x i s t e  uma  f unção  l  a  l  d e  A  sobr e  ou  em  B .  

E sc revemos  A< B  s e A ≤ B  e  A ≠ B .  O  Teorema  de  Can t o r -

Be rn s te i n  nã o  u sa  AE  de  modo  que  sabemos  que  se A ≤ B   e  

B ≤ A  en t ão  A= B .  Enunc ia r emos  ago ra  a  HGC sob  a  segu in t e  

fo rma :  
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Se  A é  um  con j un t o  i n f in i t o ,  nã o  ex i s t e  um B  t a l  que  

A< B <
A2 .  

Pa ra  e v i t a r  o  emprego  de  expoen t e s ,  e sc r eve remos  

P 0 (A )=A ,  P n=P(P n - 1 (A) )  em  que  P(X)  de s igna  o  con jun to  

po tênc ia  de  X .  Deixa r emos  t ambém a  no t ação  ca rd ina l  =  e  

p a s sa r emos  a  esc reve r  X=Y se  X = Y .  A HGC é  uma 

a f i rmação bas t an te  fo r t e  ace rca  da  ex is tênc ia  de  d ive rsas  

funções  uma vez  que  dando-nos  A ≤B ≤P(A)  en tão  tem que  

ex is t i r  uma função  l  a  l  ou  de  B sobre  A ou  de  B sobre  P(A)  

.  Essenc ia lmente  i s to  s ign i f i ca  que  há  tan tas  funções 

d i sponívei s  que  nos  é  pos s íve l  faze r  uma boa  o rdenação  de  

qua lquer  con jun to .  Se ja  A um conjun to  in f in i to  e  queremos 

mos t ra r  agora  que  A pode  se r  bem ordenado .  A 

demons t ração  dada  aqu i  segue  a  de  S ie rp insk i  .  

LEMA  6 . 24 .  Ex i s te  um  con j un t o  bem  ordenado  W ta l  que  W ⊆P 4  e  

não  s e  t em    W ≤A .  

 

DEMONSTRAÇÃO .   

 

Cons ide remos  t odas  a s  boas  o rdenações  de  A ou  do s  

subcon jun tos  de  A.  Uma boa  ordenação  de  A é  uma co l eção  de  

pa re s  o rdenados  de  A,  de  modo  que  pe r t ence  a  P 5 (A ) .  

Cons ide remos  ago ra  a  r e l ação  de  equ iva lênc ia  que  cons ide ra  

duas  boa s  o rdenaçõe s  equ iva len te s  se  são  i somór f i cas  na  

o rdem.  Se j a  W o  con jun to  de  todas  a s  c l a sses  de  equ iva lênc ia  

induz idas  por  e s t a  re l aç ão  (os  e lemen tos  de  W são  a ss im 

núme ros  o r d ina i s ) .  Os  e l ementos  de  W fo rmam um  can jun to  

bem ordenado  sob  a  def i n ição  usua l  de  o rdenação  de  con jun tos  

bem ordenados .  Se  W ≤A en tão  i s so  s ign i f i ca r i a  que  W é  
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i somór f i co  na  o r dem a  uma  das  boas  o rdenaçõe s  em W e  por  

i s so  que  W é  i somór f i co  na  o rdem a  um segment o  i n i c ia l  

p rópr i o  de  W ,  o  que  é  imposs í ve l .  

A l i á s  pode r í amos  e spe ra r  que  W fosse  igua l  a  P(A)  em 

card ina l i dade ,  uma  vez  que  se  AE  fosse  ve rdade i ro ,  W se r i a  o  

con jun to  de  t odos  os  o rd ina i s  de  card ina l idade  i gua l  a  A e  por  

i s so  é  o  c ard ina l  segu in t e ,  o  que  pe la  HGC é  a  ca rdina l idade  

de  P(A) .  Para  ap l i ca r  a  HGC t emos  que  cons t r u i r  s i t uações  em 

que  W ou  a l gum conjun to  r e l ac i onado  com W e s t e j a  en t re  X e  

P(X )  par a  a lgum X.  Em pr ime ir o  luga r  supõe - se  que  

2P i (A )=P i (A )  para  0 ≤ i ≤ 4 .  En t ão ,  sabemos  que  

P 3 (A ) ≤W+P 3 (A ) ≤P 4 (A )+P 3 (A)=  P 4 (A )  pe la  h ipó te se .  En tão  

pe l a  HGC ou  W+P 3 (A )=P 4 (A )  ou  W+P 3 (A )=P 3 (A) .  Par a  t r a t a r  

do  p r ime i ro  c a so  t emos  que  demons t r a r  um lema  s imple s .  

LEMA 6 .25 .  Se   X  e  Y  são  con jun tos  ta i s  que  X+ Y=P(2X)  en t ão  

Y ≥P(X)  

 

DEMONSTRAÇÃO .   

 

Aqui  2X des igna  a  união  de  doi s  exempla res  d i s juntos  de  

X,  digamos  X 1  e  X 2 .  Se  f  é  uma  função  de  X U Y  sobre  

P(X l U X 2 )=P(X 1 ) ×P(X 2 ) ,  en tão  a  imagem de  X pro je t ada  sobre  

P(X l )  não  é  todo  o  P(X l )  uma  vez  que  X l<P(X l )  e  a ss im,  se  c  

não  e s t á  ne ssa  pro jeção ,  f  t em que  se r  uma  função  de  um 

subconjunto  de  Y sobre  c ×P(X 2 )  o que  s igni f i ca  que  Y ≥P(X) .  

O ra  se  W+P 3 (A)=P 4 (A)=P(2P 3 (A) )  podemos  conc lu i r  pe lo  

l ema  6 . 2 5  que  W ≥P 4 (A)  ou  uma  vez  que  W ≤P 4 (A) ,  W=P 4 (A )  e  

po r  i s so  P 4 (A)  é  b em ordenado  de  modo  que  uma  vez  que  A 

e s t á  em P 4 (A) ,  A  é  bem ordenado  e  a  demonst ra ção  es t á  fe i ta .  

Se  W+P 3 (A )=P 3 (A )  então  t emos  W ≤P 3 (A)  e  podemos  repe t i r  o  

mesmo a rgumento  pa ra  mos t ra r  que  ou  A é  bem ordenado  ou  
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W ≤P 2 (A) .  Repet i ndo-o  novamente  f icamos  reduzidos  ao  ca so  

em que  W ≤P 1 (A) .  Aqui  no  en tan to ,  exc lu ímos  a  poss ib i l idade  

de  W=P 0 (A)=A  pe lo  l ema  6 .2 4  de  modo  que  t emos  que 

conclu i r  que  W=P 1  (A )  e  que  A é  bem ordenado.  

Res ta -nos  a fa s ta r  a  re s t r i ção  2P i (A)=P i (A)  para  0 ≤ i ≤ 4 .  Se  

f i ze rmos B=P( U ω )  em que  A e st á  d i sj unto  de  ω  ve r i f ica-se  

fac i lmente  que  2P i (B )=P i (B )  para  0 ≤ i ≤ 4 .  Porque  

2B=P(A+ ω +1 )=P (A  + ω )=B ,  uma  ve z  que  t o  ω + l= ω .  Do  mesmo 

modo,  B ≤B+1 ≤2B e  as s im B+1=B.  Ora  2 .2B=2B+ 1=2B  e  um 

a rgumento  seme lhan te  mos t r a  que  2P i (B)=P(B)  par a  todo  o  i .  

Ass im,  o  a rgumen to  ap l i ca - se  a  B  e  B  pode  se r  bem ordenado .  

Uma  vez  que  A pode  se r  na tu ra lmen te  i nc lu í do  em B,  A  pode  

se r  bem ordenado  e  o  nosso  r e su l t ado  e s t á  demons t r ado .  

 

TEOREMA  7 .  Teorema  de  Göde l 58 

 

DEMONSTRAÇÃO :  

 

Um s i s t ema  matemá t ic o  f o rma l  é  um  s i s t ema  de  s ímbo lo s  

jun tamente  com regra s  pa ra  o  seu  emprego .  Os  s ímbolo s  

ind iv idua i s  chamam-se  t e rmos  p r imi t i vos .  Fórmu las  são 

suce ssõe s  f i n i t a s  des t e s  t e rmos .  Def i n i r á - se  uma  c la sse  de  

fó rmula s  que  se  chamar á  ( a  c l a sse  da s )  fó rmul as  com sen t ido  e  

uma  c la sse  de  fó rmul as  com sen t i do  que  se  chamará  ax iomas .  

O número  de  ax iomas  pode  se r  f i n i to  ou  in f i n i t o .  A lém d i s so ,  

e spec i f ica rá - se  uma  l i s t a  de  r eg ras ,  que  se  chamará  r egra s  de  

in f er ênc ia ;  se  uma  des ta s  regras  chama r- se  R,  então  e l a  def i ne 

a  r e l ação  de  consequênc ia  imedia ta  por  R  en t r e  um conjun to  

de  fó rmul as  com sen t ido  M 1 , . . . , M k  que  se  chamam p remissas  e  

uma  fó rmul a  com sen t i do  N a  que  se  chama  conc lusão .  

                                                           
58 Essa demonstração foi baseada na demonstração feita por Kurt Gödel . Retirada de GÖDEL, 
Kurt. O Teorema de Gödel e a Hipótese do Contínuo. Lisboa: Editora da Fundação Calouste 
Gulbenkian, 1979. Página 235 a 339 
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Exig i r emos que  a s  r egr as  de  in f e rênc ia  e  a s  de f in ições  da s  

fó rmula s  com sen t ido  e  ax iomas  se j am cons t ru t iva s ;  i s to  é ,  

pa ra  cada  regra  de  in fe rênc i a  haver á  um proce sso  f in i to  pa ra  

de t e rmina r  se  uma  dada  fó rmul a  B é  uma  consequênc i a  

imedi a t a  (por  e ssa  r egra )  das  fó rmula s  dadas  A 1 , . . . , A n  e  h ave rá  

um  p r oc e s so  f i n i t o  pa ra  de t e rm ina r  se  uma  dada  f ó rmula  A,  A  

é  uma  f ó rmula  c om  se n t i do  ou  um a x i oma .  Uma  f ó rmula  N 

chama rá - se  uma  conse quênc i a  imed i a t a  de  M 1 , . . . ,M n  s e  N é  uma 

consequênc ia  imed i a t a  de  M 1 , . . . ,M k .  po r  qua lquer  da s  r e gra s  de  

i n fe r ênc i a .  Uma  suce ssão  f i n i t a  d e  fó rmula s  se r á  uma  

demonst r a ção  (e  ma i s  p r ec i sament e  uma  demons t r a ção  da  ú l t ima  

fó rmula  da  suce ssão ) ,  s e  ca da  fó rmu la  da  suce ssão  fo r  ou  um 

ax ioma  ou  uma  c onseqüênc i a  imed ia ta  de  uma  ou  ma i s  fó rmula s  

p r ecedent e s .  Uma  f ó rmula  é  demons t r áve l  se  ex i s t e  uma  

demonst r a ção  de ssa  fó rmula .  Se j a  o  s ímbol o  ~  um  dos  t e rmos  

p r im i t i vo s  e  suponhamos  que  e xp r ime  negação .  En tã o  o  s i s t ema  

fo rma l  se rá  c omple t o  se  p a ra  t oda  a  fó rmu la  com  sen t i do  A  ou  

~A  é  demonst rá ve l .  Demons t r a r emos  ma i s  t a rde  que  ( sob  

condi çõe s  a  i nd ic a r )  um s i s t ema  em  que  t oda s  a s  p ropos i çõe s  da  

a r i tmé t i c a  podem se r  e xp re s sa s  como  t endo  sen t i do  não  é  

comple to .  

Fa remos  ago ra ,  c on s ide raçõe s  que  de  momen to  n ada  t êm  que  

ve r  com  um  s i s t ema  fo rmal .  

L e t ra s  m inúscu la s  x ,  y  , z , . . .  des i gna rão  números  na t u ra i s  

a r b i t rá r i o s  ( i n t e i ro s  não  nega t i vos ) ;  suce ssõe s  f i n i t a s   de  

i n te i r o s  n ão  nega t i vos  se r ão  a b rev i ada s .  Como  po r  exemplo :  x  

em  vez  de  x 1 , . . . ,x n  e  y  em ve z  de  y 1 , . . . ,y n .  

As  l e t r a s  g r e ga s  r e p re s en t a r ã o  f un çõ e s  de  um  ou  ma i s  núme ro s  

na tu r a i s  cu j o s  va l o r e s  s ão  núme r os  na tu r a i s .  Le t r a s  ma i ú s c u l a s  R ,  

S ,  T , . . .  de s i gna r ã o  c l a s s e s  de ,  o u  r e l a çõ e s  e n t r e  núme ro s  

na tu r a i s .  R (x )  de s igna rá  q u e  x  e s t á  na  c l a s s e  R  e  S(x 1 , . . . ,x n )  

d e s i gna rá  a  p ropos i çã o  s e gundo  a  qua l  (x 1 , . . . ,x n )  e s t ã o  na  r e l a ç ã o  

S .  As  c la s se s  podem  s e r  c ons i de r a da s  c omo  de  um só  t e rmo  e  a s  
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r e la çõe s  c omo  c l a s ses  de  n - t up lo s  o rdenados .  A  cada  c l a s se  ou  

r e la ç ão  R  have rá  uma  função  r ep re sen ta t i va  co r r e sponden te  ϕ ,  t a l  

que  

ϕ ( x 1 , . . . ,x n )=0  

se  

R(x 1 , . . . ,x n )  

 

ϕ ( x 1 , . . . ,x n )=1  

se  

~R (x 1 , . . . ,x n ) .  

 

Usa r emos  a s  n o t açõe s  s egu i n t e s  como ab re v i a t u r a s  (p ,q  p odem se r  

s ub s t i tu ídas  p o r  qua i sque r  p ropos i ç õe s ) :  

 

(x )  [ A (x )]  

 

( pa ra  qua lque r  n úme ro  na t u ra l  x ,  A (x ) )  

 

(E x )[A (x )]  

 

ex i s t e  um  núme ro  na t u ra l   x  t a l  que  A ( x ) )  

 

ε  x  A (x )  

 

( o  meno r  núme ro  na tu ra l  x  t a l  que  A(x )  s e  (Ex )[A (x )] ;  de  ou t ro  

modo  0 ,  
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~p   ( nã o  p )   

 

p ∨ q  ( p  ou  q )  

 

p&q  ( p  e  q )  

 

p → q  ( p  imp l i c a  q )  

 

p ≡ q   ( p  é  e qu iva len t e  a  q ) ) .  

 

A função  

ϕ ( x 1 , . . . ,x n )  

 

chama rá -se  compos t a  a  re spe i t o  de  

 

ψ ( x 1 , . . . ,x m )  

e  

χ ( x 1 , . . . ,x n )   ( i=1 , . . . ,m )  

 

s e ,  pa ra  t odos  o s  núme ros  na tu r a i s  

 

x 1 , . . . ,x n  

s e  t em  

 

(1 )     ϕ (x 1 , . . . ,x n )=  ψ ( 1χ (x 1 , . . . ,x n ) , . . . , mχ (x 1 , . . . ,x n ) )  

ϕ ( x 1 , . . . ,x n )  
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chama rá -se  re cu rs i va  a  re spe i t o  de  

 

ψ ( x 1 , . . . ,x n - 1 )  

e  

χ (x 1 , . . . ,x n + 1 )  

 

s e ,  pa ra  t odos  o s  núme ros  na tu r a i s   

 

 k , x 2 , . . . ,x n  

 

s e  t em  

 

(2 )     ϕ ( 0 , x 2 , . . . ,x n )=  χ (x 2 , . . . ,x n )  

ϕ (k+1 ,x 2 , . . . ,x n )=  χ ( k , ϕ ( k ,x 2 , . . . ,x n )x 2 , . . . ,x n )  

 

 

Def in i remos  a  c l a s se  da s  funçõe s  r ecur s i vas  como  sendo  a  

t o ta l id ade  da s  fu nçõe s  que  podem se r  ge ra da s  po r  s ub s t i tu iç ão ,  de  

aco r do  com  o  e squema  ( 1 )  e  re cu rsão  de  ac or do  com o  e squema  

(2 )  a  pa r t i r  da  função  s u s ses so r  x+1 ,  da s  f unções  cons ta n t e s   

 

f ( x 1 , . . . ,x n )=c  

 

E  da s  f unções  i de n t i dade  

 

n
jU  ( x 1 , . . . ,x n )=x j     1 ≤ j ≤ n  

 

 A s   f unções  r ecu r s i va s  t êm  a  p r opr ie dade  impo r ta n t e  de ,  

pa ra  c ada  con j un to  da do  de  va l o re s  d e  a r gument os ,  o  va lo r  d a  
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função  pode  se r  c a lc u l ado  po r  um  p roce s so  f i n i t o .  Ana logament e ,  

a s  re l aç õe s  ( c l a s ses )  re cu r s i va s  s ão  dec id íve i s ,  uma  ve z  que ,  p a r a  

cada  n - t up lo  de  núme ro s  na tu r a i s  dado s ,  pode  se r  de t e rminado  po r  

me i o  de  um  p r oces so  f i n i t o  s e  a  re l aç ão  é  ou  não  sa t i s f e i t a  ( s e  o  

núme ro  pe r t ence  ou  não  a  c l a s se )  uma  ve z  que  a  f unção  

r ep re se n t a t i va  é  c a l cu l áve l .  

 

As  funçõe s  

 

x+y  

xy  

x y  

e  

x !  

 

s ão  obv iamen te  re cu r s i va s .  Logo ,  

 

ϕ (x 1 , . . . ,x n )  +  ψ (x 1 , . . . ,y n )  

ϕ (x 1 , . . . ,x n )ψ ( y 1 , . . . ,y n )  

ϕ (x 1 , . . . ,x n )ψ ( x 1 , . . . ,y n )  

e  

ϕ (x 1 , . . . ,x n ) !  

s ão  re cu r s i va s  s e  

 

ϕ ( x 1 , . . . ,x n )  

e  

ψ (y 1 , . . . ,y n )  

o  f o rem .  

I .   
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Se  a s  re la ç õe s  

R(x 1 , . . . ,x n )  

e  

S (y 1 , . . . ,y n )  

s ão  re cu r s i va s ,  e n t ão  

 

~R (x 1 , . . . ,x n ) ,  

R(x 1 , . . . ,x n ) ∨ S (y 1 , . . . ,y n ) ,  

R ( x 1 , . . . ,x n )&S (y 1 , . . . ,y n )  

R (x 1 , . . . ,x n ) → S (y 1 , . . . ,y n )  

R (x 1 , . . . ,x n ) ≡ S (y 1 , . . . ,y n )  

 

s ão  re cu r s i va s .  

Po r  h ipó t e se  a s  f unçõe s  r ep re sen ta t i vas  

 

ρ (x 1 , . . . ,x n )  

e  

σ (y 1 , . . . ,y n )  

 

de  R  e  S  r e spec t i vamen te  s ão  re cu rs i va s .  Se  

 

α (0 )=1  

α (k+1 )=0  

en tão  α ( x )  e  po r  i s so  

 

α ( ρ ( x 1 , . . . ,x n ) )  
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são  re cu r s i va s .  

 Mas  uma  ve z  que  

α ( ρ ( x 1 , . . . ,x n ) )  

é  1  ou  0  confo rme  

ρ (x 1 , . . . ,x n )  

é  0  ou  1 ,  

α ( ρ ( x 1 , . . . ,x n ) )  

é  a  f unção  r ep re sen ta t i va  de  

~R (x 1 , . . . ,x n ) .  

Logo  

~R (x 1 , . . . ,x n )  

é  r ecu r s i va .  

 S e  

β (0 , x )=0  

 

β (k+1 ,x )=  α ( α (x ) )  

en tão  

β (0 , x )= β (x , 0 )=0  

 

β (x , y )=1  q uando  x , y>0 .  

 

Logo  

β ( ρ (x 1 , . . . ,x n ) , σ ( y 1 , . . . ,y n ) )  

 

que  é  r ecu r s i va  r ep re sen ta  
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R(x 1 , . . . ,x n ) ∨ S (y 1 , . . . ,y n )  

 

o  que  s i gn i f i c a  q ue  

 

R(x 1 , . . . ,x n ) ∨ S (y 1 , . . . ,y n )  

 

é  r ecu r s i va .  

Uma  vez  que  

 

R(x 1 , . . . ,x n )&S (y 1 , . . . ,y n ) ≡ ~ (~R(x 1 , . . . ,x n ) ∨ ~S (y 1 , . . . ,y n ) )  

 

s egue -se  que  

 

R(x 1 , . . . ,x n )&  S (y 1 , . . . ,y n )  

é  r ecu r s i va .  

 Ana logament e  

R(x 1 , . . . ,x n ) → S (y 1 , . . . ,y n )  

e  

R(x 1 , . . . ,x n ) ≡ S (y 1 , . . . ,y n )  

 

e  t odas  a s  ou t ra s  re la ç õe s  de f i n í ve i s  a  pa r t i r  d e  

 

R(x 1 , . . . ,x n )  

e  

S (y 1 , . . . ,y n )  

 

em  t e rmos  de  ~  e  de  ∨  s ã o  re cu r s i va s .  
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I I .  

 S e  a s  f unções  

ϕ ( x 1 , . . . ,x n )  

 

ψ (y 1 , . . . ,y n )  

 

s ão  re cu r s i va s ,  e n t ão  a s  r e l a ções  

 

ϕ ( x 1 , . . . ,x n )=ψ (y 1 , . . . ,y n )  

 

ϕ ( x 1 , . . . ,x n )<ψ ( y 1 , . . . ,y n ) ,  

 

ϕ ( x 1 , . . . ,x n ) ≤ψ (y 1 , . . . ,y n )  

são  re cu r s i va s .  

 S e j a  

0)0( =δ  

 

δ (k+1 )=k  

e  

x  –  0  =  x  

x  –  ( k+1 )  =  δ (x  –  k ) .  

En tã o  

x  –  y  =  x  –  y  se  x ≥ y  

e  

x  –  y  =  0  s e  x ≤ y .  
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Logo  

α ( y  –  x )  

 

é  uma  função  r ep re sen ta t i va  de  x<y  e  

 

α (ψ (y 1 , . . . ,y n )  –  ϕ ( x 1 , . . . ,x n ) )   

pa ra  

ϕ ( x 1 , . . . ,x n )<ψ ( y 1 , . . . ,y n ) .  

Ass im  

ϕ ( x 1 , . . . ,x n )=ψ (y 1 , . . . ,y n )  

e  

ϕ ( x 1 , . . . ,x n ) ≤ψ (y 1 , . . . ,y n )  

 

ana logament e  s ã o  r ecu r s i va s ,  c omo se  p ode  ve r  d i re t ament e  o u  

como  pode  se r  i n f e r i do  a  pa r t i r  do  t eo r ema  pa ra  

 

ϕ ( x 1 , . . . ,x n )<ψ (y 1 , . . . ,y n )  

u t i l i zando  I .  

 

I I I .  

 

 S e  a  f unção  

ϕ ( x 1 , . . . ,x n )  

 

e  a  re la ç ão  
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R(x ,y 1 , . . . ,y n )  

 

s ão  re cu r s i va s ,  e n t ão  a s  r e l a ções  S  e  T  em  que  

 

S (x 1 , . . . ,x n , y 1 , . . . ,y n ) ≡ (E x )[ x ≤ ϕ (x 1 , . . . ,x n )&R(x , y 1 , . . . ,y n )]  

 

T(x 1 , . . . ,x n , y 1 , . . . ,y n ) ≡ (x ) [ x ≤ ϕ (x 1 , . . . , → x n )R (x , y 1 , . . . ,y n )]  

 

e  a  f unção  ψ  em  que  

 

ψ (x 1 , . . . ,x n , y 1 , . . . ,y n )= ε x [x ≤ ϕ ( x 1 , . . . ,x n )&R(x , y 1 , . . . ,y n )]  

 

s ão  re cu r s i va s .  

 S e j a  a  f unção  r ep re sen ta t i va  de   

 

R (x ,y 1 , . . . ,y n )  

a  f unção  

ρ (x , y 1 , . . . ,y n ) .  

Se j a   

π ( 0 , y 1 , . . . ,y n )= ρ ( 0 , y 1 , . . . ,y n )  

e  

π (k+1 ,y 1 , . . . ,y n )= π (k , y 1 , . . . ,y n ) . ρ (k+1 ,y 1 , . . . ,y n ) .  

 

En tã o  

 

π (x , y 1 , . . . ,y n )= ρ ( 0 , y 1 , . . . ,y n ) . ρ ( 1 , y 1 , . . . ,y n ) . . . ρ ( x , y 1 , . . . ,y n ) .  
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Logo  

π (x , y 1 , . . . ,y n )  

 

É  ou  0  ou  1  confo rme  a l gun s  ou  ne nhum dos  

 

ρ ( 0 , y 1 , . . . ,y n ) , . . . , ( x ,y 1 , . . . ,y n )  

 

são  0 ;  i s t o  é  con fo rme  ex i s t em  ou  não  núme ros  na tu ra i s  n ≤ x  p a r a  

o s  qua i s  

R(n , y 1 , . . . ,y n )  

é  s a t i s f e i t a .  

 Lo go ,   

π ( ϕ (x 1 , . . . ,x n ) , y 1 , . . . ,y n )  

 

que  é  r ecu r s i va  r ep re sen ta  

 

(Ex ) [ x ≤ ϕ ( x 1 , . . . ,x n )&R (x , y 1 , . . . ,y n )]  

 

é  uma  re la ç ão  re cu rs i va .  Se gue - se  des t e  r e su l t ado  e  de  I  que  

 

(x ) [ x ≤ ϕ (x 1 , . . . ,x n ) → R(x ,y 1 , . . . ,y n )]  

 

é  r ecu r s i va  uma  vez  que  

 

(x ) [ x ≤ ϕ (x 1 , . . . ,x n ) → R(x ,y 1 , . . . ,y n )]  
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é  e qu iva l e n t e  a  

 

 ~ [ (Ex )[ x ≤ ϕ ( x 1 , . . . ,x n )&~R(x , y 1 , . . . ,y n )] ] .  

 

Se j a  

 

µ (0 , y 1 , . . . ,y n )=0  

e  

 

µ (k+1 ,y 1 , . . . ,y n )= (k+1) [ π (k , y 1 , . . . ,y n ) - π (k+1 ,y 1 , . . . ,y n )] + µ ( k , y 1 , . . . ,y n )  

[ α ( π (k ,y 1 , . . . ,y n ) - π (k+1 ,y 1 , . . . ,y n ) )] .  

 

Uma ve z  que   

 

1 ≥ π (k , y 1 , . . . ,y n ) ≥ π ( k+1 ,y 1 , . . . ,y n ) ≥ 0  

 

µ (k+1 ,y 1 , . . . ,y n )=k+1  

 

se  

π ( k , y 1 , . . . ,y n )=1  

e  

π ( k+1 ,y 1 , . . . ,y n )=0  

 

e  de  ou t r o  modo  

 

µ (k+1 ,y 1 , . . . ,y n )= µ ( k , y 1 , . . . ,y n ) . π ( k , y 1 , . . . ,y n )=1  

 

e  

 

π ( k+1 ,y 1 , . . . ,y n )=0  
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são  ambas  s a t i s f e i t a s  s ó  quando  

 

~R (1 , y 1 , . . . ,y n ) ,… ,~R(k ,y 1 , . . . ,y n )  

e  

R(k+1 ,y 1 , . . . ,y n ) ;  

 

i s t o  é ,  q uando  k+1  é  o  meno r  va lo r  x ’  de  x  t a l  que  

 

R(x ,y 1 , . . . ,y n ) .  

 

As s im  se  e x i s t e  x ’  e  e s t e  é  ma i o r  do  que  1  

 

µ ( 0 , y 1 , . . . ,y n )= . . .=  (x ’ -1 ,y 1 , . . . ,y n )=0  

e  

µ ( x , y 1 , . . . ,y n )=x ’  

 

pa ra  to do  x ≥ x ’ .  Se  x ’=0  ou  x ’  não  ex i s t e ,  t odos  o s  

 

µ (x , y 1 , . . . ,y n )  

s ão  0 .  

 

Logo  

 

µ ( ϕ (x 1 , . . . ,x n ) , y 1 , . . . ,y n )  

 

é  o  menor  x ≤ ϕ (x 1 , . . . ,x n )  t a l  que  

 

R(x ,y 1 , . . . ,y n )  

 

s e  e s t e  núme ro  ex i s t i r  e  é  de  ou t ro  modo  0 ,  i s t o  é ,  

 

µ ( ϕ ( x 1 , . . . ,x n ) , y 1 , . . . ,y n )= ε x[ x ≤ ϕ (x 1 , . . . ,x n )&R(x , y 1 , . . . ,y n )] .  
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Desc reve remos  a go ra  um s i s t ema  fo rmal  que  se rv i rá  como 

exemplo  na s  cons i de raçõe s  que  s e  se guem.  Enquan to  que  um 

s i s t ema  fo rmal  consi s t e  apena s  em s ímbo los  e  em re gra s  

mecân i ca s  pa ra  o s  r e l a c i ona r ,  o  s i gn i f i c ado  que  a t r i bu ímos 

ao s  s ímbo lo s  é  sempre  um p r inc íp i o  que  no s  gu ia  ao  

es t abe l ece rmos  o  s i s t ema .  

Pa ra  ev i t a r  o s  p a radoxos  u t i l i z a remos  a  t eo r i a  do s  t ipos .  

Ass im exc lu i remos  o  emprego  de  va r i áve i s  que  t omem 

va lo re s  sob re  o  con jun to  de  t odos  o s  ob jec t o s  e  u t i l i z a remos  

d i fe ren t e s  e spéc i es  de  va r i áve i s  pa ra  domín io s  d i fe ren t e s .  

Em pa r t i cu la r ,  p, q , r . . .  se rão  va r i áve i s  p a ra  p ropos içõe s .  

Te remos  en t ão  va r i áve i s  d e  t ipo s  suce ss i vo s  do  segu in te  

modo :  

x ,y , z , . . .     pa ra  número s  na t u ra i s  

f , g , h , . . .     para  funções  (de  uma  va r i áve l )  cu jo  

domín io  e  cu j o s  va lo re s  são  núme ro s  

na t u ra i s  

F,G,H, . . .  para  funções  (de  uma  va r i áve l )  cu j o  domín io  

e  va l o r  são  funções  f , g , h , . . .  

e t c .   

Ob têm-se  s i s t ema s  fo rma i s  d i f e ren t es  confo rme  o  número  

de s t a s  va r i áve i s  que  é  u t i l i zado .  Res t r i ng i r emos  ao s  p r i -

me i ro s  do i s  t i pos ,  i s t o  é ,  u sa remos  va r i á ve i s  de  t rê s  e spéc ie s  

 

 p ,q , r , . . .  

 x , y , z , . . .  

 f , g ,h , . . .  

 

S upo r emos  que  um  núme ro  i n f i n i t o  d e nume r á ve l  d e  c a d a  uma  

d e s t a s  va r i á ve i s  e s t á  i n c lu ído  e n t r e  o s  no ss o s  t e rmos  p r im i t i vo s  
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( como  s e  pod e  ga r a n t i r ,  po r  ex emp lo ,  com o  emp re go  de  l e t r a s  

c om  ín d i c e s  numé r i c o s ) .  

Os  t e rmos  p r im i t i vo s ,  a l ém  da s  va r i á ve i s ,  s e r ã o :  

0     ( o  núme ro  0 )  

N    (N ( x )  de s i gn a  o  s uc e s so r  de  x )  

 ~ ,  

 ∨ ,  

 & ,  

 → ,  

 ∏   ( ∏ xF (x )  s i gn i f i c a  F(x )  é  ve r dade i r a  pa ra  t odos  os  

núme ros  na t u r a i s  x  e  p ode  se r  cons i de rado  como  p r odu to  ló g i co  de  

F(x )  sob re  t odos  o s  x ) ,  

 ∑  ( ∑ xF (x )  s i g n i f i c a  que  ex i s t e  p e l o  meno s  um núme ro  

na tu r a l  x  t a l  qu e  F(x )  é  ve rda de i r a  e  pod e  

s e r  c ons i de r a da  c omo  a  s oma  l óg i c a  de  F (x )  sob re  

t o dos  o s  x ) ,  

∈ ,  

 =  ( i gua l  a ) ,  

( , )  ( f ( x )  é  o  va lo r  de  f  pa ra  o  a rgumento  x  e  i n te rp re ta - se  

como sendo  os  s ímbolos  para  a  ope ração  de  apl icação  de  uma 

função  a  um  argumento .  Os  pa rên t e s i s  t ambém podem  ser  

usados  como s i na is  de  inc lu são .  

 

Em s e gu i da ,  a  c l a s s e  da s  f ó rmu l a s  c om  s e n t i d o  t em  que  s e r  

d e f i n id a .  Pa r a  o  f a ze r  d e s c r e ve r emos  dua s  c la s se s  de  fó rmula s  

que  t êm  s e n t i d o :  f ó rmu l a s  q ue  de s i gnam  núme ros  e  f ó rmu la s  q u e  

de s i gnam  p ropo s i ç õe s .  As  p r ime i r a s  c omp re en dem o s  s ímbo lo s  

numé r i co s  ou  e xp r e s sõe s  q u e  r e p r e s e n t am  núme ro s  como  

( 0 ,N (0 ) , . . . )  j u n t amen t e  c om  ex p re s s õ e s  f un c i on a i s  ou  e xp re s sõe s  

que  s e  t o r nam  e xp re s sõ e s  n umé r i c a s  qu ando  a s  exp re s sõe s  

numé r i c a s  s ã o  s ubs t i t u í d a s  de  uma  mane i r a  a dequa da  p e l a s  
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va r i á ve i s  q ue  oc o r r em  ne l a s .  A  s e gunda  c omp re en de  p r opo s i ç õe s ,  

c omo  po r  e xemp lo :   

∏ x [~ (0=N (x ) )]  

 

j un t ament e  com funçõe s  p repos ic i ona i s  ou  exp re s sõe s  que  se  

t o rnam  pr opos içõe s  quando  a s  va r i áve i s  que  oco r rem  ne la s  s ã o  

s ubs t i t u ídas  de  uma  mane i r a  ade quada  po r  exp re s sões  numé r i c as  

como  po r  exemplo :  

∑ x [ y=N(x )]  

 

As  de f i n i çõ e s  e xa t a s  s ão  d ada s  u t i l i z a ndo  i nduç ão  c omp l e t a :  

1 .  0  e  x , y , z , . . .  ( va r i á ve i s  p a r a  núme ro s )  s ã o  e xp r e s s õe s  d e  I a   

2 .  Se  A  e  B  s ã o  e xp re s sõe s  d a  I a  e s p éc i e ,  e n t ã o  A=B  é  uma  

exp re s s ã o  da  I I a  e s pé c i e .  

3 .  Se  A  e xp .  I ,  e n t ã o  N(A )  e xp .  I  

4 .  Se  A  e xp .  I  e  f  é  uma  va r i á ve l  p a r a  uma  f unç ão  en t ã o  f (A )  

e xp .  I  

5 .  Se  A  e  B  e xp .  I I ,  e n t ã o  

~ (A )  

(A ) ∨ (B  

(A )&(B )  

(A ) → (B )  

e  

     (A ) ≡ (B )  

6 .  Se  A  e x p .  I I  e  x  é  uma  va r i a ve l  n umé r i c a ,  e n t ã o  

∏ x (A )  

e  

∑ x (A )  

exp .  I I  e  
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∈ x (A )  

e xp .  I .  

7 .  Se  A  e xp  I I  e  f  uma  va r i á ve l  f u nc ion a l ,  e n t ã o  

∏ f (A )  

∑ f (A )  

e xp .  I I  

 8 .  Se  A  e xp .  I I  e  p  uma  va r i á ve l  p r opo s i c i ona l  e n t ão   

∏ p (A)  

∑ p (A)  

∏ p (A)  

∑ p (A)  

9 .  A  c l a s s e  da s  exp re s s õe s  da  I . a  ( I I . a )  e s p éc i e  s e r á  a  meno r  

c l a s se  qu e  s a t i s f a ça  1 -8 .  

Uma  f ó rmu l a  é  uma  f ó rmu l a  c om  s en t i do  s e  é  ou  uma  e x -

p re s s ão  d a  I . a  e s pé c i e  ou  uma  e xp re s s ã o  da  I I . a  e s pé c i e .  

As  oco r r ê nc i a s  d e  va r i á ve i s  numa  exp re s s ão  c om  s en t i do  

podem  s e r  c l a s s i f i c a da s  em  l i v r e s  e  l i g a d a s  da  mane i r a  s e gu i n t e :  

A  c a da  oc o r r ên c i a  d e  I I  n uma  e xp r e s s ã o  c om  s e n t i do  A  

co r r e s ponde  uma  pa r t e  ún i c a  d e  A,  que  c omeç a  c om  a  oc o r r ên c i a  

de  ∏  e  t em  a  f o rma  

∏ t (B )  

em  que   t   é  uma  va r i á ve l  e   B   t em  s e n t i do .  Es t a  p a r t e  de  A  

chama rá - se  o  âmbi t o  da  oc or r ê nc ia  da da  de  ∏  em  A .  

Ana l ogamen te  de f in imos  o  âmb i t o  de  uma  oc or r ê nc ia  de  ∑  ou  

∈  em A.  Uma da da  oc or r ê nc ia  da  va r i áve l  t  em  A  se r á  l i ga da  ou  

l i v r e  c on fo rme  e s te j a  ou  nã o  no  âmbi t o  de  um  ∏ ,  ∑  ou  ∈  

s e gu i do  de  t .  
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Nas  de f i n iç õe s ,  d ada s  a c ima ,  de  e xp re s sõe s  f unc i ona i s  e  

f unçõe s  p r opos i c i ona i s ,  a s  s ub s t i t u i ç õe s  que  se  t êm  em v i s t a  

sã o  sub s t i t u i ç õe s  pa ra  a s  oc or r ê nc i a s  l i v r e s  de  va r i á ve i s ,  ( y  é  

l i v r e  e  x  é  l i gada  em   

∈ x [ y=N(x )]  

e  

∑ x[ y=N (x )]  

Emp re ga remos  

Sub s t [ ]t
GA  

pa ra  des i gnar  a  exp ressão  ob t ida  de  A subs t i tu i ndo  cada  

ocor rênc i a  de  t  em  A,  como  va r i áve l  l i v re ,  po r  G .  

Podemos  empregar  F( t )  pa ra  rep resen t a r  a  fó rmula  com 

sen t ido  em que  t  ocor re  como va r i ável  l i v re  e  F(A)  pa ra  

rep resen t a r  

Subs t  [ ]t
AtF )(  

Se  A é  uma  f ó rmu la  c om sen t i do  e  f  uma  va r iá ve l  fun -

c i ona l ,  e n tão  a s  ocor rênc ia s  de  f  em  A  como um s ímbo lo  l iv r e  

são  como o  p r ime i ro  s ímbolo  da s  pa r t e s  de  A da  f o rma  

 

F (U)  

 

Pode - se  fa ze r  uma l i s t a  de ssa s  pa r t es  sob  a  fo rma  

 

f (U 1 ) , . . . , f (U n )  

 

em  t a l  o rdem que  se  U j  con t ém  f (U i )  en t ão  i< j .  

 

Se j a  G(x )  uma  fó rmu la  c om sen t i do  em  que  x  oco r re  c omo 

va r i áve l  l i v re .  
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Se j a   

 

A ’ , f (U ’ 2 ) , . . . , f (U ’ n )  

 

ob t i da  de  

 

A , f (U 2 ) , . . . , f (U n )  

 

s ub s t i tu in do  

 

f (U 1 )  

 

po r  

 

G(U 1 )  

 

en tão  se j a  

 

A’ ’ , f (U ’ ’ 3 ) , . . . , f (U ’ ’ n )  

 

ob t i da  de   

 

A’ , f (U ’ 3 ) , . . . , f (U ’ n )  

 

s ub s t i tu in do  

 

f (U ’ 2 )  

 

po r  

 

G(U’ 2 )  

 

e t c .  
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Repre sen t a r emos  po r  

 










xxG

f
A

),(
 

 

a  e xp re s são  

 

.)( tA n  

 

Uma  e xp res são  A  em  que  a s  d i f e re n t e s  va r iá ve i s  l i v re s  

 

( t 1 , . . . , t n )  

 

oc o r r em  s i gn i f i c a  o  mesmo  que  

 

∏ t 1 ( . . . ( ∏ t n (A ) ) . . . ) .  

 

Os  ax iomas  se r ão  a s  s e gu in te s  f ó rmu las :  

 

A .  Axiomas  que  se  re f e rem  à s  noções  do  cá l cu lo  p ropos i c i ona l  

 

1 .  ( p → q ) → ( ( q → r ) → (p → r ) ) .  

2 .  ( (~p ) → p ) → p .  

3 .  p → ( (~p ) → q ) .  

4 .  p&q . ≡ . ~ [ (~p ) ∨ (~q )] .  

5 .  p ∨ q . ≡ . (~p ) → q .  

6 .  p ≡ q . ≡ . ( p → q )&(q → p ) .  

7 .  p ≡ q . → . p → q .  

8 .  p ≡ q . → . → p  

 

Pa ra  f o rmu la r  a  t e o r i a  a  que  se  re f e re  e s t e  g rupo  de  a x i omas  

se r i a  ne ces sá r i o  i nve s t i g a r  a  t eo r i a  d o  cá l cu lo  p ropos i c iona l .  
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B .  A noção  a  que  se  re f e rem  a  noção  de  i de n t i dade  

 

1 .  x=x  

2 .  x=y .  → . f (x )= f (y ) .  

3 .  ( x=y )&(y=z ) . → . z=x .  

 

C.  Ax iomas  que  co r re spondem  a  a l guns  do s  ax iomas  de  Peano  

pa ra  o s  núme ros  na tu ra i s  

 

1 .  ~ (0=N (x ) ) .  

2 .  N(x )=N (y ) . → . x=y .  

 

Pa ra  comple ta r  a  de f i n i çã o  do  s i s t ema  f o rma l  que  e s t amos  a  

cons ide ra r  re s t a  f az e r  uma  l i s t a  da s  r eg ra s  de  p roced imen to .  

Cada  uma  des t a s  r eg ra s  deve  se r  i n te rp re ta da  como  uma  

a f i rmação  a c e r c a  da s  cond i çõe s  s e gundo  a s  qua i s  uma  f ó rmu la  N é  

uma  c onse quênc ia  imed i a t a  po r  e s sa  r e g ra  da (s )  f ó rmula ( s )  com 

sen t i do  M(M l  ,M 2 ) .  

1 .  Se  (A ) → (B )  e  A,  en t ão  B .  

2 .  Suponhamos que  A é  uma  fórmula  com sen t i do ,  que  t  é  

uma  va r i á ve l  e  que  t  não  oco r re  em  A  

a .  Se  (A ) → (B )  en t ão   (A ) →  ( ∏ t (B ) )   

b .  Se  (A ) →  ( ∏ t (B ) )  en tão  (A ) → (B )     

3 .  Suponhamos que  A é  uma  f órmula  com sen t ido ,  que  t  é  

uma  va r i áve l  e  t  não ocor re  em B  

a .  Se  (A ) → (B )  en t ão   (A ) →  ( ∑ t (B ) )  

b .  Se  (A ) →  ( ∑ t (B ) )  en t ão  (A ) → (B )  
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4a .  Suponhamos  que  x  é  uma  va r i áve l  n umé r i ca ,  que  A  

con t ém x  como  va r i áve l  l i v r e ,  que  G é  uma  e xpre s são  do  

p r ime i r o  géne ro  e  q ue  ne nhuma  va r i á ve l  l i v r e  de  G  é  l i ga da  

em F,  

Se  A,  en t ão  Subs t [ ]x
GA  

4b .  Suponhamos  que  f  é  uma  va r i áve l  f unc iona l ,  que  A  

con tém f  c omo va r i á ve l  l i v r e ,  que  x  é  uma  va r i á ve l  numé r i ca ,  

que  G(x )  é  uma  expr e s são  da  I . a  e spé c i e  em  que  x  oco r r e  c omo  

uma  va r i á ve l  l i v r e  e  que  nenhuma  va r i á ve l  l i v r e  de  G(x )  {ou  A  

é  l i g ada  ou  em  G(x)  ou  em  A  e  que  a l ém  d i s so ,  G(x )  ou  A  n ão  t êm 

va r i áve i s  l i gada s  em  comum.  

Se   A ,  e n t ão   Subs t  [ ]f
xxGA ),(  

4 c .  Suponhamos  que  p  é  uma  va r i á ve l  p re pos i c i ona l ,  que  

c ont ém   p  c omo  uma  va r i áve l  l i v re ,  que  P é  uma  expre s são  da   

I I . a  e spéc ie  e  que  nenhuma  va r i á ve l  l i v re  de  P é  l i ga da  em A .  

Se   A ,  e n t ão  Subs t  [ ]p
pA     

4d .  Suponhamos que  x  é  uma  va r i á ve l  numér i ca  e  que  F(x )  

t em  sen t ido  e  c on tém x  como va r i áve l  l i v r e  { e  que  nenhuma  

va r i áve l  l iv r e  de  F oco r r e  c omo  va r i áve l  l ig ada  em F} .  

Se  (A ) → (F (x ) ) ,  en tão  (A ) → (F (∈ x (F (x ) ) ) .  

5 .  Suponhamos  que  x  é  uma  var i áve l  numé r ica  e  que  F(x )  

uma  fó rmula  com sen t ido  em  que  x  ocor r e  como va r i áve l  

l i v re .    Se   F(D)  e  (F (x ) ) → (F (N (x ) ) ) ,  en t ão  F(x ) .  

6 .  Suponhamos  que   s  e  t  são  va r i áve i s  da  mesma  e spéc ie ,  

que  s  não  ocor r e  em  A.  Se ja   A'   o  r e su l t a do  de  subs t i t u i r  s  

po r  t  em  A .   Suponhamos  qu e   A  t em  s en t i do  e  s e j a  B '  a  e x -

p r e s s ã o  ob t i da  a  p a r t i r  d e  B  su bs t i t u i n do  uma  dada  oc o r r ê nc i a  de  

A  em  B  po r  A ' .   

Se  B ,  en t ã o  B ' .  
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Um p r oc e s so  u s a d o  n a  d emons t r a ç ão  ma t emá t i c a  nã o  e s t á  

r e p r e s e n t ad o  ne s t e  s i s t ema ,  n omeadamen t e  a  de f i n i ç ã o  e  

i n t ro du ção  de  n ovo s  s ímbo lo s .  Con t udo ,  e s t e  p r o ce s s o  n ão  é  

e s s en c i a l  ma s  ap en a s  uma  q ue s t ã o  de  ab re v i a t u r a s .  

Pa ra  a s  c ons i de raçõe s  que  se  seguem  o  s i gn i f i c ado  dos  

s ímbol os  é  i r re l e van t e  e  é  a t é  de se jáve l  que  e le  se ja  e squec ido .  

As  noções  que  se  r e l ac i onam com o  s i s t ema  c ons i de rado  do  

pon t o  de  v i s t a  pu r amen te  f o rma l  podem  de s i gna r - se  po r  

metama temá t i ca s .  

Os  t e rmos  p r imi t i vo s  ( e  po r t a n to  a s  f ó rmula s  e  a s  

demonst ra çõe s )  s ão  cont áve i s  e  po r t a n to  uma  r ep re sen t a ção  do  

s i s t ema  po r  me i o  do s  i n t e i ro s  pos i t i vos  pode  se r  c ons t ru í da  da  

mane i r a  que  se  se gue .  

Fa remos  c o r r e sponde r  o s  números  1 - 13  a os  s ímbolos  do  

segu in te  modo:  

0  1  

N  2  

=   3  

~  4                                    

∨  5  

&          6  

→  7  

                               ≡  8  

∏  9  

∑  10  

∈          11  

(           12  

)           13  

Os  i n t e i ro s  >13  e  ≡ 0  (mod  3 )  c o r r e spo nde rã o  a  v a r i á ve i s  

p r e pos i c i on a i s ,  o s  i n t e i ro s  >13 ,  ≡ 1  (mod  3 )  a  va r i á ve i s  n umé -

r i c a s  e  o s  i n t e i ro s  >13 ,  ≡ 2  (mod  3 )  a  va r i á ve i s  f un c i ona i s .  
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As s im ,  e s t ab e l e c e - s e  uma  co r r e spon dênc i a  1  a  1  en t r e  o s  t e rmo s  

p r im i t i vo s  e  o s  i n t e i ro s  p o s i t i vo s .  

Fa r emos  co r r e s pon de r  i n t e i r o s  a  s u ce s sõe s  f i n i t a s  de  i n t e i ro s  

p o s i t i vo s  p o r  me i o  do  e squema  s e gu i n t e :  

k 1 , . . . , k n      co r r e sponde  a  

nk
n

kkk p...5.3.2 321  

Uma  fó rmu l a  é  uma  suc e s são  f i n i t a  de  t e rmos  p r im i t i vos  e  

uma  demons t r a ção  é  uma  su ce s são  f i n i t a  de  f ó rmu la s .  A  cada  

fó rmu l a  f a r emo s  c o r r e sponde r  o  i n t e i ro  que  co r r e sponde  à  

suc e ssão  de  i n t e i ro s  que  co r r e sponde  a os  seu s  s ímbo lo s ;  e  a  

c a da  demons t r ação  f a r emos  co r r e sp onde r  o  i n t e i r o  que  

co r r e sponde  à  s uc e ssão  de  i n t e i ro s  q ue  c o r r e spondem à s  

fó rmu l a s  q ue  a  c ons t i t uem.  En t ão  d e t e rminamos  a s s im  uma  

co r r e spondênc i a  1  a  1  en t r e  a s  f ó rmu la s  ( demon st r a çõe s )  e  um  

subcon j un t o  do  c on j un t o  do s  i n t e i r o s  po s i t i vos .  

Podemos ,  ag o ra ,  de f i n i r  d i ve r sa s  c l a s se s  e  r e l a ç õe s  

me t amat emá t i c a s  d e  i n t e i r o s  i nc lu indo  uma  que  c o r r e sponde  a  

c a da  c la s se  e  r e l aç ão  de  fó rmu la s ,  x  se r á  um  núme ro  f  ( núme ro  

B )  se  e x i s t e  uma  fó rmu l a  ( demons t r a ção )  a  que  x  co r r e sponda .  A  

r e l a ção  

x ,  y U z  

e n t re  números  s ign i f i c a r á  que  x ,y , z  sã o  números  f  e  que  a  

f ó rmula  que  z  rep re sen ta  é  uma  conseqüênc i a  imedi a t a  da s  

f ó rmula s  r e p re sen ta da s  po r  x  e  y  .  

xBy  

s i gn i f i c a r á  que  x  é  um número  Β  e  que  y  é  um  número  f  e  que  a  

demonst r a ção  que  x  re p re sen ta  é  uma  demons t r a ção  da  fó rmula  

r e p re sen ta da  po r  y .  Há  também  funções  me t amat emá t i c a s  de  

i n te i r o s  como  a s  s e gu in t e s  :  
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Neg  ( x )  = o  número  que  r ep re sen t a  ~ (X )  se  x  

r e p re sen ta  f ó rmul a  X ' ,  e  0  se  x  não  é  um  número - f .  

 

Sb  




 y

zx   =  o    número    que    r ep re sen t a    o    

Subs t  [ ]t
GF  d e  subs t i t u i r  a s  oco r rê nc i a s  l i v re s  

de  t  em  F  por  G se  x  e  z  r ep re sen t am a s  

fó rmu la s  F,G,  r e spec t i vamen te ,  e  y  a  va r i á ve l  

t ;  de  ou t r o  modo  é  i gua l  a  0 .  

E s ta s  re l a çõe s  e  funçõe s  que  de f i n imos  i nd i re tamen te  pe lo  

emprego  da  co r re spondênc i a  en t r e  fó rmu la s  e  números  são  

cons t r u t i va s .  Po r  i s so ,  n ão  é  de  su rp reende r  que  se j am  

r ecu r s i va s .  Mos t r remos  pa ra  a s  ma i s  impor ta n t e s  de f i n i ndo -a s  

d i re t ament e  a  pa r t i r  de  re l a çõe s  e  funçõe s  que  se  sabe  

p r e v i amen te  que  sã o  re cu r s i va s .  U t i l i z a r emos  o s  mé todos  que  

pe rmi t em gera r  f unções  e  r e l a çõe s  re cu r s i va s  a  pa r t i r  de  funções  

r e l a çõe s  r e cu r s i va s .  

1 .   

x / y ≡ (E z )[ z ≤ x&x=y z]  

x /y  s ign i f ic a  x  é  d iv i s í ve l  po r  y .  (y z  é  r ecur s i vo .  Logo,  x=y z  

é  recur s i va .  Segue - se  que  x /y  é  r ecurs i va ) .  

 

2 .   

 

P r imo (x ) ≡ x>1&~ (Ez ) [ z ≤ x&~ (z=1 )&~(z=x )&x /z ]   

 

x  é  um  núme ro  p r imo .  

3 .   

Pr (0 )=0  
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Pr (n+1)= ε y[ y ≤ {Pr (n ) } !+1&Pr imo (y )&y>Pr (n )]  

 

P r (n )é  o  núme ro  p r imo  de  o rdem n  (por  o rdem  de  g randeza ) .  

4 .    nG1x= ε y[ y ≤ x&x / {Pr (n ) y &~(x /P r (n ) } y + 1  

nG1x  é  o  memb ro  d e  o rdem  n  da  s u ce s são  do s  i n te i r o s  p o s i t i vo s  

que  x  r ep re se n t a .  

     5 .                        L(x )= ε y[ y ≤ x&(y+1)G1x=0]  

L(x )  é  o  n úme ro  de  membros  da  s uces são  r ep re sen tada  po r  x  

( s e  x  re p re sen t a  uma  suce s são  de  i n t e i r o s  po s i t i vos ) .  

     6 .  

x*y= ε z { z ≤ [Pr (L (x )+L (y ) )] x + y &(n ) [ n ≤L(x ) → nG1z=nG1x]&(n )   

[ 0<n ≤ L(y ) → (n+L(x ) )G1z=nG1y] } .  

*  r e p r ese n t a  a  ope ração  de  j un t a r  uma  suce s são  f i n i t a  a  ou t ra .  I s t o  

é ,  s e  

rk
r

k px ...2 1=  

e  

s
spy 11 ...2 1=  

en tão  

x*y= rk
r

k p...2 1 s
srr pp 11

1, ... +  

 Repa re -se  q ue  o  núme ro  da  s uce s sã o  que  cons i s t e  apena s  no  

ún i c o  núme ro  x  é  2 x   
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     7 .                                k (x )=2 1 2*x*2 1 3  

 

       8.               Neg(x)=2 4*k (x )  

 

Se  x  r ep re sen ta  a  f ó rmula  A ,  Neg (x )  r ep re sen ta   ~A .  

 

     9 .                            Imp (x ,y )=k (x )*2 7*k (y ) .  

 

Se  x  e  y  r e p re sen tam  a s  fó rmulas  A  e  B  r e s pec t i vamen te ,  

en tão  Imp (x ,  y )  r e p r e sen ta  (A ) → (B ) .  

  

     10 .                           uGenx=2 9*2 u*k (x ) .  

 

 Se  u  r e p re se n t a  a  va r i á ve l  t  e  x  a  f ó rmula  A ,  e n t ão  uGenx  

r ep re se n t a  ∏ t (A ) .  

 Ana logament e  pa ra  ∑ t (A )  e  ε x (A )  

 

    11 .            x ≡ y (mod  n ) . ≡ . (E z ) [ z ≤ x+y&(x=y+zn ∨ y=x+zn] )  

 

x ≡ y (mod  n )  t em  o  s i gn i f i c ado  ha b i t ua l .  

 

 Se  x  r e p r ese n t a  a  f ó rmula  A ,  k ( x )  r e p re se n t a  A  ( po rque  a  

s uces são  de  números  que  co r r e sponde  a os  s ímbol os  de  (A )  é  

 

12 , k 1 , . . . ,k n , 13  

 

em  que  

 

k 1 , . . . ,k n  

 

é  a  s uces sã o  do s  núme ro s  que  co r re sponde  a os  s ímbo lo s  de  A ) .  

t>13 expr ime  t  r epre sen ta  uma  va r iáve l .  Analogamente ,  

usando  11  podem-se  de f in i r  c la sse s  r ecur s i vas  Var p  ( t ) ,  
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Var x ( t ) ,  Var v ( t ) ,  pa r a  expr imi r  t  r epre sen t a  uma  va r i áve l  

p r epos ic iona l ,  t  r epre sen t a  uma  va r iáve l  numé r ica ,  t  

r epresen ta  uma  va r iáve l  f unc iona l ,  r e spec t ivamente .  

Também se  podem de f i n i r  c l a sse s  r ecur s iva s  M I (x ) ,  

M I I (X ) ,  M(x )  pa ra  expr imi r  x  r epre sen t a  uma  exp .  I ,  x  

r epresen ta  uma  exp .  I I ,  x  represen ta  uma  fórmul a  com sen t ido ,  

r e spec t ivamente ,  r e l açõe s  r ecur s i vas  que  cor r e spondem à s  

r e l ações  t  ocor r e  em A como uma  va r i áve l  l i v re  ( l i gada )  e  

funções  r ecur s ivas  que  cor r e spondam à s  ope rações  de  

subs t i tu i ção  usadas  na s  r egra s  de  i n fe rênc ia .  

 

   12                 x ,yU 1 z ≡ x=Imp (y , z )&M(x )&M(y )  

 

z  r epr e sen ta  uma  fórmula  que  é  uma  conseqüênc ia  imedi a t a  

pe l a  Regra  1  das  fó rmula s  r epre sen tada s  por  x ,y  

 

   13  xU 2 z ≡ (E t , v ,w )[ t , v ,w ≤ z&M(v )&M(w)&x=Imp(v ,w )& 

z=Imp (v , tGenw )&t>13&~ (Ek )[ k ≤ L(v )&kG1v=t] ]  

 

z  r epr e sen ta  uma  fórmula  que  é  uma  conseqüênc ia  imedi a t a  

pe l a  Regra  2  das  fó rmula s  r epre sen tada s  por  x  

    14                 x , yU z  =x , y ,U 1 z ∨ x  U 2 z ∨ . . . ∨ xU 6 z  

 

z  r epr e sen ta  uma  fórmula  que  é  uma  conseqüênc ia  imedi a t a  

da ( s )  fó rmul as  r epr esen tada( s )  por  x (x , y )  

 

 Cada  um dos  ax iomas  é  r epre sen tado  po r  um número .  Se jam 

 

α 1 , . . . ,  α 1 3  

 

os  núme ros  q ue  co r r e spondem  ao s  ax ioma s .  

 

    15                           Ax (x )x= α 1 ∨ x= α 2 ∨ . . . ∨ x= α 1 3  
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x   r e p re sen t a  um a x i oma .  

 

   16  B (x ) ≡ ( n )0<n ≤L(x ) → {Ax (nG1x ) ∨ (Ep , q )[ 0<p ,q<n  

&pG1x , qG1xU nG1x] }]&L (x )>0  

 

x  rep rese n t a  uma  demons t ra ç ão .  

 

    17                          xBy ≡B(x )&L (x )G1x=y  

 

Abrev i a r emos  c e r t a s  e xp r es sõe s  f o rma i s  de  a co rdo  com  a  

s egu i n t e  convenç ão :  z 0  em  vez  de  0 ,  z 1  em  vez  de  N(0 ) ,  z 2  em  ve z  

de  N(N (0 ) ) ,  e t c .  En t ão  o s  z  r ep r es e n t am  o s  n úme ros  na t u r a i s  n a  

l ó g i c a  f o rma l .  A l ém d i s so  se   

ϕ (x 1 ,x 2 , . . . )  

 

é   uma   f unç ão  d e  i n t e i ro s  po s i t i vo s ,  d i r emos  que  a  e xp re s s ã o  

f un c i on a l  f o rma l  

G(u 1 , u 2 , . . . )  

r ep re se n t a  

ϕ ( x 1 , . . . ,x n )  

se  

G(zm , z n , . . . )=z ϕ ( m , n , . . . )  

 

é  f o rma lment e  demons t r áve l  pa ra  cada  c on j un to  de  n úme ros  

na tu ra i s  

 

m,n , . . .  
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po r  ou t ra s  pa la vras ,  s e  

 

G(zm , z n , . . . )=z k  

 

é  d emon s t r áve l  f o rma lmen te  s emp re  que  

 

ϕ (m , n , . . . )=k  

é  s a t i s f e i t a .  

Se  o  va l o r  de  

 

ϕ ( x 1 ,x 2 , . . . )  

 

é  i ndependen t e  de  uma  va r i áve l  x p ,  e n t ã o  

 

G(u 1 ,u 2 , . . . )  

 

nã o  t em  que  con t e r  a  va r i á ve l  co r re sponden t e  u p .  

Ana l ogament e  s e  

 

R(x 1 ,x 2 , . . . )  

 

é  uma  c l a s se  ou  r e l aç ão  de  núme ros  na tu ra i s ,  d i remos  que  a  

exp re s sã o  f unc iona l  

 

H(u 1 ,u 2 , . . . )  

 

r e p re se n t a  

 

R(x 1 ,x 2 , . . . )  

 

s e  p odemos  demons t ra r  f o rma lment e  

 

H(zm , z n , . . . )  
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s empre  que  

 

R(m ,n , . . . )  

 

é  s a t i s f e i t a  e   

 

~H(zm , z n , . . . )  

 

s empre  que  

 

R(m ,n , . . . )  

não  é  s a t i s f e i t a .  

 E sboça remos  a go ra  a  demons t ra ção  de  q ue  t oda  a  f unção  

r e cu rs i va  (c la s se ,  r e l a ção )  é  r ep re sen tada  po r  uma  f ó rmu la  do  

nos so  s i s t ema  fo rma l .  

 A  f unção  re cu rs i va  x+1  é  r ep re sen t ada  po r  N(w) ,  po rque  

 

N(z n )= z n + 1  

 

pode  se r  demon s t r ado  fo rma lmen te  pa ra  ca da  núme ro  na tu r a l  n .  

A  demons t r aç ã o  é  imed ia t a  uma  ve z  que  pe l a s  no s sa s  

ab re v i a t u r a s  z n+ 1= N (z n ) .  

A  f unção  cons t an te  

 

f ( x 1 ,x 2 , . . . ,x n )=c  

 

é  r ep re sen ta da  po r  z c  e  a  f unção  i den t idade  

 

n
jU =(x 1 ,x 2 . . . ,x n )=x j .  

 

é  r ep re sen ta da  po r  u j  
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Se  

 

ϕ ( x 1 , . . . ,x n )  

 

é  c ompo s ta  a  r e spe i t o  de  

 

φ (x 1 , . . . ,xm )  

e  

χ i (x 1 , . . . ,x m )  ( i=1 , . . . ,m )  

e  s e  

G(w 1 , . . . ,w n )  

 

r ep re se n t a  

 

φ (x 1 , . . . ,xm )  

e  

H i  (w 1 , . . . ,w n )  

 

r e p re se n t a  

 

χ i  (x 1 , . . . ,x n )  

 

en tão  

 

G(H 1 (w 1 , . . . ,w n ) , . . . ,Hm (w 1 , . . . , w n ) )  

 

r ep re se n t a  

ϕ ( x 1 , . . . ,x n ) .  

 Se  

ϕ ( x 1 , . . . ,x n )  

 

é  r ecu r s i ve  a  re spe i t o  de  
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φ (x 1 , . . . ,x n - 1 )  

e  

χ (x 1 , . . . ,x n + 1 )  

 

e  s e  

G(w 1 , . . . , w n - 1 )  

 

r e p re se n t a  

 

φ (x 1 , . . . ,x n - 1 )  

e  

H(w 1 , . . . ,w n + 1 )  

 

r ep re se n t a  

ϕ ( x 1 , . . . ,x n )  

 

 Es t a  f ó rmu la  

 

K(w 1 , . . . ,w n )  

 

i n t u i t i vament e  t em  o  s i gn i f i c ado  de se j ado .  Pa ra  cada  con jun t o  de  

núme ros  na t u r a i s  

 

w 1 , . . . ,w n  

 

ex i s t e  uma  e  só  uma  f unção  f  q ue  s a t i s f a z  a s  cond i çõe s  

 

f (0 )G(w 2 , . . . ,w n )  

 

e ,  po r t an to ,  

 

K(w 1 , . . . ,w n )  
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s i gn i f i ca  o  va l o r  que  a  f unção  f  que  s a t i s f a z  a s  c ond içõe s  a c ima  

t oma  pa ra  o  a rgumen to  w 1 .  Es t e  va lo r  é  obvi ament e  

  

ϕ (w 1 , . . . ,w n )  

 

A  demons t ra çã o  de  que  

 

K(w 1 , . . . ,w n )  

 

r ep re se n t a  na  ve rdade  

 

ϕ ( x 1 , . . . ,x n )  

 

s e  G  r e p r ese n t a  φ  e  H  r e p re sen t a  χ  é  dema s i ado  lo nga  pa ra  s e r  

da da  aqu i  

 Se  

 

 

É  uma  c la s se  r ec ur s i va  ( ou  re l aç ão )  ex i s t e  uma  função  r ecu r s i va   

 

ϕ (x ,y , . . . )  

t a l  que  

 

ϕ (x ,y , . . . )=0  

 

se   

R(x ,  y , . . . )  

e  

ϕ (x , y , . . . )=1  

s e  

~R(x ,  y , . . . )  
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En tã o  e x i s t e  um  

 

G(u ,v , . . . )  

 

que  re p re sen t a  

 

ϕ (x , y , . . . ) .  

 

G(u ,v , . . . )=0  

 

r e p re se n t a  

 

R (x ,  y , . . . ) .  

 

Po rque  se  

 

R(m ,  n , . . . )  

 

en tão  

 

G(zm , z n , . . . )=z 0 =0  

 

é  f o rma lment e  demons t r áve l ;  e  s e  

 

~R(m ,n , . . . )  

 

en tão  

 

G(zm , z n , . . . )=z 1  

 

e  po r t a n t o  

 

~[G(zm , z n , . . . )=0]  
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é  f o rma lment e  demons t r áve l .  

Po rque  c e r t a s  re la çõe s  me t ama temá t i c as  e  ce r t a s  p ropos i çõe s  

ac e rc a  do  no sso  s i s t ema  f o rma l  podem  se r  e xp re s sas  por  me io  de  

r e la çõe s  r ecu r s i va s  e  p ropo s içõe s  ac e r c a  de l a s ,  e s t a s  re l aç õe s  e  

e s t a s  p ropo s içõe s  p odem se r  exp re s sas  no  s i s t ema  fo rma l .  As s im ,  

pa r t e s  da  t eo r i a  cu jo  ob j e to  é  o  nos so  s i s t ema  f o rma l  podem se r  

exp re s sa s  no  mesmo  s i s t ema  fo rma l .  

J á  d i s semos  que  

 

xBy  

 

é  uma  re la ç ão  re cu rs i va ;  e  podemos  demon s t r a r  t ambém que  

 

γ (x , y )  

 

é  r ecu r s i va ,  em que  

 

γ (x ,y )  

 

é  o  núme ro  da  f ó rmu la  que  r e su l t a  quando  s ub s t i t u ímos  t oda s  a s  

oc o r r ênc i a s  l i v r e s  de  w  po r  z y  n a  fó rmu la  c u j o  n úme ro  é  x  

 

[ ].)(
a

yxSb χ  

 

 Lo go  e x i s t e  uma  f ó rmu la  B(u , v )  que  rep re sen t a  

 

xBy  

e  uma  fó rmu la  S (u , v )  que  re p resen t a  

 

γ (x ,y ) .  
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Se j a  U(m)  a  f ó rmula  

 

∏ v [~B(v ,S (w ,w ))]  

 

e  s e j a  p  o  número  de  U(w ) .  

 O ra  U( z p )  é  a  f ó rmu la  que  re su l t a  quando  subs t i t u ímos  t odas  

a s  oco r rênc i a s  l i v re s  de  w  po r  z p  na  f ó rmu la  cu jo  n úme ro  é  p  e  

po r tan to  t em  o  núme ro  

 

γ (p ,p )  

 

Logo  se   

 

U(z p )  

 

é  d emon s t r áve l ,  e x i s t e  um  k  t a l  que  

 

kB γ (p , p ) .  

 

Mas  uma  ve z  que  

 

S (u , v )  

 

r e p re se n t a  

γ (x ,y )  

e  

B(u , v )  

r ep re se n t a   

xBy  

segue -se  que  

B (z k , S ( z p , z p ) )  

é  d emon s t r áve l .  

 Do  mesmo  modo  é  uma  p ropr i edade  do  nos so  s i s t ema  que  se  
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∏ vF (v )  

 

é  d emon s t r áve l  en t ão  

 

F(z 1 )  

 

é  d emon s t r áve l  pa ra  to do  o  1 ;  c onseqüen t emen t e  s e  

U(z p )  

 

é  d emon s t r áve l ,  e n tão  

 

~B (z k , S ( z p , z p ) )  

 

bem c omo  

 

B (z k , S ( z p , z p ) )  

 

s ão  demons t rá ve i s  s e  o  s i s t ema  con t ém  uma  con t rad i ç ão .  

 Des t e  modo  conc l u ímo s  que  

 

U(z p )  

 

nã o  pode  se r  demons t rado  a  menos  que  o  s i s t ema  con t enha  uma  

con t rad i ção .  

Em se gu ida  pe r gun tamos :  

 

~ U ( z p ) 

 

pode  se r  demons t r ado  se  o  s i s t ema  nã o  f o r  con t rad i tó r i o .  Se  o  

s i s t ema  nã o  é  con t rad i tó r i o  

 

U(z p )  
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nã o  pode  se r  d emon s t r ado  c omo j á  v imos .  

 Mas  

 

U(z p )  

 

é  a  f ó rmu la  c u j o  núme ro  é  

 

γ (p ,p )  

 

de  modo  que  pa r a  t odo  o  k ,  

 

~kB γ (p , p ) .  

 

Logo ,  

 

~B (z k , S ( z p , z p ) )  

 

é  d emon s t r áve l  pa ra  to do  o  k .  

 S e  a lém  d i s so  

~U(z p )  

i s t o  é ,  

~  ∏ v [~B (v ,S (z p , z p ) )]  

 

é  demons t rá ve l ,  e n t ão  t emos  que  se  pode  demons t ra r  uma  fó rmula  

que  a f i rma  que  

 

~B (z k , S ( z p , z p ) )  

 

nã o  é  ve rda de i r a  p a r a  t odo  k  e  i s t o  j un t amen te  com o  f a t o  de  

 

~B (z k , S ( z p , z p ) )  
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se r  demons t rá ve l  pa ra  t odo  k  to rna  o  s i s t ema  i n t u i t i vament e  

con t rad i tó r i o .  

Em  ou t r a s  p a l a vr a s ,  c ons i de r a r emo s  que  o  s i s t ema  é  

con t r a d i t ó r i o  s ó  s e  houve r  um  A  t a l  qu e  A  e  ~A  s ã o  ambo s  

demons t r á ve i s  ma s  t ambém s e  h ouve r  um  F  t a l  q ue  t oda s  a s  

f ó rmu la s  

~ ∏ vF (v )  

e  

F(z 0 ) ,F ( z 1 ) , . . .  

 

~U(z p )  

é  demons t r á ve l ,  o   s i s t ema  é  con t r ad i t ó r i o  ne s t e  sen t i do  ma i s  

f r a co .  

As s im ,  n em  

U(z p )  

nem 

~U(z p )  

s ão   demons t rá ve i s   a   menos  qu e  o  s i s t ema  se j a  c on t r ad i t ó r i o .  Se  

o  no s so  s i s t ema  é  l i v r e  de  con t r ad i ç ão  no  s en t i do  f o r t e  ( i s t o   é ,   

s e   A    e    ~A    n ão   s ã o   ambos   d emons t r áve i s   p a r a   n enhum   A )  

e n tã o  

U(z p )  

 

n ã o  é  demonst rá ve l .  

Mas  
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(x ,y , z )[ ~{xBy&zBNegy }]  

é   uma  p ropos iç ã o  do  nos so  s i s t ema  qu e  a f i rma  que  o  s i s t ema  

e s t á  l i v r e  de  c on t r ad i ç õe s  n o  s e n t i do  fo r t e .  As s im  mos t rmos  que  

 

( x , y , z ) [ ~{xBy&zBNegy} → (x )~ xB (p ,p )  

 

Os  a r gumen t o s  r e l a t i v amen t e  s imp l e s  de s t a  demons t r a ç ã o  

podem  s e r  im i t a do s  em  ló g i c a  f o rma l  p a r a  p roduz i r em  uma  

demons t r a ç ã o  f o rma l  d e  

 

Con t r ad → π v [~B(v , S ( z p , z p ) ) ]  

 

em  que  Con t ra d  é  uma  f ó rmu la  do  s i s t ema  qu e  exp r ime  a  

p ropos i ç ão  

 

(x ,y , z )[ ~{xBy&zBNegy }]  

 

En t ã o  se  Con t ra d  t ambém  pude s se  s e r  f o rma lmen t e  demons t r a do ,  

pod e r íamos  u sa r  a  R eg ra  1  pa r a  i n f e r i r  

 

∏ v [~B (v ,S (z p , z p ) )]  

c a so  em que ,  c omo  v imos ,  o  s i s t ema  se r i a  con t ra d i t ó r i o .  

As s im  Con t r ad  nã o  pode  s e r  d emons t ra do  no  p róp r i o  s i s t ema  

a  meno s  q ue  o  s i s t ema  con t enha  uma  con t r a d i çã o .  

Cond i çõe s  que  um s i s t ema  f o rma l  t em  que  sa t i s f a ze r  a  f im  de  que  

o s  a rgument os  p r e ceden t e s  s e  po s sam ap l i c a r  

Con s i de r emos  a go r a  qu a l que r  s i s t ema  f o rma l  que  s a t i s f a ç a  a s  

s e gu in t e s  c i nc o  c o nd i çõ e s :  
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(1 )  Sup ondo  qu e  o s  s ímbo l o s  e  a s  f ó rmu la s  e s t ã o  nume ra do s  

de  uma  ma ne i r a  s eme l han t e  à  qu e  f o i  u s ad a  p a r a  o  s i s t ema  pa r -

t i c u l a r  c on s ide r a do  a c ima ,  en t ã o  a  c l a s s e  d o s  a x iomas  e  a  

r e l a ç ã o  de  cons e qüênc i a  imed i a t a  s e r ã o  r e cu r s i va s .  

E s t a  co nd i ç ã o  é  p r e c i s a  e  na  p r á t i c a  ba s t a  p a r a  s u bs t i t u i r  a   

e x i gên c i a  imp r ec i s a  s e gundo  a  q ua l  a  c l a s s e  do s  ax ioma s  e  a  

r e l a ç ão  d e  c ons e qü ênc i a  imed i a t a  t êm  que  s e r  c ons t r u t i v a s .  

( 2 )  Ha ve rá  uma  c e r t a  s uc e s s ã o  de  f ó rmu la s  c om  s e n t i d o  z n  

( que  r e p re s en t am  o s  n úme ro s  n a t u r a i s  n )  t a l  q ue  a  r e l a ç ã o  e n t r e  n  

e  o  núme ro  qu e  r e p r e s e n t a  z n  é  r e cu r s i va .  

 

( 3 )  Ha ve rá  um s ímbo lo  ~  ( ne ga ção )  e  do i s  s ímbo lo s  v  e  ω  

( va r i á ve i s )  t a i s  q u e  p a r a  c a da  r e l a ção  r e cu r s i va  d e  d ua s  va r i á ve i s  

co r r e s ponde rá  uma  f ó rmu la  

 

R (v , ω )  

 

do  s i s t ema  t a l  que  

 

R(z p , z q )  

 

é  d emon s t r áve l  s e  a  re l aç ã o  é  s a t i s f e i t a  e n t re  p  e  q  e  

 

~  R ( z p , z q )  

 

é  d emons t r áve l  s e  a  r e l a ção  não  é  s a t i s f e i t a  en t re  p  e  q ;  ou  em  vez  

de  um  ún i c o  s ímbo lo  ~ ,  pode  have r  uma  f ó rmula  F(x )  q ue  não  

con t enha  nem  v  n em  w  t a l  que  a s  r e l a ções  a n t e r io re s  s ã o  

sa t i s f e i t a s  quando  

~(A )  

Repre sen t a  a  f ó rmula  

F(A ) .  
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 A s  f ó rmula s  

R(v ,w )  

 

que  re p re sen t am a s  re la ç õe s  re cu r s i va s  e  sua s  ne gaçõe s  

 

~R(v ,w )  

 

s e r ão  chamada s  funçõe s  p ropos ic i ona i s  re cu rs i va s  de  d ua s  

va r i áve i s  e ;  

R(v , z n )  

e  

~  R (v , z n )  

 

f unçõe s  p ropos i c i ona i s  re c ur s i va s  de  uma  va r iá ve l .  

 

 ( 4 )  Have rá  um s ímbolo  ∏  t a l  q ue  

 

∏ vF (v )  

 

é  d emon s t r áve l  pa ra  uma  f unção  p ropos ic i ona l  r ec ur s i va  

 

F(v )  

 

de  uma  va r i á ve l ,  e n t ão  

F(z k )  

 

s e r á  demons t rá ve l  p a r a  t odo  k ;  ou  em  vez  de  um ún i co  s ímbo lo  ∏  

pode  have r  uma  fó rmula  

 

G(x )  

 

que  não  c on t e nha  w  t a l  que  a s  cons ide r açõe s  an t e r i o re s  s ão  

sa t i s f e i t a s  quando  
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∏ vF (v )  

r ep re se n t a  

G(F(v ) ) .  

 

 ( 5 )  O  s i s t ema  se rá  l i v r e  de  con t rad i çõe s  no s  do i s  s egu in t e s  

s en t i do s :  

 a )  Se  

R(v ,w )  

 

é  uma  função  p ropos i c i ona l  re c ur s i va  de  dua s  va r i á ve i s  en t ão  

 

R(z p , z q )  

e  

~  R ( z p , z q )  

 

nã o  são  ambas  demons t rá ve i s .  

 b )  Se  

F(v )  

 

é  uma  função  p ropos i c i ona l  r ecu r s i va  de  uma  va r i áve l  en tã o  a s  

f ó rmu la s  

~  ∏ v f (v )  

e  

F(z 0 ) ,  F (z 1 ) ,  F (z 2 ) . . .  

 

nã o  se rão  demons t rá ve i s .  

 O ra  u sando  a  con t rad i ção  ( 1 ) ,  

 

xBy  

 

γ (x ,y )  
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(de f i n i da s  c omo an t e r i o rmen te )  e  

kB γ (1 , 1 )  

 

s ão  re cu r s i va s .  En t ão  po r  ( 3 )  ex i s t e  

 

R(v ,w )  

t a l  que  

R(z k , z 1 )  

é  d emon s t r áve l  s e  

kB γ (1 , 1 )  

e  

~R(z k , z 1 )  

é  d emon s t r áve l  s e  

~kB γ (1 , 1 ) .  

Se  r epa ra rmos  que  

R(v ,w )  

 

de sempenha  no  no sso  s i s t ema  e spec ia l  o  mesmo  pape l  que  é  

de sempenhado  po r   

 

B(v ,S (w ,w ))  

 

podemos  demons t r a r  que  se  p  é  o  número  de   

 

∏ v~R(v ,w )  

en tão  ( 5a )  imp l i ca  que  

∏ v~R (v , z p )  

 

nã o  é  demons t r áve l  e  ( 5b )  em  con j unção  com (5a )  impl ic a  que  

 

∏ v~R (v , z p )  

não  é  demons t r áve l .  

Ana logamen te ,  c omo  j á  o  f i zemos ,  
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(x , y , z ) [ ~{xBy&zBNegy}] → (x )~xB γ (p ,p )  

 

pode  se r  e s tabe l ec i do .  Não  e nume ramos  a s  ou t r a s  cond i çõe s  

s egundo  a s  qua i s  é  po s s í ve l  c onve r t e r  a  d emon s t r aç ão  i n t u i t i va  

numa  demons t ra ção  f o rma l  de  

 

Con trad → ∏ v~R(v , z p )  

 

No  en tan to ,  s ão  c ond i çõe s  s a t i s f e i t a s  po r  t odos  os  s i s t emas  

que  cons ide ramos  e  que  con têm  uma  c e r t a  p a r t e  da  a r i tmé t i c a  

vu l ga r  e  po r  i s so ,  e s t e s  s i s t emas  nã o  podem  con t e r  uma 

demons t ra ç ão  da  s ua  p róp r ia  c ons i s t ênc i a .   

 

TEOREMA  8 .  Exi s tem  números  t r anscenden t es ,  não  a lgé br i co s  

 

DEMONSTRAÇÃO .  

 

  E s t e  t e o rema  é  um co ro l á r i o  imed i a to  do  t eo rema  3 .  Po i s ,  

s abemos  que  os  a l géb r ic os  Rea i s  s ão  enume rá ve i s  ( t eo rema  2 .2 )  e  

que  os  Rea i s  s ão  não  enume rá ve l  ( t e o r ema  4 ) .  Logo ,  d e vem e x i s t i r  

núme ros  Rea i s  que  não  se j am a l géb r ic os .  Es te s  s ão  o s  núme ros  

t r an scenden t e s ,  cu j a  e x i s t ênc i a  f i c a  a s s im demon s t r ada .   

 

TEOREMA  9 .  Paradoxo  de  Banach -Tarsk i  

 

DEMONSTRAÇÃO .   

 

O  Pa radoxo  de  Hausdo r f f  d i z  que  S 2  é  SO 3  p a r adoxa l  p a r a  

a l guns  con jun t os  con tá ve i s  D .  Comb inando  e s se  re su l t ado  ao  

t e o r ema  que  d i z  que :  Se  D  é  um subcon j un t o  c on t á ve l  d e  S 2 ,  e n tão  

S 2  e  S 2 \D  são  S0 3–equ i decompo s to s .  E  a  p ropos i ção :  
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Suponha  que  G  a tua  em  X  e  E ,  E ´  é  G -decompos to  em  

con j un t os  de  X .  Se  E  é  G -decompos to  en t ão  E ´  t ambém é .  

A ss im ,  com  os  t rê s  re su l t ados  a c ima  enunc i ados  t e r emos ,  

que  S 2  é  SO 3  pa radoxa l .  O  r e su l t ado  é  vá l i do  pa r a  e s f e r a s  de  

qua l que r  r a i o .  

P a ra  a  demons t ra ção  é  s u f i c ie n t e  cons i de ra r  bo l a s  c en t r ada s  

em  0 ,  de sde  que  G 3   c on tenha  t oda s  t ran s l a çõe s .   

Podemos  cons i de ra r  a  bo la  un i t á r i a  B ,  en t re t an to  a  mesma  

p rova  func iona  pa r a  bo la s  de  qua lque r  t amanho .  

A  decompos i ç ão  de  S 2  v a l e  pa ra  B \{0}  se  u samos  a  

co r re spondênc i a  rad i a l :  P  →  {αP:0<α≤1} .  En tã o  é  s u f i c i e n t e  

mos t r a r  que  B  é  G 3 - equ idec ompos to  com B \{0} .  

S e j a  p=  ( 0 , 0 ,½ )  e  s e j a  ρ  a  ro t aç ã o  de  o rdem in f i n i t a   

En tã o  o  con jun t o  D  =  {ρ  n (0 ) :  n≥0}  pode  se r  u sado  pa r a  

ab so rve r  0 :  P (D)  =  D \{0} ,  en t ã o  B  ~  B \{0}  

A ss im ,  a  co r r e spondênc ia  rad i a l  de  S 2  com  R 3 \ {0}  é  u sada  

pa ra  ob t e r  a  d ecompos iç ão  pa radoxa l  d e  u sando  ro ta ç õe s .  

A ss im  como  pa ra  a  bo la ,  R 3 \ {0}  ~  G 3  R
3 ,  R 3  é  pa radoxa l  v i a  

i some r i a .  
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