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Introducao

Meu interesse por matematica veio desde cedo. Mesmo antes
de saber o que sd3o objetos matematicos e nem sequer imaginar as
discussdes existentes acerca desses objetos, esse problema rondou
meu pensamento.

Estava na 8 série do ensino fundamental, ia assistir a aula
de matematica. A professora, entdo, nos levou para sala de video
sob a justificativa de fazer com que entendéssemos para que serve
estudar matemadatica e onde pudéssemos observar suas aplicagdes.

O filme a ser exibido era o Pato Donald em a Matemagica.
Lembro-me como se fosse hoje de alguns trechos. O filme
mostrava, por exemplo, como as notas musicais podiam ser
extraidas de razdes matemadaticas. Aquilo me causou surpresa e
admirag¢do, fiquei fascinada. Achei que o filme fosse continuar a
me maravilhar. Mas em seguida apareceram pétalas, folhas,
natureza em geral e uma tentativa exaustiva de tentar aprisioné-
las em circulos, pentdgonos, hexagonos, etc, afirmando em
seguida que era muito facil encontrar formas geométricas na
natureza.

E como seria confortdvel se isso fosse verdade. Se a frase “a
matematica estd na realidade” fosse aceita por todos os alunos, de
certo modo, os professores, da tdo peculiar disciplina, estariam,
de uma vez por todas, salvos do embarago ao serem indagados
“para que serve estudar matemadtica?”. Porém para mim soou
artificial. Fiquei incomodada. Ao mesmo tempo em que aquele
filme me maravilhou ao me mostrar que diferentes razdes
originavam diferentes sons, ndo conseguia ver ¢ me convencer de
modo algum que pentdgonos, quadrados e circulos estavam
espalhados pela natureza.

Desde entdo, tento achar outros motivos para a existéncia da
matematica. Talvez mesmo sem a plena consciéncia, devo ter feito

matematica para saciar essa curiosidade, para descobrir onde



estdo seus objetos ja que na natureza, pelo menos para mim, ficou
claro que ndo estavam.

Esse trabalho vem como uma resposta para isso. Consta de
uma pesquisa histérica sobre o desenvolvimento da matematica e
uma andlise das crises em seus fundamentos. A partir dai, ¢ feita
uma observacdo das suas escolas de pensamento mostrando a
escola intuicionista, o desenvolvimento da logica cldssica pelos
logicistas e a constru¢do do programa de Hilbert pelos formalistas
até finalmente o aparecimento do Teorema de Godel.

Com essa base, algumas questdes sdo postas em discussdo
acerca da mnatureza dos objetos matemdticos, de como a
matematica funciona, e se é possivel que ela seja a linguagem que
descreve a natureza.

No apéndice estdo disponiveis algumas relevantes
demonstracdes que permeiam essas discussdes como do teorema de
Cantor, a consisténcia e a independéncia da hipdtese do continuo
e do axioma da escolha, inclusive a demonstracdo do préprio
teorema da incompletude.

E um mergulho nos fundamentos mateméticos levantando as
discussdes que ha muito aflige os nomes responsaveis pela
tentativa de construir a matemadatica sob a base mais solida

possivel.
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Capitulo 1 As Crises nos Fundamentos da Matematica

As Licoes de R. Q.

Manoel de Barros

Aprendi com Romulo Quiroga (um pintor boliviano):
A expressio reta nao sonha.

Nao use o traco acostumado

A forca de um artista vem de suas derrotas.

S6 a alma atormentada pode trazer para a voz um
formato de passaro.

A arte niao tem pensa:

O olho vé, a lembranca revé, e a imaginacido transvé.
Isto seja:

Deus deu a forma. Os artistas desformam.

E preciso desformar o mundo:

Tirar da natureza as naturalidades.

Fazer cavalo verde, por exemplo.

Fazer noiva camponesa voar — como em Chagall.

Agora € s6 puxar o alarme do siléncio que saio por

ai a desformar. (...)
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1.1 O que Fazer com os Irracionais?

Um estudo sobre a histéoria da matemdatica que vai desde a
Grécia antiga até os dias de hoje, revela que os fundamentos da
matematica passaram por grandes crises.

A primeira comecou no século V a.C. e nada semelhante
havia ocorrido anteriormente. Tudo comeg¢ou pelo inesperado
. , . . .1 .. . -
surgimento dos nimeros irracionais precipitada pela utilizagdo do
teorema de Pitagoras no calculo da diagonal do quadrado de lado

1. Como mostra a figura abaixo.

Teorema de Pitadgoras: a* + b? = c?

x2=12+ 12

x2=2 = x:\/E

Acredita-se que 0s pitagdricos  ja conheciam a
impossibilidade de se medir a diagonal de um quadrado em
relagdo a seu lado, através do processo da diminuig¢do reciproca.
Tal descoberta possivelmente contribuiu para o declinio da escola
pitagoérica, e afirmou a oposi¢cdo entre os conceitos de extensdo
continua (megethos) e de numero (arithmos). A resolucdo dessa

primeira crise nao foi rapida nem facil de se encontrar, pois por

muito tempo, a J2 e todos os irracionais descobertos eram

incOmodos que deveriam ser entendidos pelos matematicos.

' A demonstracio que +/2 é um nimero irracional pode ser vista no Teorema 1 do Apéndice.
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Esta primeira crise comegou a ser entendida e solucionada
por volta de 370 a.C. por Eudoxus (408-305 a.C) que incorporou
0os irracionais aos numeros. Podemos encontrar os seus trabalhos
no 5° livro dos Elementos de Euclides (330-260 a.C). A teoria
coincide essencialmente com a moderna exposi¢cdo sobre numero

real dada por Richard Dedekind (1831-1916) em 1872.

1.2 O 5° Postulado de Euclides

Uma outra crise na matematica estda relacionada ao 5°
Postulado de Euclides que diz: Dado um ponto P fora de uma reta
r pode-se tracar uma unica reta s paralela a reta r dada. O 5°
Postulado foi desafiador durante séculos e inimeros matematicos
tentaram deduzi-lo a partir dos demais quatro axiomas e assim
demonstra-lo como um teorema. Na verdade, a existéncia da reta
paralela era e ¢, facilmente, demonstrada com o restante dos
postulados; a unicidade das paralelas é que necessitava de ser
postulada. E um indecidivel, se considerassemos apenas os quatro
primeiros postulados de Euclides.

A solugdo dessa crise demorou cerca de dois mil anos para
aparecer ¢ somente em 1829 o matematico russo Nikolai
Lobachevski (1793-1856) publicou Sobre os Principios da
Geometria onde apresentava uma nova geometria, baseada em um
novo postulado que viria a substituir o 5° ¢ que dizia: Dado um
ponto P fora de uma reta r pode-se tracar mais de uma reta
paralela a reta r dada. Com essa nova geometria, uma nova
concepcdo de espago era possivel, desmistificando assim a
atribuicdo kantiana de verdade absoluta feita a geometria
euclideana.

A publicagdo do trabalho de Lobachevski desengaveta varios
outros, na mesma dire¢do, cujas idéias estavam represadas pela
cren¢a kantiana de um unico modelo possivel para o espaco. O

mundo estava maduro para uma geometria ndo-euclidiana.
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Documentos comprovam que Carl Friedrich Gauss (1777-1855) ja
pensava sobre uma nova geometria antes mesmo da publicagdo de
Lobachevski. A publicacdo em 1831 do trabalho Ciéncia Absoluta
do Espaco do matematico hungaro Janos Bolyai (1802-1860) que
re-inventa a mesma geometria ndo-euclideana independentemente
de Lobachevski, demonstra, de outra maneira que as idéias de

novas geometrias fervilhavam no inicio do século XIX.

1.3 O Calculo Infinitesimal

Uma outra importante crise nos fundamentos matematicos
veio imediatamente ap6s as importantes contribui¢des feitas por
Leibniz e Newton ao calculo no final do século XVII.

Na verdade, o calculo ja era desenvolvido desde a Grécia
antiga. No inicio do século XVII, mesmo antes de se ter uma
concepcdo de calculo, ja& havia um grande interesse dos
matematicos e engenhosas estratégias para encontrar Aarea,
volume, maximo, minimo e construir tangentes por métodos, na
maioria das vezes, algébricos.

As importantes contribui¢des feitas por Leibniz e Newton
(1643-1727) tais como: reconhecimento da relagdo inversa entre
derivada e integral, sistematizagdo das regras de derivacgao,
tornaram o calculo uma ferramenta tao poderosa e com tanta
aplicabilidade que seus sucessores falharam ao considerar
suficientemente s6lida a base no qual essa matéria foi fundada e
ao invés de demonstracdes justificarem resultados, resultados
justificavam demonstragcdes. Com o passar do tempo, contradigdes
e paradoxos foram surgindo e a andalise foi sendo construida sem
alicerce, tornando-se evidente que uma séria crise nos
fundamentos da matemadtica estava instalando-se.

Finalmente, no inicio do século XIX, Cauchy (1789-1857)
deu o primeiro passo para a resolu¢do da crise, tornando o

conceito de limite o conceito fundamental do calculo.
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Com a subseqiiente aritmetizagdo da analise por Weirstrass
(1815-1897) e seus seguidores essa crise nos fundamentos
matematicos foi vencida e toda estrutura matematica foi redimida

e solidificada sobre uma base inquestiondvel.

1.4 Paradoxo de Cantor

A crise, que se materializou repentinamente em 1897 e ainda
nao foi totalmente compreendida, foi trazida pela descoberta de
paradoxos e antinomias na teoria geral de conjuntos de Cantor.

No final do século XIX, o infinito que até entdo era mistico,
veio a ser muito bem trabalhado quando Georg Cantor (1845-
1918) decidiu ir contra a intuicgao, correspondendo
biunivucamente conjuntos infinitos e aceitando infinitos
completos na matemdatica. Mais tarde, Dedekind definiu classe
infinita como aquela que pode ser colocada em correspondéncia
biunivuca com um subconjunto proprio de si mesma, passando a
explorar o infinito atual. Até entdo, Aristoteles havia declarado
que nao existia nada que fosse um infinito atual, realizado. Para
ele, ndo existia infinito atual pois o mundo estaria limitado pela
abobada celeste (a esfera de estrelas fixas), mas existia o infinito
por divisdo, o potencial®

Cantor elabora sua teoria dos conjuntos partindo de uma
definicdo de conjunto: “Entendemos por “conjunto” qualquer
colecdo M de objetos m bem definidos e distintos da nossa
percep¢do ou do nosso pensamento (chamaremos m elementos de

M) ,,3.

2 . e~ . . . .
Podemos entender melhor a diferenciacio entre infinito potencial e atual nos seguintes

exemplos: Ao contarmos os nimeros 0, 1, 2, 3,... obteremos desta maneira o infinito potencial,

entretanto, ao considerarmos o conjunto dos niimeros naturais teremos o infinito em ato.

* "By a ‘set’ we understand any collection M of definite well-distinguished objects m of our

perception or our thought (which we call elements of M) into a whole". MOSCHOVAKIS,
Yiannis N. Notes on Set Theory. Springer, 1994.
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Essa definigdo rompe com a restricdo aristotélica sobre a
forma de ser das infinitudes, referindo-se ao conceito de poténcia.
O conceito de poténcia em Cantor generaliza o conceito de
numero, como correspondéncia enumeradora em Aristdteles, onde
a enumerac¢do finita ¢é substituida por uma fungdo biunivoca
abstrata entre conjuntos, finitos ou nao.

Esta definicdo de poténcia para conjuntos revela a Cantor
uma notavel descoberta. Entretanto, as demonstra¢cdes de teoremas
que a utilizam introduzem inconsisténcias na teoria dos conjuntos,
conhecidas como as antinomias (ou paradoxos) de Russell, de
Cantor, de Burali-Forti (1861-1931), dentre outras, como veremos
adiante. Estas descobertas puseram em risco todo o esforco ja
empenhado para estabelecer a solidez dos fundamentos da
matematica moderna e seu avango.

Veremos como reagiram matematicos e filéosofos envolvidos
neste esforco, e as conseqiiéncias de suas reacdes. Contudo,
convém examinar alguns aspectos da teoria de Cantor, para melhor
apreciarmos a importancia do problema do infinito nos

fundamentos da matematica.

1.4.1 As Surpresas de Cantor

O método basico de contagem extremamente antigo, ¢
correlacionar dois conjuntos de objetos, ou seja, estabelecer uma
relagdo biunivuca.

Quando este método ¢ aplicado a conjuntos infinitos acaba
nos trazendo resultados inesperados. Por exemplo, considerando o
conjunto dos numeros naturais, intuitivamente, sabemos que
existem a mesma quantidade de numeros pares e impares. Logo,

podemos estabelecer uma relagdo biunivuca entre eles.

16



1 3 5 7 2n -1

L L (| U

2 4 6 8 2n

Mas, e se agora tivermos segmento de reta 4B e um outro

AC onde AB<AC. Sera que podemos estabelecer uma relagao

biunivuca, como a anterior, entre eles?

A C

>

Intuitivamente, ndo seria possivel

pois ficaria claro que existem mais

pontos em AC do que em AB. Mas é
possivel estabelecer uma relagao

biunivuca entre seus pontos (como mostra figura ao lado) e

portanto 4B possui o mesmo numero de pontos de AC.

Cantor comecga, entdo, usar a correspondéncia biunivuca para
comparar conjuntos infinitos. O conjunto dos numeros racionais,
por exemplo, ¢ um conjunto interessante para ser analisado, pois
possui uma propriedade que os numeros inteiros € naturais nao
possuem. Entre quaisquer dois numeros racionais distintos,

sempre existe um outro racional e portanto uma infinidade deles.

e 1 vocé pode encontrar 7 (média
2 20

| =

Por exemplo, entre
. L 1 1 1 7 R 11
aritmética entre — ¢ —). Entre — e — vocé pode encontrar —
5 2 5 20 40

Lo e 1 7 . - o
(média aritmética entre 3 e 2—0). Podemos tirar a média aritmética

quantas vezes for preciso. Porém, se analisarmos os numeros

17



naturais percebemos que entre 2 e 3 ndo hd um outro numero
natural.

Logo, aparentemente, podemos concluir que existem mais
numeros racionais que numeros naturais e que ndo ¢ possivel
contd-los, ou seja, os nimeros racionais sdo ndo enumeraveis pois
ndo podem ser postos em correspondéncia biunivuca com os
naturais. Entretanto ndo ¢é isso que acontece. Cantor consegue
rearranjar os irracionais de modo a tornar possivel estabelecer
uma correspondéncia biunivuca com o conjunto dos numeros
naturais e descobrindo assim, que eles sdo enumeraveis.

Cantor organiza sua estratégia do seguinte modo:
primeiramente, arruma na primeira linha os numeros racionais de
numerador 1, na segunda linha os nimeros racionais de numerador

. . 4
2 e assim sucessivamente .

1 r 1 1
1 2 3 n
2 2 2 2
1 2 3 n
33 3 3
1 2 3 n
n n n n
1 2 3 n

* Podemos estender a demonstragiio acima para numeros negativos.

18



E verdade que essa representagdo contém numeros
_ 1 2 - ~
equivalentes como, por exemplo, I e 5 Mas essas repetigdes ndo

atrapalham, pois sdo facilmente eliminadas.
Assim, a correspondéncia entre os racionais e o0s naturais

seria feita por meio do esquema:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

- > = - > — e = — — —

1 / 2 3 / 4 5 / 6 7 8 9 10

2 2 4,2 2z 2 2 2 2

1 4 / 5 6 7 8 9 10

2

3 3 3 3 3 3 3 3

1 4 5 6 7 8 9 10
s/ 44 4 4 4 4 4 44

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
4

> 33 3> 3> 3 3 3 35 3 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
6 6 6 6 6 6 6 6 6 6

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

. , 2 3 .
Como vimos, os numeros —, —, —, — equivalentes a
2 4 3 2

numeros ja utilizados ndo atrapalham o processo. Assim, por
exemplo, a correspondéncia biunivuca entre 17 racionais e o0s
primeiros 17 numeros naturais estd representada abaixo. Essa

representacdo, claramente pode se estender indefinidamente
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mostrando a correspondéncia biunivuca entre o0s numeros

racionais e os naturais’.

12 3 4 5 6 71 8 9
¢ ¢ T T T T T 7
23 12 34
12 1 1 3 4 3 2 1

T T T T T T T T

s 1 r 2z 3 4 5 6

1 5 6 5 4 3 2 1
1.4.2 Os Transfinitos

Ja que todos os conjuntos finitos s8o contaveis, podemos dar
a cada um deles um nimero que represente a sua cardinalidade®.

Mas ¢ claro que vamos querer ampliar essa nog¢ao para as
classes infinitas contdveis. Assim, foi criado o primeiro dos
numeros transfinitos para descrever a cardinalidade das classes
infinitas contaveis. A cardinalidade de uma classe
enumeravelmente infinita foi chamada por Cantor de No'.

Dessa forma, comecou-se a achar que todos os conjuntos
infinitos poderiam ser postos em correspondéncia. Porém, ao
trabalhar com os numeros reais (conjunto dos numeros racionais
unido conjunto dos numeros irracionais) ao invés de descobrir
uma prova de que eles poderiam ser postos em correspondéncia

biunivuca com os naturais, Cantor descobriu justamente o oposto,

° Cantor também faz essa correspondéncia entre naturais e racionais, mostrando que os racionais
sio enumeraveis de uma outra maneira como podemos verificar no Teorema 2 do Apéndice.

¢ Cardinalidade do conjunto é o “tamanho” do conjunto, ou seja, o niamero de elementos que ele
possui.

7 No lé-se: alefe-zero. Alefe é a primeira letra do alfabeto hebraico.
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uma prova de que eles ndo poderiam ser postos em
correspondéncia. Assim, uma de suas maiores vitdrias foi
conseguir mostrar que ha classes com uma cardinalidade maior
que Xo, como por exemplo, a classe dos nimeros reais.

A prova ¢ feita por contradicdo, conhecida como método da
diagonal de Cantor.

Agora, faremos uma descricdo de como Cantor estrtura sua
prova: podemos representar os numeros reais em uma reta e
também por decimais que possuam contaveis infinitos digitos.

No método de Cantor, os decimais que possuem digitos
finitos, racionais que ndo sdo dizimas periddicas, siao
representados da seguinte forma: por exemplo 0,333 tornar-se-ia
0,332999... . Dessa forma, s6 existiria uma possivel representacdo
decimal para cada nimero real.

Observe, pelo exemplo abaixo, que esta escrita infinita, ¢
valida.

Seja:

0,3329999... = a

Podemos obter:

(1) 1000 x 0,332999... =1.000a

(2) 10000 x 0,332999... =10.000qa

Efetuando os calculos e em seguida subtraindo (2) de (1):
3.329,999... =10.000a
- 332.999... = 1.000qa

2.997 = 9.000qa

Entdo temos que: a = 0,333

Assim, se a, por definicdo, é igual a 0,3329999... e também
¢ igual a 0,333. Logo, 0,333 =0,3329999....

Logo, teremos 0,999... como o decimal representativo de 1.

Para simplificar a apresentagdo da prova de Cantor
estudaremos apenas o intervalo [0,1]. Esta simplificagcdo pode ser
feita sem problemas, ja que o qualquer intervalo fechado ¢

equivalente aos reais, como mostra a figura
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Nesta figura, vemos que o

numero x que esta fora do

intervalo [0,1] ¢é projetado

dentro deste mesmo intervalo

em x .

Agora, vamos admitir que todos os numeros reais de 0 a

0,999... possuam

naturais.

correspondéncia biunivuca

com O0S numeros

Para exemplificar, considere uma seqiiéncia (escolhida ao

acaso) com 10 decimais.

0,9278457195
0,2668655037
0,0058858362
0,0378452563
0,3034635186
0,3112567381
0,4835002635
0,1158243848
0,4736784747
0,5538415868

Vamos criar um novo decimal modificando o primeiro digito

do primeiro decimal da seqiiéncia, o segundo digito do segundo

decimal dado e assim em diante.

0,8547551737
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Esse o novo nimero criado, ndo esta na lista original porque
¢ diferente do primeiro numero no primeiro digito, do segundo
numero no segundo digito e assim por diante.

Agora, vamos considerar uma representacdo decimal infinita
contavel. Consideremos a lista que contenha todos os reais de 0 a

0,999... .

0:B11B12B13~-~
OaBZIBZZBZ3
03B3IBSZB33

O,BHIBnZBnS

Procederemos da mesma forma. Mudaremos o primeiro digito
do primeiro numero, o segundo digito do segundo nimero, ..., 0 n-
ésimo digito do n-ésimo numero e assim sucessivamente. O
resultado entdo, serda um novo decimal que ndo estd na lista.

Mas a lista devia possuir todos os numeros reais de 0 a
0,999... . Logo, chegamos a uma contradicdo. Entdo, os numeros
reais ndo podem ser postos em uma lista, o que significa em
ultima analise que ndo podem ser postos em correspondéncia
biunivuca com os nUmeros naturais®. Assim, descobrimos dois
tipos de infinitos. Os infinitos enumeraveis, ou contaveis, como o
conjunto dos numeros naturais € 0Ss nado enumeraveis, como o0
conjunto dos nimeros reais.

Cantor chamou a cardinalidade do conjunto dos numeros

reais de continuo (continuo ¢ uma outra maneira de se referir ao

¥ Essa demonstragio formal feita por Cantor pode ser encontrada no Teorema 3 do Apéndice.
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conjunto dos pontos de uma reta) e designou um novo cardinal
transfinito para a classe ndo contavel, ndo enumeravel, dos
numeros reais.

Referindo-se a cardinalidade do continuo reconheceu que ela
se aplica tanto as classes dos numeros reais como a dos pontos em
um segmento linear. Se partimos da nocdo geométrica de um
ponto, em qualquer segmento linear hd um numero infinito de
pontos, ou seja entre quaisquer dois pontos hd uma infinidade de
outros. Formalizando: os pontos sdo densos em todos os lugares
constituindo uma das caracteristicas essenciais do continuo’.

Logo, ambas as classes tanto de numeros reais como de
pontos em um segmento linear sd3o densas e possuem a mesma
cardinalidade, C. Ou seja, é possivel fazer uma correspondéncia
um a um entre os numeros reais ¢ os pontos de um segmento
linear.

Ja que o continuo é o nuimero de pontos de uma reta, se
considerarmos os numeros de pontos do plano. Sera que
encontraremos um outro transfinito?

Novamente, para simplificar a representagdo, vamos
considerar apenas uma parte do plano. Esse argumento pode ser

generalizado para todo o plano.

A

v

Agora, vamos considerar um ponto qualquer do plano

P=(x,y). Para estabelecer uma correspondéncia biunivuca entre o

’ Uma outra caracteristica importante para a continuidade é a do conjunto ser conecto.
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ponto de um plano ¢ o ponto de uma reta precisaremos de uma
estratégia que possa converter um par (x,y) em um unico numero e
vice e versa. Vamos novamente exemplificar, seja x =
0,2568441... e y = 0,5254718... para transforma-lo em um tunico
decimal ¢é s6 escolhermos como primeiro digito, o primeiro digito
do primeiro decimal (x), como segundo digito, o primeiro digito
do segundo decimal (y), como terceiro digito, o segundo digito
do primeiro decimal (x), como quarto digito, o segundo digito do
segundo decimal (y), e assim sucessivamente. O resultado seria
0,25526584474118... . O resultado é um novo decimal entre 0 e
0,999... . Usando essa regra de correspondéncia cada ponto da reta
correspondente a um Unico ponto do plano e vice e versa, o que €
suficiente para estabelecer que os dois conjuntos (reta e plano)
possuem a mesma cardinalidade.

Mais ainda, se considerarmos as coordenadas em trés
dimensdes (x, y, z) o mesmo método pode ser utilizado para
mostrar que o numero de pontos em um segmento de reta é o
mesmo de todo espago (matematico), ou seja, esses infinitos
possuem a mesma cardinalidade.

Até agora, s6 vimos apenas dois tipos de infinito. Mas
Cantor ndo parou por ai, achando infinitos de cardinalidades
diferentes da cardinalidade do infinito enumeravel e da
cardinalidade do continuo. Ele verificou que o conjunto poténcia

2{\0

dos naturais ¢ igual ao continuo, = C. Do mesmo modo o

: A . c :
conjunto poténcia do continuo C, 2~ , faz surgir um novo

transfinito maior do que C. Assim, como 2 gera um transfinito
maior que 2. Existindo dessa maneira uma seqiiéncia infinita de
transfinitos.

Cantor também desenvolveu uma teoria para numerais
ordinais infinitos.

Numeros ordinais sao baseados no conceito de tipos de
ordem. Se dois conjuntos possuem a mesma cardinalidade, entdo

eles podem ser correlacionados um a um. Se a correlagdo pode ser
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feita de um modo em que a ordem de cada conjunto permaneca a
mesma, entdo o0s conjuntos possuem o mesmo tipo de ordem.
Todos os conjuntos finitos que possuam a mesma cardinalidade
possuem o mesmo tipo de ordem.

Como cada conjunto finito de uma dada cardinalidade tem o
mesmo tipo de ordem, o numero total de tipos de ordem dos
conjuntos finitos ¢ Ny que representa a cardinalidade do conjunto
dos numeros naturais.

Cantor mostrou que existem infinitas maneiras de ordenar
um conjunto infinito enumeravel e que esse conjunto infinito tem
cardinalidade diferente de N(, que pode ser chamado de ¥; = C.
Essa teoria de ordinalidade infinita continua gerando N,, N3, etc,
desenvolvendo infinitos cada vez maiores.

A partir dai, Cantor desenvolveu a hipdtese do continuo,
essa hipdtese estabelece que entre o Ny (cardinalidade dos
naturais) e o ¥; (cardinalidade dos reais) ndo existe outro
transfinito, ou seja, ndo ha um conjunto de cardinalidade
intermedidria ao dos numeros naturais e reais. Cantor nunca
conseguiu provar sua hipdtese, o problema s6 foi resolvido em
1963 por Cohen e o resultado foi surpreendente. Na verdade, a
hipotese do continuo ¢ um dos indecidiveis existentes na
matematica'.

Mais tarde, Cantor demonstrou seu teorema cuja idéia
serviu como embrido para que fossem gerados paradoxos na teoria
dos conjuntos.

~ . 11 .
Vamos entdo analisar o teorema de Cantor que diz:

' Essa demonstracdo pode ser vista no Teorema 6 do Apéndice.

' A demonstragio feita por Cantor desse teorema pode ser vista no Teorema 4 do Apéndice.

26



Dado um conjunto 4, o conjunto da partes de um conjunto
P(4) nao pode ser posto em correspondéncia biunivuca com o
conjunto 4.

Vamos entender melhor como Cantor demonstra, por
absurdo, esse teorema.

Seja um conjunto 4 infinito, ja que o resultado ¢é trivial para
conjuntos finitos. Vamos supor que A4 possa ser posto em
correspondéncia biunivuca com P(4).

Entdo, criaremos uma lista tal que para cada elemento de 4

terei um subconjunto a ele associado. Deste modo:

Elementos de 4 Conjunto das Partes de 4
a {...}a
b {.. )b
c {...}c

Sabemos que entre os subconjuntos de A4 estd o conjunto
vazio e o proprio conjunto 4.

De posse dessa lista teremos duas e somente duas
possibilidades'.

Ou o elemento de A4, a, pertence ao conjunto das partes de 4
{...}a que esta sendo correspondido ou ndao pertence.

Sabemos que estas duas situacgdes irdo ocorrer pelo menos
uma vez. Isto acontecera porque o elemento que estd sendo
correspondido ao conjunto vazio, com certeza nao pertence a ele ¢
o elemento que esta sendo correspondido com o préprio conjunto

A com certeza pertence a ecle.

12 s . s e . epeye s e . . re . ,
Pela légica classica, uma terceira possibilidade é impedida pelo principio do terceiro excluido e
da néo contradicio.

27



Agora, chamaremos de B o conjunto que possui como
elementos, aqueles que ndo pertencem ao conjunto que se
relacionam na lista acima. Logo, B estd contido em A. Também
podemos afirmar que B ¢ um subconjunto préprio e possui pelo
menos um elemento. Assim B pertence ao conjunto P(4).

Como B ¢ uma das partes de 4, entdo, B estd na lista feita
anteriormente. Logo, existe um elemento b que estd em
correspondéncia com B.

Entdo, serd que b pertence a B?

Se b pertence a B, entdo, b ndo pertence a B pois B ¢ o
conjunto de todos os elementos que ndo pertencem a B.

E se b ndao pertence a B, b pertence a B. Mas b ndo pode
pertencer e ndo pertencer a B ao mesmo tempo pois viola o
principio da ndo contradigdo.

Assim, como chegamos a um absurdo podemos concluir que
o conjunto das partes de 4 ndo pode ser posto em correspondéncia
biunivuca com o conjunto 4.

Partindo dessa idéia foi mostrado que a teoria cantoniana de
ordinalidade continha um paradoxo conhecido como paradoxo de
Burali- Forti. Cantor encontrou um outro paradoxo bem similar ao
paradoxo de Burali-Forti, conhecido como paradoxo de Cantor.

Em 1897, o matematico italiano Burali-Forti foi o primeiro a
publicar um paradoxo' da teoria dos conjuntos. A esséncia deste
paradoxo pode ser encontrada, por uma descricdo ndo técnica de
um paradoxo muito similar descoberto por Cantor dois anos
depois. Em sua teoria dos conjuntos, Cantor teve sucesso ao
provar que dado qualquer transfinito sempre existe um transfinito
maior, ou seja, que o conjunto dos numeros transfinitos ¢ infinito.

Agora, vamos considerar o conjunto no qual os membros sdo
todos os conjuntos possiveis. Assim como em todo conjunto
infinito, Cantor associa um transfinito a sua cardinalidade.

Certamente, ndo ha conjunto que possua mais elementos que o

'3 Este paradoxo esta enunciado na secfio 2.2.7.
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conjunto de todos os conjuntos. Logo, esse seria o maior
transfinito possivel o que geraria um absurdo. Pois como ja
vimos, Cantor mostrou que dado qualquer transfinito sempre
existe um transfinito maior.

Como podemos perceber, os paradoxos de Burali-Forti e
Cantor envolviam resultados da teoria dos conjuntos. Entretanto,
Bertrand Russell descobriu em 1902 um paradoxo que nao
dependia de nada mais que o proprio conceito de conjunto. Antes
de descrever o paradoxo de Russell, precisamos ter bem claro que
conjuntos podem ser membros de si mesmo ou ndo. Vejamos
alguns exemplos: o conjunto de todas as idéias abstratas ¢ uma
idéia abstrata, porém o conjunto de todos os homens ndo ¢ um
homem. Assim como, o conjunto de todos os conjuntos ¢ um
conjunto e o conjunto de todas as estrelas ndo ¢ uma estrela.

Dai surge entdo a questdo de Russell: Vamos representar o
conjunto de todos os conjuntos que sdo membros de si mesmo por
M, e o conjunto de todos os conjuntos que ndo sdo membros de si
mesmo de N. Agora, fica a pergunta: N ¢ ou ndo membro de si
mesmo? Se N for membro de si mesmo, entdo N é membro de M e
ndo ¢ de N, logo N ndo ¢ membro de si mesmo. Por outro lado, se
N ndo é membro de si mesmo, entdo N é¢ membro de N e ndo é de
M, concluindo N é membro de si mesmo. Como vemos, nos dois
casos existem antinomias.

Varias tentativas foram feitas para tentar elucidar os
paradoxos da teoria dos conjuntos. A descoberta de problemas na
logica e paradoxos na teoria irrestrita dos conjuntos trouxe a tona
as investigacdes sobre os fundamentos da logica.

Sdo muito intrigantes as sugestdes sobre qual caminho
seguir para fugir das dificuldades dos paradoxos. Elas trazem a
possibilidade do wuso do terceiro valor loégico. Assim, por
exemplo, no paradoxo de Russell onde temos “N ¢ um membro de

si mesmo” essa afirma¢do poderia ser verdadeira e/ou falsa. A
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existéncia de uma terceira possibilidade poderia ajudar a salvar a

situacdo, mas ndo sabemos a que preco.

1.5 A Crise e os Gregos

Como vimos, os fundamentos matemdaticos sempre trazem
questdes e inquietagdes em diversas épocas. Para que possamos
entender melhor essas crises descritas acima ¢ necessario
partirmos de onde surgem.

Os problemas do infinito desafiaram a mente humana e
ativaram sua imagina¢cdo como nenhum outro na histéria do
pensamento.

J4 no primeiro encontro com o infinito, além do surgimento
do irracional, a matematica e a filosofia foram conduzidas a
paradoxos. Os paradoxos com infinito comecaram a surgir na
antigiiidade com Zendo de Eléia.

Resumidamente, o paradoxo de Zendo diz que em uma
corrida entre Aquiles e a tartaruga, onde esta sairia na frente,
Aquiles nunca conseguiria alcang¢éa-la, pois apesar da tartaruga ser
mais lenta, ela ja havia partido na frente. Entdo, quando Aquiles
chegasse a cada ponto da corrida a tartaruga que ja estivera ali, ja
haveria partido. Ou seja, seria impossivel Aquiles ultrapassar a
tartaruga. Equivalentemente, se pensarmos numa flecha que
percorre uma distdncia para atingir um alvo, notaremos que ¢
impossivel cobrir a distidncia dada, pois a primeira metade da
distancia deve ser atravessada, depois a metade da distdncia
restante, depois a metade da que falta e assim por diante. Sempre

ficara faltando uma distdncia a ser percorrida.

Ju—
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Logo, seguindo esse raciocinio, podemos concluir, assim
como Zendo concluiu, baseado nestes dois paradoxos que o
movimento é impossivel.

Os gregos foram, pelo testemunho literdario, ndo sé pioneiros
em tratar processos convergentes ilimitados por meios
matematicos, como visto na dicotomia descrita por Zendo de
Eléia, mas também no emprego de demonstragdes para suas
proposi¢cdes matematicas, comecando assim, o processo de
desenvolvimento da logica iniciada por Aristdteles, que seria um
meio pela qual a matemdtica poderia se libertar das figuras
geométrica e das limitagdes dos numeros, e permitir o

desenvolvimento da capacidade abstrata da razdo humana.
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Capitulo 2 As Escolas do Pensamento

A Idéia

Augusto dos Anjos

De onde ela vem?! De que matéria bruta
Vem essa luz que sobre as nebulosas
Cai de incognitas criptas misteriosas
Como as estalactites duma gruta?!

Vem da psicogenética e alta luta

Do feixe de moléculas nervosas,

Que, em desintegracdoes maravilhosas,

Delibera, e depois, quer e executa!

Vem do encéfalo absconso que a constringe,
Chega em seguida as cordas do laringe,

Tisica, ténue, minima, raquitica ...

Quebra a forca centripeta que a amarra,
Mas, de repente, e quase morta, esbarra

No mulambo da lingua paralitica.
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Atualmente, existem trés filosofias, ou escolas do
pensamento, preocupadas com os fundamentos matematicos
chamadas de escolas logicista, intuicionista e formalista.

Das trés principais filosofias matematicas, cada uma possui
um corpo de literatura associado altamente desenvolvido. Em
relacdo a isso temos Russell e Whitehead (1861-1947) os
principais expositores da escola logicista, a escola intuicionista
liderada por Brouwer e a escola formalista desenvolvida
principalmente por Hilbert.

Possivelmente existem outras filosofias matemaéaticas além
dessas trés. Filosofias independentes e filosofias que sao
constituidas por partes dessas trés principais, porém nenhuma

delas com relevéancia suficiente para serem destacadas.

2.1 A Escola Intuicionista

A tese intuicionista diz que a matematica ¢é constituida
somente por métodos finitos construidos intuitivamente por
seqiiéncias de numeros naturais.

A partir dessa base intuicionista de seqiiéncia de numeros
naturais, qualquer objetivo matemdatico deve ser construido
puramente de maneira construtiva, utilizando um numero finito de
passos ou de operagdes.

A escola intuicionista foi originada por volta de 1908 com o
matematico holandés L. E. J. Brouwer (1881-1966), apesar de
alguns considerarem que as idéias intuitivas surgiram antes com
Kronecker (1823-1891) em 1880 ¢ Poincaré (1854—-1912) por volta
de 1902.

Com o passar do tempo, a escola teve seguidores de renome
e exerceu uma enorme influéncia em todo pensamento sobre os
fundamentos matematicos.

Algumas das conseqiiéncias da tese intuicionista sdo um

pouco revolucionarias. Para os intuicionistas, algo cuja existéncia
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deve ser provada precisa ser construtivel em um numero finito de
passos, ndo ¢ suficiente mostrar que a ndo-existéncia de algo
induz a uma contradi¢do. Isto significa que muitas provas de
existéncia encontradas atualmente na matemadatica, ndo sdo aceitas
pelos intuicionistas.

Um importante exemplo da insisténcia intuicionista na
construgdo de procedimentos estd na teoria dos conjuntos. Para os
intuicionistas, um conjunto ndo pode ser visto como uma coleg¢do
ja pronta, precisa ser considerado como uma lei no qual os
elementos do conjunto podem ser construidos passo a passo. Esse
conceito de conjunto ndo permite a possibilidade da existéncia de
um conjunto contraditério como o conjunto de todos os conjuntos.

Para os intuicionistas, a lei do terceiro excluido pode ser
utilizada em conjuntos finitos, porém, ndo pode ser utilizada em
conjuntos infinitos, pois os resultados levam a antagonismos.
Brouwer argumenta que a logica, hoje denominada classica e tida
como originada em Aristoteles, foi na verdade abstraida da
matematica dos conjuntos finitos, que ¢ anterior a Aristdteles. Os
matematicos, entdo, tendo esquecido a verdadeira origem da
logica, estariam aplicando-a @ matematica dos conjuntos infinitos.

Na logica classica, a lei do terceiro excluido nos diz que
uma afirmacdo P num sistema logico formal ¢ verdadeira ou
falsa'’, ndo podendo ser nem falsa nem verdadeira. Para evitar que
uma proposi¢do seja paradoxal, isto ¢, falsa ¢ verdadeira, temos o
principio da ndo contradi¢do que proibe a convivéncia do falso
com o verdadeiro. Os intuicionistas negam a lei do terceiro
excluido e sustentam que uma proposi¢do s6 pode ser considerada

verdadeira ou falsa quando h4d algum método de apurar isso.

* 0 “ou” logico, como sabemos, é equivalente ao e/ou da linguagem falada, o que este principio
proibe é uma terceira opcio.
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Em 1980, A. Heyting (1898-1990) foi bem sucedido no
desenvolvimento do simbolismo légico intuitivo. Logo em
seguida, matemdticos intuicionistas produziram sua propria
logica. No programa intuicionista, a légica matemadatica ¢ quase
sempre irrelevante e ¢ meramente usado em expressdo ou
comunicacao.

Para Brouwer, os paradoxos originam-se da introducdo de
objetos ideais na matematica. Se toda mateméatica puder ser
reconstruida nos moldes intuicionistas, teriamos uma resoluc¢édo
para a questdo dos paradoxos (além da que iremos estudar mais
adiante proposta por Godel). Os intuicionistas foram bem
sucedidos em reconstruir uma boa parte da matematica atual como
a teoria dos conjuntos, porém ainda resta uma grande parte.

A matematica intuicionista foi posta de lado por ser
considerada menos poderosa que a matemdtica cldssica. Essa
situacdo, porém, poderd se modificar no futuro, pois ainda existe
possibilidade da reconstrucdo intuicionista da matematica classica

ser uma alternativa diferente ¢ bem sucedida.

2.2 A Escola Logicista

A tese logicista diz que a matemdatica ¢ um ramo da logica.
Muito mais que apenas uma ferramenta da matemadtica, a ldgica
seria sua progenitora. Todos os conceitos matematicos sao
formulados em termos de conceitos ldgicos, e todos os teoremas
da matematica sdo desenvolvidos como teoremas da ldgica.

A atual reducdo dos conceitos matemdtica para conceitos
logicos foi elaborada por Gottlob Frege. Também, a afirmag¢do de
teoremas matematicos, significando um simbolismo ld6gico foi
empregada por Giuseppe Peano. Esses homens foram precursores
da escola légica que ganhou notoriedade apds a publicacdo do

Principia Mathematica de Whitehead e Russell.
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Para a tese logicista, a distingdo entre a ldgica e a
matematica ¢ meramente uma conveniéncia pratica. Seu objetivo ¢
encontrar leis ldégicas gerais e delas deduzir resultados
consistentes € que possam ser intuitivamente confirmaveis.

A partir de agora faremos uma abordagem ao

desenvolvimento da l6gica iniciando com Aristoteles.

2.2.1 Logica Classica

A logica é uma parte da filosofia que tem por objetivo
determinar quais as operacdes intelectuais sdo validas. Por se
tratar de um mero instrumento a servigo das ciéncias, a ldgica
preocupa-se fundamentalmente com o aspecto formal de um
raciocinio ou de um argumento. Portanto a logica esta, a
principio, bem mais interessada na forma do pensamento e ndo no
conteudo.

Aristdteles contribuiu enormemente com a sistematizacao
da l6gica dedutiva. Apesar de ndo ter chegado a utilizar a palavra
logica, foi ele quem se dedicou, mais do que os filosofos
anteriores, a analise do pensamento em suas partes integrantes, e
as leis que pudessem validar os resultados das reflexdes
filoséficas. E provavelmente no sentido de razdo certa que surge
a necessidade aristotélica de um critério para o procedimento
correto no pensar. Aristoteles nos diz que a analitica é a ciéncia
da demonstracdo, o saber demonstrativo, e tem por objeto a
proposi¢do, seus termos (sujeito e predicado), e as conexdes entre
proposi¢des: o silogismo.

Cabe destacar que Aristoteles ndo a considerava uma
ciéncia, mas apenas um instrumento (6rganon) para as ciéncias.
Ou seja, a logica seria um instrumento para o conhecer, melhor
dizendo, um conjunto de procedimentos para ser empregado no
raciocinio, e que obedece as leis universais e necessarias do

pensamento, garantindo pensar corretamente, sem ocupar-se do
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conteudo pensado, mas exclusivamente da forma do pensamento
tal como este se expressa lingiiisticamente. Portanto, podemos
estabelecer que a logica se caracteriza por ser:

. Instrumental, uma vez que se limita a ser um instrumento para as
ciéncias e para o pensar correto, sendo um discurso que mede a
validade dos discursos cientificos.

Normativa, ja que se pretende um conjunto de procedimentos
para o pensar corretamente, ou seja, estabelece regras do
pensamento.

Formal, uma vez que ndo se interessa pelos objetos, isto ¢,
conteudos do pensamento, mas apenas pela forma pura e geral dos
pensamentos, sendo um discurso sobre o discurso, um discurso
sobre aquilo que se diz sobre as coisas.

. Geral, dado que as formas do pensamento, bem como suas leis e
principios independem do espago e do tempo, ou seja pretendem-
se imutaveis, universais e necessarias .

A logica nos leva a idéia de forma dos enunciados e de como
eles podem conduzir validamente a outros enunciados, gerando a
cadeia de enunciados conhecida como argumento. Dessa maneira,
Aristoteles estabelece algumas delimitagdes bdsicas acerca da
estrutura das argumentacdes e seus elementos constituintes.

O termo ¢ a unidade referencial da logica, no sentido de que
designa um objeto ou uma classe de objetos. Todo termo implica
numa compreensdo € numa extensao.

. Compreensao ¢ o conjunto de elementos que estdo implicados no
conceito do objeto em questdo, ou seja, ¢ o conjunto de elementos
que compde o significado do termo.

Extensdao ¢ o conjunto de objetos a que o conceito pode ser
aplicado, ou seja, ¢ o conjunto de objetos a que o termo se refere.

Ja a proposi¢gdao ¢ a unidade elementar de um argumento
qualquer e consiste ligacao entre dois termos. Usualmente, em
légica basica, restringe-se o estudo da proposicdo a sua forma

declarativa, isto é, aquela cuja estrutura geral pode ser indicada
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por S é P, ou seja, um termo qualquer que, logicamente falando,

O~

o sujeito da frase, estd ligado a um outro termo no qual
afirmado ou negado com relagdo ao primeiro e, logicamente,
comporta-se como predicado. Neste sentido, proposigdes
declarativas sdo aquelas em que se afirma ou se nega alguma
coisa.
As proposi¢des podem ser classificadas quanto ao conteudo
sendo:
Analiticas: quando o predicado ja estd contido no conceito do
sujeito.
. Sintéticas: quando o predicado ndo estd de nenhum modo contido
no conceito do sujeito. Neste sentido, todas as proposi¢des que

afirmamos com base em experiéncias sdo sintéticas.

foSR]

As proposi¢des também podem ser classificadas quanto
extensao:

. Singulares sdo aquelas cujo sujeito ¢ um termo singular.
Particulares sdo aquelas cujo sujeito ¢ um termo que sO esta

aplicado a uma parte dos objetos a que ele pode ser aplicado.

. Universais sdo aquelas cujo sujeito ¢ um termo tomado em toda a

sua extensdo, universalmente.

A proposicdo categdrica ¢ simplesmente aquela em que se
afirma ou se nega alguma coisa. Se combinarmos sua extensdo
com sua qualidade temos quatro tipos fundamentais de
proposi¢cdes categoricas:

. Universal Afirmativa: afirma-se algo universal ou do sujeito que
¢ universal.

. Universal Negativa: nega-se algo universalmente do sujeito.

. Particular Afirmativa: afirma-se algo de parte do sujeito.

. Particular Negativa: nega-se algo de parte do sujeito.

O argumento ¢ a forma ldégica em que, de duas ou mais
relagcdes conhecidas, conclui-se uma outra relagdo que destas

decorre logicamente. A argumentacdo pode ser feita de forma:
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Dedutiva: ¢é aquela a cuja conclusdo se deve chegar
necessariamente, a partir das premissas dadas. A matematica
utiliza procedimentos dedutivos, a demonstragdo matemadatica nada
mais ¢ do que indicar como se chega a conclusdo a partir da
verdade das proposi¢des anteriores. Isto revela que a deducgdo ¢ o
processo logico por exceléncia, aquele em que ndo recorremos de
nenhum modo a experiéncia ou a experimentacdo, mas apenas as
condi¢cdes de inteligibilidade do argumento e as regras formais
(ndo-empiricas) que podem determinar sua validade.

. Indutiva: ¢ aquela a cuja conclusdo se chega por enumeracao dos
casos singulares, a partir da experiéncia, e cujo carater ndao ¢ de
necessidade mas sim de possibilidade. O tUnico caso em que a
inducdo pode ndo errar ¢ quando ela pode considerar todos os
casos singulares envolvidos na afirmacgao.

. Analégica: ¢ aquela forma de inducdo que, ao invés de conduzir
a uma conclusdo universal, conduz a uma conclusdo particular ou
singular e cuja base de certeza ¢ a mera semelhanga entre os casos
singulares envolvidos na afirmacéo.

O silogismo regular ¢ um argumento tipico dedutivo
composto de trés proposi¢ées: premissa maior, premissa menor ¢
conclusdo, onde trés termos, maior, médio e menor, Sao
comparados dois a dois.

A premissa maior ¢ sempre aquela em que estd o termo
maior, a premissa menor ¢ sempre aquela em que esta o termo
menor. Os termos, maior, médio e¢ menor, sdo classificados de
acordo com sua extensdo e sua disposi¢do silogistica. O termo
médio nunca aparece na conclusdo, uma vez que ele foi usado
apenas como termo de comparagdo. O termo menor é sempre o
sujeito da conclusdao, enquanto o termo maior ¢é sempre o
predicado da conclusdo. Pelo principio da compreensdao temos que
duas coisas idénticas a uma terceira sdo idénticas entre si. E pelo

principio da extensao temos que tudo o que se afirma ou nega
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universalmente de um sujeito ¢ afirmado ou negado
universalmente acerca de tudo o que estd contido neste sujeito.
Além dessas caracteristicas o silogismo possui trés regras:
. O silogismo deve ter trés e somente trés termos. Nao se pode dar
ao termo médio duas extensdes diferentes (e, portanto, duas
compreensdes diferentes também). Nao se pode usar o termo
médio duas vezes numa extensdo particular (o que conduz a mais
de uma compreensdo deste termo). Ndao se pode dar aos termos
maior ou menor uma extensdo maior na conclusdo do que ecles
possuem nas premissas em que aparecem.
. Nao se pode concluir nada de duas premissas negativas.
. Ndo se pode concluir nada de duas premissas particulares.
Os principios basicos da légica:

Principio da identidade: A = A. Uma proposicdo sO0 pode ser
conhecida e pensada se for percebida e conservada com sua
identidade. Principio da identidade ¢ a condigao para que
definamos as coisas e possamos conhecé-las a partir de suas
definicdes.

Principio da nao contradi¢do: Uma proposi¢do ndo pode ser,
simultaneamente, verdadeira e falsa.

Principio do terceiro excluido: Uma proposi¢cdo sé6 pode tomar
um dos dois valores possiveis (ou é verdadeira ou ¢ falsa) ndo
sendo possivel terceira hipotese.

Para operacionalizar a logica utilizamos uma simbologia
universalmente reconhecida:

Conectivos enunciativos: S3o os sinais que se referem as
associacdes e relagdes logicas que podemos estabelecer entre
enunciados simples. Sdo eles:

. Negador (Nao) ~. Na negag¢ao: ~ P, lé-se: ndo P.
. Disjuntor (O) v. Na disjun¢do: P v M, 1é-se: P ou M. Na regra
da disjunc@o ndo tomamos o ou no sentido exclusivo.

. Conjuntor (E) A. Na conjuncdo: P A M, 1é-se: P e M.
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Condicional ou implicador (Se... entdo... ou implica) =. Na

implicagdo: P = M, 1é-se: P implica M ou Se P entdo M.

o

Bicondicional ou biimplicador (Se e somente se... ou
equivalente a...) <. Na biimplicagdo: P < M, 1é-se: P se e
somente se M ou P ¢ equivalente a M.

. Signo de conclusao (Logo...)
. Signos de pareag¢do (isolamento em par de enunciados) Chaves: {

, Colchetes: [, Parénteses: (.

2.2.2 Leibniz (1646-1716)

O objetivo de Leibniz foi criar uma doutrina compativel com
os postulados de todas as correntes filos6ficas, desde os modernos
como Francis Bacon e René Descartes até os aristotélicos e
escolasticos. Para isso, formula novas idéias sendo um dos
principais topicos de sua filosofia a doutrina das mdénadas que diz
que o universo ¢ constituido de unidades espirituais e materiais
indivisiveis e incomunicaveis entre si.

A partir do conceito de modnada Leibniz sustenta que o
pensamento ¢ uma combina¢do de palavras, se forem montadas
todas as possiveis combinagdes de todas as palavras se chegard ao
conhecimento de todas as 1idéias, verdades e descobertas
possiveis.

Leibniz considera que certas formas de pensamento sao
basicas, pois de suas combinacgdes resultam todas as idéias. Desta
concepcdo Leibniz procurou desenvolver wuma [inguagem
caracteristica universal. Na tentativa de criar um sistema
simbolico formal, uma algebra ou calculo do pensamento atribuiu
simbolos aos conceitos mais basicos, que poderiam ser
compreendidos por todos, independentemente de qualquer lingua
falada. A totalidade desses simbolos teria uso universal como uma
lingua ideal mna qual os conceitos seriam perfeitamente

representados. A combina¢do dos simbolos seria feita segundo
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regras logicas para o seu emprego, as controvérsias seriam

acertadas por meio de calculos.

2.2.3 George Boole (1815-1864)

A loégica proposicional iniciada por George Boole teve como
objetivo modelar o raciocinio humano. Partindo de frases
declarativas (proposi¢des), que podem ser verdadeiras ou falsas,
estuda-se o processo de construgdo e a veracidade de outras
proposi¢des usando conectivas como ou (v), e (A), ndo (~),
se...entdo....

Em 1854, George Boole publicou An investigation into the
Laws of Thought onde definiu as teorias matemadaticas da logica e
da probabilidade estabelecendo ao mesmo tempo a logica formal e
uma nova algebra. Boole encarou a léogica de um modo novo e o
resultado foi uma 4lgebra mais simples. Ele fez uma analogia
entre os simbolos algébricos e os que representavam a logica,
sistematizando a légica proposicional como algebra. E isso deu
inicio a dlgebra da logica conhecida como algebra booleana.

Na logica proposicional associa-se a cada proposi¢gdo um
valor ldégico: ou verdade (1) ou falso (0). Cada proposi¢do ¢
representada por uma variavel proposicional 4, B,... .

Assim, dados os operadores A, v e — e as variaveis
proposicionais A, B,..., uma expressdo da ldgica proposicional E,

F,... é¢ definida indutivamente por:

1. Uma varidvel ¢ uma expressado ldgica;

2. Os valores l6gicos 0 ou 1 sdo expressdes logicas;

3. Se E ¢ F sao expressdes logicas a sua conjungao (e) ¢ uma

expressao logica, £ A F;
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4. Se F ¢ F sao expressdes logicas a sua disjun¢do (ou) é uma

expressdo logica, Ev F,

5. Se E ¢ uma expressdao logica a sua negacdo (ndo) € uma

expressio logica, £ ou —E;

2.2.4 Gottlob Frege (1848-1925)

Gottlob Frege nasceu em 8 de novembro de 1848 em Wismar,
Merklenberg Schwerin (atualmente Alemanha). Estudou na
Universidade de Jena e na Universidade de Gottingen, dedicando-
se a matemadatica, a fisica e a quimica. Foi professor da
Universidade de Jena no departamento de matemadatica durante toda
sua vida profissional. Inicialmente ensinava todos os ramos da
matematica mas as suas publicagdes eram fundamentalmente no
campo da légica.

Assim como Leibniz, Frege pensava que uma das
caracteristicas especificas da matemdatica era a possibilidade de
constru¢do de calculos que podiam ser interpretados sem
referéncia a nimeros ou a quantidades.

Frege passa entdo, a tentar concretizar as idéias de Leibniz
da construcdo de uma linguagem universal e de um calculo
racional e para isso, a querer mostrar que a aritmética era idéntica
a logica. Neste aspecto, diferencia-se de Boole que pretendia
mostrar que a logica era um ramo da matemdtica. Frege comenta a
diferenca da sua teoria para a de Boole: “Minha intencdo nédo foi
representar uma ldégica abstrata em foérmulas, mas expressar
objetos através de simbolos escritos de um modo mais preciso ¢
claro do que possa ser feito através de palavras. De fato, o que
desejo criar ndao é simplesmente um mero calculus ratiocinator

. : . 5
mas uma /ingua characterica no sentido de Leibniz.”

'* HEIJENOORT, Van. From Frege to Godel: A Source Book in Mathematical Logic, 1879 —
1931. New York: San Jose New York Lincoln Shanghai, 2000.p.2
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Frege entdo passa a querer organizar, de modo a tornar
claras, as contribui¢coes dadas por Leibniz ¢ Boole e a impor um
rigor formal para que “em uma demonstracdo houvesse uma
explicitacdo de seu inicio e que o processo de dedugdao fosse
reduzido a um pequeno padrdao de regras a fim de que ndo
houvesse perigo de, inconscientemente, introduzirmos nas
demonstracgodes aquilo que, precisamente, desejavamos
demonstrar”'®. Para isso, desenvolveu uma ideografia que chamou
de Begriffsschrift. O principal objetivo desta obra ¢ a construcgdo
de uma linguagem formalizada do pensamento puro, isto é, um
sistema de notacdo mais regular do que a linguagem do cotidiano
e melhor adaptado para garantir a exatiddo na deducdo. O modelo
da obra de Frege ¢ fornecido pela aritmética. As contribui¢cdes de
sua obra sdo: as fung¢des de verdade do calculo proposicional, a
analise da proposi¢dao em fun¢do e argumento ao invés de sujeito e
predicado'’, teoria da quantificagdo, um sistema légico no qual
derivacoes sdao feitas exclusivamente de acordo com a forma da
expressdo e uma defini¢cdo logica de seqiiéncia matematica na luta
pela reconstrugdo ldogica da aritmética.

Ao confrontar a ambigiiidade da linguagem usual com a
inadequacdao dos sistemas logicos existentes, Frege acaba
recriando a logica, e fundamenta uma légica matemdatica moderna
ao inventar notagdes simbodlicas tais como quantificadores e
varidveis.

Abaixo seguem as defini¢gdes dos simbolos, segundo Frege:

1) Frege distingue os sinais de duas formas:
A primeira consiste nas letras que representam tanto
numeros indeterminados como fung¢des indeterminadas, como no

exemplo apresentado por ele:

' KNEALE, W., KNEALE, M. O Desenvolvimento da Légica. Lisboa: 2* edi¢io, 1980. p.452
'7 Frege observa que seria uma violéncia impor a distin¢fio entre sujeito e predicado as sentencas

matematicas, substituindo-a pela distincdo entre funciio e argumento. Essa distin¢io trazida da
matematica foi adaptada as necessidades légicas.
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(a + b)c = ac + ab
O segundo tipo consiste nos sinais tais como +, -, ¥, 0, 1 e 2

que possuem um determinado significado.

2) Frege define, entdo, julgamento. Um julgamento seria sempre

expresso pelo simbolo

}_

Desta forma, o simbolo

—

destina-se a exprimir que 4 esta sendo julgado.

Para mostrar um contetido expresso pelo simbolo esta sob
consideracdo sem que o autor afirme ou negue, Frege utiliza o

trago-conteudo.

3) O simbolo utilizado para designar condigdo era

g

Desta forma, por exemplo, o simbolo abaixo significa que I

nao deve ser negado enquanto A ¢ afirmado.

)
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4) A negac¢do de uma sentenga seria feita através do simbolo:

FT_

Entdo o simbolo abaixo exprime: Nao ¢ verdade que I'.

PT_F

5) Frege também define através do simbolo

identidade de conteudo.

Se tivermos, entdo, o simbolo

—

temos que I' e A tém o mesmo conteudo, de tal maneira que tanto
I' pode ser sempre substituido por A como, A pode ser sempre

substituido por T.

6) Para fung¢des e argumentos Frege utiliza a seguinte

terminologia
(1)

que exprime uma func¢ido indeterminada cujo argumento ¢ I;

}—CD(F)
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Significa que I' tem a propriedade @ ;
Y (T, A)

E uma fun¢do de dois argumentos, I' ¢ A nesta ordem;

}_‘P(F,A)

I' estd na relacdo ¥ com A; A ¢é o resultado da aplicagdo do

procedimento ¥ no objeto I';

7) Generalidade: Quantificador Universal

r @(T)

Este simbolo significa que a fun¢cdo é um fato seja qual for a
interpretagdo que dermos ao argumento. Tudo ¢ O;

A partir dai, nesta mesma obra, além de ter explicado a sua
notacdo, Frege também estabelece algumas teses logicas, e
principios logicos que ele chama de representagdo e derivacdo de

alguns julgamentos do pensamento puro, tais como:

=

Significa que no caso de a ser negado enquanto b ¢
afirmado, devemos excluir a possibilidade de a ser afirmado. Ja

que a ndo pode ser afirmado ¢ negado ao mesmo tempo.

—
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Significa que a negacdo da negacdo de a (dupla negacdo)

implica na afirmacdo de a.

A afirmacdo de a nega a negacdo de a.

=
fl©)
(c=d)

No caso de ¢ e d possuirem o mesmo contetido, enquanto f(c)
¢ afirmada f(d) ndo pode ser negada. Essa proposi¢do significa

que se ¢ =d sempre poderemos substituir ¢ por d e vice e versa.

—c=c

Significa que o conteudo de ¢ é idéntico ao conteudo de c.

Frege cria simbolos loégicos e embora haja apenas trés
simbolos basicos relevantes, os simbolos de condi¢do, negacdo e o
quantificador wuniversal podem ser combinados de inUmeras
maneiras. Assim, nao ha limites para a complexidade das
afirma¢des que podem ser expressas. Frege, desta maneira,
oferece um esquema mais simples do que qualquer outro
apresentado ¢ ao mesmo tempo aparentemente inesgotavel.

Contudo, a Begriffschrift nao teve grande aceitagdo pelos
matematicos e nem pelos filé6sofos. Mesmo ndo contando com uma
boa aceitacdo de sua primeira obra, em 1884, Frege apresentou um
novo livro: Die Grundlagen der Arithmetik. Nesta obra, Frege
além de expor informalmente as suas opinides e criticas a teorias
sobre a aritmética, apresenta a sua propria teoria. Nela, analisa

0s conceitos basicos da matematica de tal maneira que a reducgio
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da aritmética a operagdes de carater essencialmente ldgico se
torna possivel, o que demonstra sua esperanca em publicar uma
demonstracdo rigorosa da identidade entre a aritmética e a logica.

Em 1893, Frege lan¢a o primeiro volume da sua obra
fundamental Die Grundgesetze der Arithmetik. Nesta obra, Frege
estabeleceu axiomas e reinterpretou simbolos que tinha

introduzido no Begriffschrift, conservando-os'®.

2.2.5 Giuseppe Peano (1858-1932)

Em 1889, Giuseppe Peano em seu The principles of
Arithmetic faz a primeira tentativa de uma axiomatizag¢do da
matematica em uma linguagem simbolica. Peano ja havia usado a
logica de Boole e de Schroder (1841-1902) em investigacdes
matematicas e introduziu nelas um numero de inovagdes que
marcaram um avango no trabalho.

Peano denota por simbolos todas as idéias que ocorrem nos
principios da aritmética, assim, toda proposicdo ¢ dada somente
através do significado desses simbolos. Os simbolos pertencem
tanto a propriedades l6gicas, como a aritméticas.

Na primeira parte do trabalho, o uso desses simbolos, assim
como o de suas propriedades, sdo expostos na linguagem usual. Ja
os simbolos aritméticos vao sendo explicados conforme vao
aparecendo.

Com essa notag¢do, toda proposi¢do assume a forma e a
precisdo que as equacgdes tém na algebra. De uma proposicao
derivam-se outras por procedimentos similares aos usados para
resolver equacdes.

As proposicoes que sdo derivadas de outras sdo chamadas de
teoremas e as que nao sao dedutiveis sdo chamadas de axiomas.

Apdés a matemadatica pura ter sido reduzida a teoria dos

numeros naturais, Peano mostra que toda teoria dos numeros

'8 Exceto o da identidade que substituiu pelo sinal usual de igualdade.
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naturais pode ser derivada de trés idéias primitivas (zero, numero,
sucessor) e cinco proposi¢cdes primitivas (axiomas), além das da
logica. Se essas idéias e proposicdes pudessem ser definidas e
provadas em termos de outras, toda matematica poderia, assim, ser
provada.

Apds introduzir nocdes e formulas logicas, pretendia
reescrever a aritmética em notacdo simbolica. Entretanto, foi
adiante, pois seu livro trata também das fragGes, numeros reais,
noc¢do de limite ¢ definigdes da teoria conjunto de pontos.

Em principio, s3o nove os axiomas. Eles expressam
proposi¢des fundamentais de simbolos que ndo possuem definigao.
Hoje, n6s considerariamos que os axiomas 2, 3, 4, e 5, que tratam
da identidade, pertencem a logica subjacente. Os cinco demais
axiomas se tornaram conhecidos universalmente como os axiomas
de Peano. O ultimo ¢ a traducdo do principio da indugdo
matematica. Contudo, Peano reconhece que seus axiomas vém da
teoria de Dedekind.

Abaixo seguem os cinco axiomas de Peano:

. Zero € um namero.

.Se a ¢ um niumero, o sucessor de a € um numero.

. Zero ndao é o sucessor de um numero.

Dois numeros cujos sucessores sdao iguais sdo eles proprios

iguais.

. Se um conjunto S de nimeros contém o zero ¢ também o sucessor

de todo numero de S, entdo todo niamero esta em S.

A notacdo de Peano ¢ completamente superior aquela de

Boole e marca uma transi¢do importante para a lé6gica moderna. E
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feita uma distin¢do entre o calculo de proposi¢des e das classes.
Agora, temos dois calculos diferentes, ndo apenas duas
interpretagdes do mesmo calculo. A notagdo para o quantificador
universal ¢ nova e conveniente. Ha, entretanto, um defeito grave.
As formulas simplesmente sdo listadas, ndo derivadas; e ndo
poderiam mesmo serem derivadas, porque nenhuma regra de
inferéncia ¢ dada. Peano introduz uma notagdo para a substituicdo
mas nao indica nenhuma regra. O resultado ¢ que, mesmo com
todo o cuidado na escrita das formulas, ndo héa ldégica para ser
usada. A passagem de determinadas férmulas ndo pode ser
realizada por um procedimento formal por falta de regras de
inferéncia, requer algum argumento l6gico intuitivo fornecido
pelo leitor. A prova traz a tona a diferenga entre axiomatizagdo e

. ~ 1
formalizacgao 2,

Em uma série de trabalhos publicados em seguida
Peano pretende provar as formulas logicas que simplesmente havia
listado no The Principles of Arithmetic e ir além de Frege em seu
Begriffsschift e seus demais trabalhos. Mesmo sem alcancar seu
objetivo o trabalho de Peano mostrou como teorias matematicas
podem ser expressas em linguagem simbdlica, contribuindo

enormemente para a difusdo de novas idéias.

2.2.6 Alessandro Padoa (1868-1937)

No terceiro congresso internacional de filosofia, ocorrido
em Paris de 1 a 5 agosto de 1900, congresso que contou com a
participacdo, entre outros, de Poincaré, Peano, e Russell.
Alessandro Padoa apresentou o trabalho FEssai d’une théorie
algéebrique des nombres entiers, précéde d’une introduction

logique a une théorie déductive quelconque. Nele, sua introducgiao

!9 Axiomatizacio: Reducdio das proposicdes a simbolos légicos em busca das verdades iniciais
(axiomas) do sistema.

Formalizacdo: Sistema dedutivo feito a partir dos axiomas por regras de inferéncia légica com
objetivo de mostrar a consisténcia do sistema.
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l6gica trata da relacdo entre um sistema e suas interpretagdes ¢
mostra como resolver dois problemas a respeito de um sistema
dedutivo: E possivel definir um termo por meio de outros termos?
Uma proposi¢do ¢ derivavel de outras proposi¢des?

Em relagdo ao segundo problema, Peano ja tinha elaborado
um método que deveria se tornar padrdao. Padoa foi o primeiro a
apresentar um método para estabelecer indefinibilidade, em um
sistema dado, de um termo por meio de outros termos. Da seguinte
forma: se definir um simbolo significa expressd-lo através de
outros simbolos ja considerados e provar uma proposicdo significa
defini-la a partir de outras proposi¢des ja expressas, entdo, para
qualquer teoria dedutiva teremos: quando um simbolo particular ¢
dito definido ou ndo, precisamos acrescentar que ¢ definido ou
ndo ¢ definido por meio de outros simbolos particulares e quando
uma proposi¢do em particular é dita provavel ou ndo, precisamos
acrescentar que ¢ provavel ou nao por meio de outras proposigdes
particulares. Desta forma, ndo ¢ possivel definir todos os
simbolos particulares, nem provar todas as proposig¢des
particulares. Logo, em qualquer teoria dedutiva sdo necessarios
simbolos particulares que ndo sdo definidos, chamados de
indefinidos (no sentido que nao poderda ser dada uma definigdo
para ele).

O método ¢ apenas indicado, pois Padoa o considera
intuitivamente evidente. Desta forma, ndo ofereceu uma prova, ¢
tal prova ndo poderia mesmo ter sido dada, primeiro porque, o
sistema de Padoa (que ¢ de Peano) era mal definido e, segundo,
que muitos resultados necessdrios para tal prova ainda eram
desconhecidos naquele tempo. O método de Padoa permaneceu de
algum modo esquecido por anos até que Tarski e Lindenbaum
anunciaram um teorema que o justificasse. Os resultados de Tarski
que foram publicados subseqiientemente (1934, 1935, 1956)
estabeleceram que o método pode ser aplicado a todo o sistema

formalizado na teoria dos tipos.
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2.2.7 Bertrand Russell (1872-1970)

Em junho de 1901, Bertrand Russell expés o seguinte
paradoxo: a classe de todas as classes ndo contém a si mesmo
como elemento. Enviou uma carta a Frege em 16 junho 1902
comunicando a contradi¢cdo como o chama.

No The Principles of Mathematics (1903) em uma passagem
escrita provavelmente em 1901, menciona sem muita elaboracio,
que “a classe como um todo seria um tipo diferente dos termos da
classe” e que “essa distingdo logica de tipos é a chave para todo
o mistério”®®. Frege ficou tdo perturbado com tal contradigdo que
renunciou a tentativa de reduzir a aritmética a ldgica. Nado so
Frege, mas também Alfred North Whitehead ficou desorientado, o
que se reflete em sua fala: “Jamais se tem de novo uma alegre
manhd segura”?’’.

Poincaré, como ndo aceitava a logica matematica, exclamou
com alegria que esta ndo era mais estéril, gerava contradi¢des. O
paradoxo estremeceu com as bases ldgicas e até hoje seus efeitos
sdo sentidos.

O matematico italiano Burali-Forti um pouco antes, em
1897, foi o primeiro a publicar um paradoxo da teoria dos
conjuntos. O trabalho de Burali-Forti foi anunciado no encontro
do Circolo matemadtico di Palermo em 28 margo de 1897. O
trabalho ¢ a primeira publicacdo de um paradoxo moderno.
Despertou imediatamente o interesse do mundo matemadtico, e
provocou inuimeras discussdes nos anos que Sse seguiram a sua
publicacdo. Inumeros trabalhos trataram do assunto, propiciando
uma grande andlise dos fundamentos da teoria dos conjuntos. O

paradoxo ¢ simples. Sabe-se que a toda a boa ordenacdo

? RUSSELL, Bertrand. The Principles of Mathematics: Volume I. Cambridge: Cambridge
University Press, 1903.

2l RUSSELL, Bertrand. Meu Desenvolvimento Filosofico. Rio de Janeiro: Zahar Editores, 1980.p.
57.
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corresponde um unico numero ordinal. Também se sabe que
ordinais formam uma boa ordenacdo. Considere, entdo, a colecdo
de todos os ordinais. Esta colecdo é uma boa ordenaciao e,
portanto, corresponde a um ordinal 4. Logo, 4 excede todos os
ordinais e excede-se a si proprio, o que ¢ uma contradicdo.

A esséncia deste paradoxo pode ser encontrada, por uma
descricdo ndo técnica, ja descrita no capitulo anterior, de um
paradoxo muito similar descoberto por George Cantor dois anos
depois. Em sua teoria dos conjuntos, Cantor teve sucesso ao
provar que dado qualquer transfinito sempre existe um transfinito
maior, ou seja, que o conjunto dos niameros transfinitos ¢ infinito,
como ja foi descrito. Agora, vamos considerar o conjunto no qual
os membros sdo todos os conjuntos possiveis. Assim como em
todo conjunto infinito, Cantor associa um transfinito a sua
cardinalidade. Certamente, ndo ha conjunto que possua mais
elementos que o conjunto de todos os conjuntos. Logo, esse seria
o maior transfinito possivel o que geraria um absurdo. Pois como
ja vimos, Cantor mostrou que dado qualquer transfinito sempre
existe um transfinito maior.

Como podemos perceber, os paradoxos de Burali-Forti e
Cantor envolviam resultados da teoria dos conjuntos, causando
assim, uma maior preocupag¢do entre os matematicos do que entre
os légicos. Entretanto, o paradoxo de Russell ndo dependia de
nada mais que o proprio conceito de conjunto e de elemento,
atingindo certeiramente o campo da l6gica. A carta comunicando a
Frege sobre o paradoxo foi escrita pouco mais de um ano depois
de Russell deparar-se com o paradoxo e este foi primeiramente

publicado em The principles of mathematics (1903). Eis a carta’:

2 HEIJENOORT, Van. From Frege to Godel: A Source Book in Mathematical Logic, 1879 —
1931. New York: San Jose New York Lincoln Shanghai, 2000.p.124.
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Friday's Hill, Haslemere, 16 Junho 1902.
Caro colega,

Hd ano e meio tomei conhecimento do seu Grundgesetze der
Arithmetik, mas apenas agora encontrei tempo para fazer um estudo mais
rigoroso, como era minha inten¢do, sobre o seu trabalho. Estou em
completo acordo consigo no essencial, particularmente quando rejeita
qualquer elemento psicologico [Moment] na [dgica e quando atribui
grande valor a uma ideografia [Begriffsschrift] para os fundamentos da
matemdtica e da [6gica formal, as quais, em boa verdade, dificilmente se
podem distinguir. Relativamente a muitas questoes particulares, hd no
seu trabalho discussées, distingdes e defini¢cées que dificilmente se
encontrardo no trabalho de outros [6gicos. Especialmente no que diz
respeito a fung¢do, eu préprio fui conduzido a observagdes que sdo as
mesmas, mesmo nos detalhes. Hd apenas um ponto onde encontrei uma
dificuldade. O colega diz que uma fun¢do também pode atuar como
elemento indeterminado. Eu acreditava nisto, mas agora esta perspectiva
parece-me duvidosa pela seguinte contradi¢do. Seja w o predicado: para
ser predicado, ndo pode ser predicado de si proprio. Pode w ser predicado
de si préoprio? A cada resposta o seu oposto segue-se. Portanto podemos
concluir que w ndo é um predicado. Da mesma maneira, ndo existe
nenhuma classe (como uma totalidade) de classes que, sendo cada uma
tomada como uma totalidade, ndo pertenca a si préopria. Disto, concluo
que, sob certas circunstdncias, uma cole¢do definivel [Menge] ndo forma
uma totalidade.

Estou a acabar um [ivro sobre os principios da matemdtica no qual
gostaria de discutir o seu trabalho profundamente Jd tenho os seus [ivros
ou vou comprd-los brevemente, mas ficar-lhe-ia muito grato se me pudesse
mandar separatas dos seus artigos de revistas. No caso de ser impossivel,
obté-los-ei numa biblioteca.

O tratamento exato da [égica em questoes fundamentais, onde os
simbolos falham, tem ficado muito para trds. Nos seus trabalhos encontro
aquilo que de melhor hd no nosso tempo razdo pela qual me permito

exprimir o meu profundo respeito por si. E lamentdvel ndo ter sido

55



publicado a segunda edi¢do do seu Grundgesetze. Espero que isto ainda
venha a ser feito.
Muito respeitosamente este seu,

Bertrand Russell

A contradi¢do acima mencionada, quando expressa na ideografia de

Peano, [é-se da segquinte maneira:

w=c|s§x'(x~'x).é:wew.=.w~ew

Jd escrevi a Peano acerca disto, mas ele ainda me deve uma resposta.

A resposta de Frege a Russell veio em seguida®.
Primeiramente, Frege chama aten¢do de Russell para um erro,
sem muita importancia, contido em Begriffsschrift. Em seguida,
descreve sua reacdo ao se deparar com o paradoxo descrito por

Russell.

Jena, 22 de Junho de 1902
Caro colega,

Muito agradeco a sua interessante carta de 16 de Junho. Fico
encantado por saber que concorda comigo em muitos pontos e que tenciona
discutir de maneira rigorosa o meu trabalho. Em resposta ao seu pedido,
envio-Lhe as publica¢des sequintes:

“Kritische Beleuchtung” [1895],

“Ueber die Begriffsschrift des Herrn Peano” [1896],
“Veber Begriff und Gegenstand” [1892],

“Ober Sinn und Bedeutung” [1892a],

SRR R

“Ueber formale Theorien der Arithmetik” [1885].

» HEIJENOORT, Van. From Frege to Godel: A Source Book in Mathematical Logic, 1879 —
1931. New York: San Jose New York Lincoln Shanghai, 2000.p.127.

56



Recebi um envelope vazio que parece ter sido endere¢cado por sua
mdo. Imagino que quis mandar-me algo que, acidentalmente, se perdeu no
caminho. Se é este o caso, agradeco-Lhe a sua gentil inten¢do. Junto envio
a parte da frente do envelope.

Quando leio o meu Begriffsschrift de novo, verifico que mudei a
minha opinido em vdrios pontos, como poderd constatar se o comparar com
o meu Grundgesetze der Arithmetik, Peco-Lhe que remova o pardgrafo que
comega por “Nicht minder erRennt man” na pdgina 7 de Begriffsschrift
[“Ndo é menos fdcil de ver”] que estd incorreto. Felizmente, essa
incorre¢do ndo tem efeitos nocivos no resto do conteido do opiisculo.

A sua descoberta da contradi¢do causou em mim a maior das
surpresas e, poderia quase dizer, consterna¢do, jd que abalou a base sob a
qual eu pretendia construir a aritmética. Parece, entdo, que transformar
a generalizacdo de uma igualdade numa igualdade de seqiiéncia de valores
[die Umwandlung der Allgemeinheit einer Gleichheit in eine
Werthverlaufsgleichheit] (§ 9 do meu Grundgesetze) nem sempre ¢
permitido, que a minha Regra V (§ 20) é falsa, e que as minhas
explanagées no §f 31 ndo sdo suficientes para garantir que a combina¢do
de simbolos que proponho tem sentido em todos os casos. Tenho que
refletir mais no assunto. Isto torna-se tanto mais sério quanto, com a
perda da Regra V, ndo s6 os fundamentos da minha aritmética, como
também os unicos fundamentos possiveis da aritmética em geral, parecem
desvanecer-se. Contudo, penso eu, deve ser possivel arranjar condi¢ies
para a transformac¢do da generaliza¢do de uma igualdade numa igualdade
de seqiiéncia de wvalores de maneira a que o essencial das minhas
demonstragées permane¢a intacto. Em qualquer dos casos, a sua
descoberta é notdvel e ird certamente resultar num grande avan¢o na
[6gica, mesmo que d primeira vista ndo pareca bem vinda.

A propdsito, parece-me que a expressdio “um predicado é predicado
de si proprio” ndo é exata. Um predicado é por regra uma funcdo de
primeiro-nivel, e esta fung¢do requer um objeto como argumento e ndo pode
ter-se a si préprio como argumento (assunto). Portanto, preferiria dizer
“uma nog¢do é predicado da sua priopria extensdo”. Se a func¢do F(x) é um

conceito, eu denoto a sua extensdo (ou a classe correspondente) por
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“e’F(e)” (para ser verdadeiro, a justificacdo para isto tornou-se agora
questiondvel para mim). Em “F(e’F(e))” ou “e’F(e) N e'F(e)” teremos
entdo um caso em gque o conceito F(x) é predicado da sua prépria
extensdo.

O segundo volume do meu Grundgesetze ird aparecer brevemente.
Terei, sem diuvida, que acrescentar um apéndice no qual a sua descoberta
serd [evada em conta. Se ao menos jd tivesse o ponto de vista correto para
elal

Muito respeitosamente este seu,

G. Frege

1 “N" é um sinal usado por Frege para reduzir fun¢ées de sequndo nivel

para de primeiro nivel.

Frege entende que a origem do paradoxo se da pois a fungéo
ndo ¢ um objeto ¢ um Werthverlauf, algo completo em si mesmo.
Apo6s ter contato com o paradoxo, tentou de inumeras maneiras
eliminar a contradigdo de sua teoria. Nao obteve sucesso em

nenhuma tentativa. Os resultados ndo eram aceitos.

2.2.7.1 Teoria dos Tipos

Em todos os paradoxos ldgicos existe uma espécie de auto
referéncia reflexiva, isto é, a de incluir, como membro de uma
totalidade, alguma coisa referente a essa totalidade que deve ser
condenada.

Apos varias tentativas, Russell e Whitehead propuseram uma
nova maneira de eliminar os paradoxos da matematica chamada de
teoria dos tipos. A solu¢do do problema ¢é apresentada em menos
de trinta linhas. Além dessa solugdo examina outras possiveis, as
acha menos satisfatorias e conclui que "ndo ha nenhuma filosofia

peculiar envolvida na contradigdo, que salta diretamente do
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sentido comum e pode somente ser resolvida abandonando
algumas verdades do senso comum"?*.

Russell passou, entdo, a tomar conhecimento de outros
paradoxos, como por exemplo, do paradoxo de Burali-Forti e o de
Cantor. Em dezembro 1905, Russell tinha abandonado a teoria dos
tipos. Para superar as dificuldades levantadas pelos novos
paradoxos apresentou entdo trés novas teorias: a teoria do zigzag,
a teoria da limitagdo do tamanho e a teoria das nenhuma-classes.
Entretanto, logo, Russell reconheceu que as teorias se mostravam
inadequadas a matemdatica cldssica. Entdo, voltou atrds para a
teoria dos tipos e prosseguiu desenvolvendo-a detalhadamente. O
resultado desse estudo foi publicado em julho de 1908.

Russell vé o wuniverso divido em niveis, ou tipos.
Determinadas coisas somente satisfazem uma condi¢do dada se
forem do mesmo tipo. Os membros de uma classe, entdo, devem
ser todos do mesmo tipo. Russell ¢ conduzido assim para um
distincdo entre fodo e algum: o todo representa uma certa
(aparente) variavel de quantificagdo universal, escalas sobre um
tipo, e o algum ¢ expresso pela varidvel (real) livre, que se refere
a qualquer coisa ndo especifica ndo levando em consideragdo o
tipo. Russell vé como o cerne dos paradoxos o que ele chama o
principio do circulo-vicioso: "Nenhuma totalidade pode conter os
membros definidos como termos de si mesmo"*.

A idéia deles era basicamente a seguinte: um conjunto de
tipo inferior (vamos chamé-lo de tipo 1) poderia somente conter
objetos como membros e ndo poderia conter conjuntos. J& um

conjunto do tipo 2 (superior ao do tipo 1) poderia conter objetos

ou conjuntos do tipo 1 (inferior ao tipo 2). Claramente, nenhum

* RUSSELL, Bertrand. The Principles of Mathematics: Volume I. Cambridge: Cambridge
University Press, 1903.

> HEIJENOORT, Van. From Frege to Godel: A Source Book in Mathematical Logic, 1879 —
1931. New York: San Jose New York Lincoln Shanghai, 2000.
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conjunto poderia conter a si mesmo pois se isso ocorresse, ele
deveria pertencer a um tipo superior ao seu proprio tipo.

O tipo mais baixo compreende individuais; seu seguinte
compreende o que ele chama de proposi¢cdes de primeira ordem; e
assim por diante. Estas proposi¢cdes, ao contrario dos individuais,
sdo notagdes, e podem conter variaveis. Ainda assim, como o0s
individuais, possuem tipos e figuram como valores de variaveis
quantificadas.

A teoria dos conjuntos é um componente indispensavel da
matematica. E o ramo da matemética cuja tarefa ¢ investigar as
noc¢oes fundamentais de numero, ordem, ¢ funcao, desenvolvendo
as fundac¢des logicas, de toda aritmética e andlise. Contudo, sua
existéncia parecia estar ameag¢ada pois ndo havia nenhuma solug¢do
inteiramente satisfatéria, nem mesmo a teoria dos tipos, para
determinadas contradi¢des, ou antinomias que podiam ser
derivadas de seus principios?.

Somente depois com o estudo de Ernest Zermelo que se
obteve um resultado satisfatorio. O trabalho de Zermelo publicado
em 1908 [Investigations in the foundations of set theory [
apresenta a primeira axiomatizacdo da teoria dos conjuntos. A
idéia basica de Zermelo assemelha-se a teoria de Russell, ambos
recusam a considerar conjuntos como cole¢des. Conjuntos nao sdo
simplesmente colecdes, sdo objetos que satisfazem a determinadas

circunstancias axiomaticas.

** Embora nio tendo ido diretamente ao ponto, Ramsey foi o primeiro a abandonar a ramificaciio
e o0 axioma da redutilibidade. Ramsey foi alertado pela observacio de Peano que os paradoxos se
dividem em dois tipos: aqueles de pura teoria dos conjuntos e aqueles que articulam conceitos
semanticos tais como o falsity e o specifiability. Ramsey observou que a tnica utilidade da
ramificacdo da teoria dos tipos de Russell seria a resolucio de paradoxos seméinticos e estes,
segundo Ramsey, devem ser deixados de lado pois extrapolam conceitos da légica e da
matematica. Essa idéia acabou sendo abandonada uma vez que seu uso ia completamente contra
intuicao.
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Os axiomas de Zermelo?’ (1871-1953) sdo
surpreendentemente pouco em numeros. O mais original ¢ talvez
o axioma III, o axioma da separagdo. Zermelo foi talvez o
primeiro a ver claramente que a existéncia de conjuntos infinitos
deveria ser assegurada por um axioma especial (axioma VII, do
infinito).

Zermelo apenas indica seus axiomas, e declara ser incapaz
de provar sua consisténcia. Mostra que as derivacdes usuais de um
numero de paradoxos conhecidos, como os paradoxos de Buralli-
Forti e de Russell, ndo podem ser obtidas deles pois o conjunto de
todos os ordinais e o conjunto de todos os conjuntos ndo existem
no sistema. Prova entdo teoremas sobre conjuntos. O
desenvolvimento vai até o teorema de Cantor, o teorema de Konig,
e um teorema, que conecta duas no¢des do infinitude.

Em 1898, Whitehead publicou o primeiro volume do 4
treatise of wuniversal dalgebra. Em 1903, Russell publicou o
primeiro volume do The principles of mathematics. Whitehead foi
entdo persuadido a abandonar os planos para a publicacdo do
segundo volume de seu livro e colaborar com o Russell no
segundo volume dos The principles. Este volume nunca se
materializou. Porém, o resultado da colaboracdo foi um trabalho
independente dos The Principles. O resultado desse trabalho foi o
Principia Mathematica e a concretizacdo do que Frege e Peano,
em suas diferentes maneiras, tinham projetado. Sdao trés volumes
de um estudo detalhado da l6gica e da teoria dos conjuntos, e uma

construgdo da matematica classica.

2.2.7.2 O Principia Mathematica

O Principia aborda o tratamento matematico pelos
principios matematicos. E construido um sistema dedutivo e para

que 1isso seja possivel ¢é mnecessario analisar a existéncia

27 Os axiomas de Zermelo serio listados mais adiante na seciio 2.2.8.
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matematica e quais premissas sdo empregadas, onde sdo
consistentes e se ¢ possivel reduzi-las a premissas mais
fundamentais.

Grande parte do trabalho foi gasto na tentativa de entender e
eliminar contradi¢des e paradoxos que permearam a logica. A
notacdo utilizada seguiu o maximo possivel a utilizada por Peano
e quando necessario, a de Frege. As mudang¢as no simbolismo de
Russell ¢ Whitehead se ddo pela inveng¢do de simbolos ainda nédo
existentes e ndo pelo descontentamento com o simbolismo anterior
desenvolvido principalmente por Frege e Peano. Toda questdo de
analise logica se deve a Frege. Quando ha diferenga entre o
trabalho de Frege e o Principia, esta é feita em decorréncia do
surgimento de contradi¢cdes que mostravam que Frege permitiu
alguns erros ao elaborar suas premissas.

O Principia Mathematica comeg¢a com idéias primitivas e
proposi¢des primitivas correspondendo a termos indefinidos e
postulados do desenvolvimento abstrato formal. Essas idéias
primitivas e proposi¢cdes ndo estdo sujeitas a interpretacdes,
porém sdo restritas a conceitos intuitivos da logica. Eles devem
ser vistos, ou pelo menos devem ser aceitos, como plausiveis
descri¢does e hipoteses do mundo real. Em suma, prevalece como
um ponto de vista mais concreto que abstrato e conseqiientemente
nenhuma tentativa ¢ feita para provar a consisténcia de
proposi¢des primitivas. No Principia Mathematica, a lei do
terceiro excluido e a lei da ndo contradi¢cdo sdo agrupadas em uma
so lei.

O objetivo do Principia Mathematica ¢ desenvolver
conceitos matematicos e teoremas a partir dessas idéias ¢
proposi¢des primitivas para poder barrar a ocorréncia de
defini¢des impredicativas, ou seja, que o que esta sendo definido

participe da sua propria definicdo.
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Nos trés volumes sdo feitas defini¢gdes e ¢é utilizada uma
simbologia complexa. Os trés volumes sdo divididos em cinco
partes.

Na Parte I, do volume I, o assunto ¢ l6gica matematica. Séo
estabelecidas algumas propriedades de proposi¢cdes, fungdes
proposicionais, classes e relagdes. O assunto da primeira parte
pode ser visto sob dois aspectos: como conexdao dedutiva
dependendo de proposi¢des primitivas ou como calculo formal. A
partir de certos axiomas podemos deduzir proposi¢des. Dessas
proposi¢des primitivas temos quatro meios de obter novas
proposi¢des, por: negacdo, disjuncdo, assercdo e implicacdo.

Na Parte II, Russell ¢ Whitehead trabalham com classes. Sado
definidas nog¢des de similaridade sobre a qual a aritmética dos
cardinais é basecada. Trata também a noc¢do de sele(;ﬁo28 sob a qual
a multiplicacdo dos ordinais e dos cardinais é baseada. E por fim,
na Parte II é abordada indu¢cao matematica.

Na Parte III, definem e generalizam propriedades logicas de
numeros cardinais, em seguida, nota-se que as operacdes de
adicdo, multiplicagdo e exponenciacdo podem ser aplicadas a
cardinais finitos ou infinitos.

A Parte IV ¢é o desenvolvimento de um tipo geral de
aritmética na qual a aritmética ordinal ¢ uma aplicagdo particular.

Ja a Parte V ¢é toda dedicada as séries.

E por fim, a Parte VI ¢ dedicada aos niimeros.

2.2.8 Os Axiomas de Zermelo

Os axiomas e as defini¢gdes de Zermelo sdo retirados do
trabalho Investigations in the foundations of set theory I (1908).

Eis os axiomas:

2 ~ . 7 .
¥ Uma selecio de um conjunto de classes é a classe que consiste de um membro de cada classes do
conjunto.
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Axioma I (Axioma da Extensionalidade). Se todo elemento
do conjunto M também ¢ elemento do conjunto N e vice e versa, e
se, além disso, M € N ¢ N € M, entio, sempre M = N; ou, mais
sucintamente: todo conjunto ¢ determinado por seus elementos.

O conjunto que contém somente os elementos a, b, ¢, ..., 7

sempre poderd ser denotado por {a, b, ¢, ..., 7}

Axioma II (Axioma de Conjuntos Elementares). Existe um
conjunto (ficticio), o conjunto nulo, 0, que ndo contém elementos.
Se @ ¢ um objeto do dominio, existe um conjunto {a}! contendo a e
somente @ como elemento; se a ¢ b sdo dois objetos do dominio,
existe um conjunto {a, b} contendo como elementos a e b e

nenhum objeto x diferente deles.

Axioma IIl (Axioma da Separa¢dao). Sempre que a funcgdo
proposicional g (x) for definida por todos os elementos do
conjunto M, M possui um subconjunto M, contendo como
elementos precisamente esses elementos x de M para o qual @ (x)

¢ verdadeira.

Axioma IV (Axioma do Poder do Conjunto). Para todo
conjunto 7 existe um outro conjunto correspondente /7T, o poder
do conjunto 7, que contém como elementos precisamente todos

subconjuntos de 7.

Axioma V (Axioma da Unido). Para todo conjunto 7 existe
um conjunto correspondente 67, a unido de 7, que contém como

elementos precisamente todos elementos dos elementos de 7.

Axioma VI (Axioma da Escolha). Se 7 ¢ um conjunto cujo

todos os elementos s@o conjuntos diferentes de 0 e mutuamente

2 O simbolo € ¢ utilizado por Zermelo para designar subconjunto, ou seja, M € N significa que
M é subconjunto de V.
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disjuntos, sua unido 67 inclui pelo menos um subconjunto S,
contendo um e somente um elemento comum com cada elemento de

T.

Axioma VII (Axioma do Infinito). Existe no dominio pelo
menos um conjunto Z que contém o conjunto nulo como elemento
e para cada elemento a também contém seu correspondente {a}

como elemento.

2.3 A Escola Formalista

O desenvolvimento do método axiomadatico tem inicio com
Pitdgoras e ganha for¢ga com Euclides. Para Euclides, os axiomas e
postulados sdo principios universais claros que podem ser aceitos
por todos como verdadeiro e devem ser utilizados na base de
processos dedutivos que constituem tal método.

Na tese formalista, temos um desenvolvimento axiomatico
da matematica ao extremo. Esta tese considera que a matematica ¢
feita de um sistema simbodlico formal. Os formalistas sustentam
que os simbolos aritméticos sdo meras marcas no papel,
destituidas de significado, e que a aritmética consiste em
determinadas regras arbitrarias pelas quais tais marcas podem ser
manipuladas. De fato, a matemdatica ¢ vista como uma colecdo do
desenvolvimento abstrato, na qual os termos sao meros simbolos ¢
as afirmag¢does sdo formulas envolvendo esses simbolos. A ultima
base da matemadatica ndo esta na légica, mas somente na colegdo de
simbolos e no conjunto de operagdes com esses simbolos. No
programa formalista, Hilbert constréi uma aritmética que ndo ¢
puramente logica. Além disso, Church mostra que inteiros podem
ser definidos com um maquinario l16gico menor do que se pensava
necessario.

Para Hilbert, as proposi¢gdes matematicas podem ser

divididas em duas classes: as proposi¢des reais, que tratam do
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finto e portanto podem ser verificadas com seguranga. E as
proposi¢des ideais, que se referem ao infinito. Para Hilbert, os
objetos ideais s6 podem ser aceitos na medida em que sdo gerados
por regras que introduzimos para seu manejo. Desse ponto de
vista, a matematica ¢ destituida de uma significagdo concreta e
contém somente elementos simbdlicos ideais.

Assim, o estabelecimento da consisténcia dos varios ramos
da matemadtica se torna uma parte importante e necessaria no
programa formalista para garantir que a relagdo entre objetos
reais e ideais ¢ legitima. Sem o acompanhamento de uma prova de
consisténcia, todo estudo é essencialmente inconsistente.

A escola formalista foi fundada por David Hilbert apods ele
completar seu estudo postulacional sobre geometria. No seu
Grundlagen der Geometrie (1899) ele transformou o material
axiomatico de Euclides na axiomatiza¢do formal da geometria de
hoje. O ponto de vista formalista foi desenvolvido apds Hilbert se
deparar com a crise causada com os paradoxos da teoria dos
conjuntos, o que se tornou em um grande desafio para os
matematicos classicos devido as grandes criticas feitas pelos
intuitivistas.

Apesar de Hilbert ter falado em termos formalistas no inicio
de 1904, somente depois de 1920 ele e seus colaboradores:
Bernays (1888-1977), Ackermann (1896-1962), von Neumann
(1903-1957) entre outros iniciaram para valer o trabalho que
agora ¢ conhecido como o programa formalista.

O desenvolvimento da idéia para testar a consisténcia da
matematica, foi chamado por Hilbert de teoria da prova. Hilbert
esperava que ao transformar sentencas matematicas em simbolos
abstratos manipulados segundo as leis da l6gica, todo raciocinio
capaz de conduzir a um paradoxo ficaria evidente, ficando
possivel desta forma demonstrar sua consisténcia. A teoria da

prova permitiria fazer afirmacdes a respeito das configuracdes
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simboélicas do sistema axiomatico e essas afirmagdes deveriam ser
completamente construtivas.

Hilbert e Bernays planejaram dar uma exposi¢do detalhada, e
aplicavel a toda matematica classica, da teoria da prova no seu
grande Grundlagen der Mathematik, que pode ser considerado o
Principia Mathematica da escola formalista. O volume I foi
publicado em 1934 e o volume Il em 1939. Devido as dificuldades
encontradas por Hilbert e sua equipe, ndo foi possivel completar a
teoria da prova.

O fato ¢ que o programa de Hilbert, pelo menos em sua
forma original, estava destinado ao fracasso, e essa verdade veio
a tona com Godel em 1931, antes mesmo de o Grundlagen ter sido
publicado. Go&del mostrou, por métodos aceitaveis pelos
seguidores das trés principais escolas de filosofia mateméatica, que
¢ impossivel em um sistema dedutivo formalizado suficientemente
rico, como o sistema de Hilbert, provar a consisténcia por
métodos do proprio sistema. Esse resultado memoravel ¢
conseqiiéncia de um outro fundamental no qual Gddel provou
também a incompletude do sistema de Hilbert. Ele estabeleceu a
existéncia de um sistema de problemas indecidiveis, dos quais um
¢ a propria consisténcia da aritmética. O que revelou uma

limitagdo ndo esperada nos métodos da matematica formal.

2.3.1 David Hilbert (1862-1943)

De fato, o século XIX foi todo dedicado ao desenvolvimento
completo e rigoroso da matematica.

A descoberta das geometrias nao Euclidianas no inicio do
século fez com que os matematicos parassem para pensar melhor
nos seus fundamentos.

Cauchy e Weierstrass reformaram o calculo. Como vimos, na
Inglaterra, Boole e Augustus de Morgan (1806—-1871) comecaram a

desenvolver a loégica simbodlica. Em 1890, Peano, na Italia,
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desenvolveu a aritmética na base axiomatica e Frege na Alemanha,
comecou desenvolver a matematica unicamente através da logica.

Desde que o paradoxo de Russell tornou-se conhecido a
questdo sobre consisténcia ficou cada vez mais em evidéncia.

Em 1899, David Hilbert ja havia conseguido uma
axiomatizacdo satisfatdéria da geometria. Em seguida, em 1900,
apresentou um conjunto de axiomas para o conjunto dos numeros
reais e indicou que a questdo sobre consisténcia destes vem antes
da questdo da consisténcia da geometria. Neste mesmo ano, no
Congresso Internacional de Paris apresentou uma lista de
problemas sobre a consisténcia o conjunto dos nimeros reais que

desafiou o mundo matemadatico. Segue abaixo a lista completa.

Problema 1: Problema de Cantor relativo a hipdtese do

continuo (HC).

Problema 2: Demonstrar a consisténcia dos axiomas da

aritmética.

Problema 3: Pode-se provar que dois tetraedros, de mesma

base e mesma altura, tém o mesmo volume?

Problema 4: Construir todos os espagos métricos em que as

linhas sdo geodésicas.

Problema 5: Todo grupo continuo ¢ automaticamente um

grupo diferencial?

Problema 6: Axiomatizar a fisica.

Problema 7: Irracionalidade e transcendentalidade de certos

numeros.
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Problema &8: A hipotese de Riemann e a conjectura de

Goldbach.

Problema 9: Achar a lei de reciprocidade mais geral em todo

campo de numero algébrico.

Problema 10: Encontrar um algoritmo que determine se uma

equacdo diofantina tem solucgdo.

Problema 11: Classificar as formas quadraticas a coeficiente

nos anéis algébricos inteiros.

Problema 12: Estender o teorema de Kroneker para os corpos

ndo abelianos a um dominio de racionalidade algébrica.
Problema 13: Demonstrar a impossibilidade de resolver
equacdes de sétimo grau através de fungdes de somente duas

variaveis.

Problema 14: Demonstrar que certos sistemas completos de

fungdes sdo finitos.

Problema 15: Desenvolver bases solidas para a geometria

enumerativa de Schubert.

Problema 16: Desenvolver uma topologia de curvas e

superficies algébricas.

Problema 17: Representacdo de formas definidas por somas

de quadrados de fung¢des racionais.
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Problema 18: Construir um espago com poliedros

congruentes.

Problema 19: A resolug¢do dos problemas de calculo de

variagdes sdo sempre necessariamente analiticas?

Problema 20: Problema de Dirichelet no caso geral.

Problema 21: Prova da existéncia de equacodes diferenciais

lineares tendo um determinado grupo monodrdmico.

Problema 22: Uniformizar as curvas analiticas através de

fungdes automorfas.

Problema 23: Desenvolver um método geral de resolug¢do no

calculo de variagdes.

No 3° Congresso Internacional de Matematica ocorrido em
Heidelberg de 8 a 13 de agosto de 1904, David Hilbert apresentou
o trabalho intitulado On the foundations of logic and arithmetic.
Nele, Hilbert apresenta uma primeira tentativa de provar a
consisténcia da aritmética. De fato, seu plano era mostrar que
todas as formulas de uma certa classe possuem uma certa
propriedade, e assim as formulas iniciais a possuem e as
transmitem para as derivadas.

Além da busca por uma prova de consisténcia o trabalho faz
uma critica aos varios pontos de vista sustentados em relagcdo aos
fundamentos da aritmética e introduz termos que Hilbert vai
desenvolver, modificar ou torna-los mais precisos nos seus
futuros trabalhos, tais como: a reducdo da matematica a uma
colecdo de formulas, a existéncia extralogica de objetos basicos,
suas combinag¢des ¢ a constru¢ao de uma logica paralela com o

estudo dessas combinagdes.
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O trabalho de 1904, além de ter sido um marco na concepgao
hilbertiana, influenciou Julius Koénig (1849-1913) que por sua vez
inspirou von Neumann em sua busca por uma prova da
consisténcia da aritmética.

Ja em 1925, Hilbert publicou um trabalho entitulado On the
infinite. Onde ele comeca recordando como Weierstrass eliminou
referéncias ao infinito na andlise, também menciona Cauchy e
D’ Alambert (1717-1783) e revé a sua influéncia na fisica, na
teoria dos conjuntos ¢ na logica. A segunda parte do trabalho ¢
uma tentativa de provar a hipotese do continuo.

Na década de 1920, Hilbert, entdo, atacou o problema
numero 2 da sua lista de 23 problemas apresentados em 1900.
Imbuido pelo desafio de provar a consisténcia da matematica, ele
desenvolveu um programa que reconstruia a matemadtica por um
caminho que poderia levar a resultados aceitaveis.

Hilbert acreditava que se as regras fossem estabelecidas
cuidadosamente, poderia tanto extinguir paradoxos como também
desenvolver tudo com um perfeito funcionamento na matematica.
Nao seria essencial que as regras fossem intuitivamente obvias, a
unica coisa que importava era se elas realmente funcionavam.
Além do mais, ele acreditava que investigando o sistema por fora,
através da metamatemadtica, ele poderia eventualmente provar a
consisténcia da matematica e também demonstrar que esse sistema
matematico seria completo.

O programa de Hilbert ficou conhecido como formalista e a
obtencdo de alguns sucessos o encorajaram a continuar. Algumas
partes da matematica eram ambas consistentes e completas.
Porém, algumas nao. Ndo podemos mostrar na aritmética, por
exemplo, que ela ¢ completa e consistente ao incluirmos a
multiplicacao.

A nao-existéncia de contradi¢do ¢ garantida somente pela
consisténcia das proposi¢coes. Foi dessa forma que Hilbert

concebeu uma nova maneira de aproximar-se do problema de
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consisténcia. Ele esperou provar que uma foérmula contraditoria
nunca deveria ocorrer através de conjuntos apropriados de regras
de procedimento. E se ele provasse que ndo seria possivel a
existéncia de formulas contraditorias entdo estaria estabelecida a

consisténcia do sistema. No entanto, isso ndo foi possivel.
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Capitulo 3 Paradoxo

O Prazer do Dificil (The Fascination of What’s Difficult)30

William Butler Yeats
Traduciao: Augusto de Campos

O prazer do dificil tem secado

A seiva em minhas veias. A alegria
Espontinea se foi. O fogo esfria

No corac¢io. Algo mantém cerceado

Meu potro, como se o divino passo

Ja ndo lembrasse o Olimpo, a asa, o espaco,
Sob o chicote, trémulo, prostrado,

E carregasse pedras. Diabos levem

As pecas de teatro que se escrevem

Com cinqiienta montagens e cenarios,

O mundo de patifes e de otarios,

E a guerra cotidiana com seu gado,
Afazer de teatro, afa de gente,

Juro que antes que a aurora se apresente

Eu descubro a cancela e abro o cadeado.

3% The fascination of what’s difficult/Has dried the sap out of my veins, and rent/Spontaneous joy
and natural content /Out of my heart./There’s something ails our colt/That must, as if it had not
holy blood,/ Nor on an Olympus leaped from cloud to cloud,/Shiver under the lash, strain, sweat
and jolt/As though it dragged road metal. /My curse on plays/That have to be set up in fifty
ways,/On the day’s war with every knave and dolt,/Theatre business, management of men./I
swear before the dawn comes round again /I’ll find the stable and pull out the bolt.
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Nao poderiamos continuar sem parar para analisar alguns
paradoxos que originaram as famosas crises nos fundamentos da
matematica e causaram grande incoOmodo para os matematicos que
buscavam uma matemadtica perfeita: completa e livre de
contradi¢des. Em 1931, o teorema de Gddel vem como resposta a
tentativa de fazer da matemdtica uma espécie de conhecimento
intocavel. Apo6s 1931, muitos matematicos ainda continuavam
incomodados, agora ndo mais com os paradoxos, porém com a
tentativa de assimilacdo da prova que abalaria toda uma estrutura
esperada e provaria que a matematica pode ndo ser perfeita, mas ¢é
extremamente bela e fascinante.

A discussdo sobre paradoxos ndo ¢ recente. Ha muito tempo
sdo criados paradoxos e estes trazem a tona grandes debates.

Vejamos abaixo alguns exemplos de paradoxos:

Todos cretenses sdo mentirosos. — Epinémides, um cretense

A afirmagdo que estou fazendo é falsa. — Eublides

Na primeira afirmac¢do, notamos que sO existe contradicdo,
se considerarmos a frase como verdadeira ja que Epinémides se
declara como cretense. Porém, se a frase for falsa, teriamos que
nem todos os cretenses sdo mentirosos e nao gerariamos uma
contradi¢do. Ja& no paradoxo de Eublides nao temos outras
circunstiancias. Se a afirmativa for falsa, entdo ela é verdadeira e
se for verdadeira ela ¢ falsa.

Como veremos, ao longo de varias épocas, todos discutiram
uma outra versdo, uma nova roupagem para o paradoxo de
Eublides. Aristoteles foi um deles. Sua versdao na qual os gregos
chamavam de O Mentiroso era a seguinte: Essa afirmac¢do é falsa.
Mais tarde, filosofos a desenvolveram em forma de didlogo:

Socrates: Tudo que Platdo diz é falso.

Platdo: Socrates so fala a verdade.

Em 1913, P. E. B Jourdain criou uma versao moderna do
dialogo, dessa vez sem personagens. De um lado de uma carta

estava escrito: A afirmativa no outro lado da carta é verdadeira,
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enquanto do outro lado estava escrito: 4 afirmativa no outro lado
da carta ¢é falsa.

Alfred Tarski desenvolveu uma versido que nos lembra
inducdo matematica. Vocé tem um livro de 100 paginas. Na pagina
1 esta escrito, A afirmativa na pagina 2 é verdadeira. Na pagina 2
esta escrito, A afirmativa na pdagina 3 é verdadeira.
Generalizando, na pagina n estd escrito, A afirmativa na pdgina
n+l1 ¢é verdadeira. Porém, ao chegarmos a pagina 100 nos
deparamos com a seguinte frase: A afirmativa na pagina 1 desse
livro é falsa. As versdes de Jourdain e Tarski sdo basicamente a
mesma, a Unica diferenca ¢ que Tarski nos deixa em suspense por
mais tempo.

José Bernadete, com outro propo6sito em mente, criou um
livro de infinitas paginas. Onde na primeira pagina estaria
escrito: 4 afirmativa da ultima pagina é verdadeira. E em todas
as outras paginas estaria escrito: 4 afirmativa da pagina anterior
é falsa. Quando vocé lesse a pagina 1, ndo haveria uma maneira
de vocé checar se a afirmativa seria verdadeira ou falsa, ja que o
livro ¢ infinito e que ndo ha ultima pagina. Porém, quando vocé lé
a pagina 2, descobre que a afirmacdo na pagina 1 ¢ falsa. E
quando 1€ a pagina 3, vocé descobre que a afirmacg¢do na pagina 2 ¢
falsa o que implicaria na veracidade da afirmag¢do na pagina 1.
Entretanto, ao ler a pagina 4, alteramos mais uma vez o valor de
verdade da pagina 1. Entdo, a afirmativa na pagina 1 ¢ verdadeira
ou falsa?

Existem intmeras explica¢cdes para esse paradoxo. Nenhuma
delas ¢ completamente satisfatdoria, por isso ainda hd uma busca
pela resposta até hoje.

Existe um paradoxo de extrema importancia, pois foi
fundamental para teoria de Godel. E o Paradoxo de Richard,
inventado em 1905 por Jules Richard (1862-1956). O paradoxo de
Richard veio a tona enquanto a euforia causada pelo paradoxo de

Russell, publicado dois anos antes, ainda ndo havia diminuido.
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Praticamente ao mesmo tempo, KoOnig apresentou na academia
hungara de ciéncias, em forma de paradoxo, um novo argumento
para mostrar a impossibilidade de fazer uma boa-ordencdo do
continuo (j& que apds sua primeira tentativa, Zermelo provou que
qualquer conjunto poderia ser bem-ordenado). Apesar da
semelhanca entre os paradoxos, estes sdo completamente
independentes. Podemos entender melhor o paradoxo de Richard.
A partir de idéias retiradas do site’’ de Ricardo Kubrusly.
“Na lingua portuguesa, propriedades sobre os numeros
podem ser formuladas e definidas (poderiamos ter qualquer
outro tipo de linguagem que pudéssemos fazer defini¢des).
Entdo, por exemplo, a propriedade de um numero ser primo
pode, desta maneira, ser definida como divisivel apenas
por si mesmo e pela unidade, a de um numero ser par como
multiplo de dois e assim por diante. Cada uma destas
defini¢des contém um numero finito de palavras logo, um
numero finito de letras do alfabeto, sendo possivel
portanto, serem arrumadas numa lista ordenada de

defini¢gdes das propriedades da aritmética.

Uma definicdo precedera a outra se o nimero de letras do
alfabeto empregadas na sua defini¢do, for menor do que o
numero de letras empregada na outra definicdo. No caso de
duas defini¢gdes empregarem o mesmo numero de letras do
alfabeto, o posicionamento na lista de defini¢des sera
decidido baseado no critério da ordem alfabética. De posse
desta lista, associaremos ao seu primeiro elemento o
numero 1, ao segundo elemento da lista o numero 2, ¢

assim sucessivamente.

U http://www.ufrj.im.dmm.br/risk
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Como cada defini¢do ficarda associada a um uUnico numero
inteiro, pode acontecer em certos casos, que o Pproprio
numero associado a uma certa defini¢do possua a
propriedade descrita por ela. Por exemplo: se o numero
associado a defini¢do da propriedade de um numero ser
primo, divisivel apenas por si mesmo e pela unidade, ¢ 19,
temos claramente que ele, o 19, possui a propriedade
descrita pela expressdo de numero 19 . Por outro lado pode
acontecer, o que deve ser inclusive mais provavel, o
contrdrio: que o nimero associado a defini¢gdo de uma certa
propriedade da aritmética ndo possua a propriedade
descrita pela defini¢do a que ele se refere. Por exemplo: se
o numero associado a defini¢do da propriedade de um
numero ser par, miultiplo de dois ¢ 35, temos, também
claramente, que ele o 35, ndo possui a propriedade a que
ele se refere, ou seja, a de ser um numero par. Os nimeros
que se referem aos casos descritos no segundo exemplo,
serdao chamados de richardianos, isto é, um numero sera
richardiano se ele ndo possuir a propriedade aritmética
descrita na definicdo associada a ele na lista de defini¢des
aritméticas, confeccionadas da maneira explicada acima.
Serdo nao richardianos, caso contrario, isto €, quando
possuir a propriedade por ele designada na lista de
defini¢oes das propriedades aritméticas.”

Agora, a propriedade de um numero ser richardiano
passa entdo a ser associada a um numero N. Podemos entdo
perguntar: serd N richardiano? e mais uma vez, teremos
como resposta: N E richardiano se e somente se N é néo

richardiano.
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Capitulo 4 Teorema da Incompletude

Auséncia

Carlos Drummond de Andrade

Por muito tempo achei que auséncia é falta.

E lastimava, ignorante, a falta.

Hoje nao a lastimo.

Nao ha falta na auséncia.

A auséncia é um estar em mim.

E sinto-a, branca, tdo pegada, aconchegada nos
meus bracos,

que rio e danco e invento exclamacdes alegres,
porque a auséncia, essa auséncia assimilada,

ninguém a rouba mais de mim.
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4.1 A Revolucao

“Sobre aquilo que ndo se pode falar, deve-se calar”.

Wittgenstein®”

E bem provavel que nove anos antes Ludwig Wittgenstein
(1889-1951) ja previsse na linguagem o que Kurt Godel (1906—
1978) constatou e¢ formalizou na matematica nos alertando com
sua frase acima da incapacidade da linguagem ser completa e
consistente.

Em 1931, Godel transformou os paradoxos de linguagem em
matematica. A idéia de Godel era usar a matemadatica para explicar
a propria matemdtica (usar a metamatemadtica). Essa nog¢do de
matematica introspectiva provou seu enorme poder e a sua
implicacdo mais importante foi o teorema da incompletude que diz
que toda formulacdo axiomatica consistente da teoria dos numeros
contém proposi¢des indecidiveis. Em um sentido mais amplo,
Godel mostra com seu teorema que verdade ¢ demonstrabilidade
sdo coisas distintas.

Godel desenvolve sua teoria inspirado no paradoxo do
Mentiroso e no paradoxo de Richard utilizando o mapeamento

coOmo recurso.

4.2 O Mapeamento

A nog¢ao de mapeamento ¢ importantissima para a
matematica. Temos como exemplo na geometria analitica, pontos
sendo representado por pares de numeros. Uma caracteristica
importante do mapeamento é que deve existir uma

correspondéncia biunivuca entre os dois conjuntos de objetos.

2 WITTGENSTEIN, Ludwig. Tractatus Logico-Philosophicus. Sdo Paulo:Edusp, 1993. p.281
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O aspecto fundamental

do mapeamento ¢

que podemos

provar que uma estrutura abstrata de relagdes incorporadas em um

dominio de objetos também vale entre objetos de outro dominio.

Foi basicamente esse aspecto que impulsionou Gdédel a estruturar

sua prova. A idéia de Godel era aritmetizar a teoria da prova, ou

seja, transportar todos

linguagem da metamatemdtica, para

utilizar suas relagdes.

(O]

passos

de uma prova,

incluindo a

aritmética, podendo assim

Veremos agora como Gddel estruturou e pds em pratica essa

engenhosa proposta.

Primeiramente, Gddel mostra que ¢ possivel atribuir a cada

signo um Unico numero, o que acaba servindo de identificagdo

desse signo. Assim, como um uUnico numero ¢ atribuido a cada

signo, podemos

facilmente

identificar o

signo

se tivermos o

numero e vice ¢ versa. Esse nimero que é atribuido é chamado de

numero de Godel.

Vemos nas

tabelas abaixo como funciona o

sistema de

numeracdo. Na tabela 1 temos o exemplo de numeracdo de signos

constantes.
TABELA 1
Signo Numero de Godel Leitura
~ 1 Nio
A" 2 Ou
-] 3 Se.. Entdo
3 4 Existe um..
= 5 E igual
0 6 Zero
S 7 O Sucessor imediato de
( 8 Pontuacao
) 9 Pontuacao
, 10 Pontuacao

33 As tabelas abaixo foram baseadas nas apresentadas em NAGEL, Ernest; NEWMAN, James R.
Prova de Godel. Sao Paulo: Editora da Universidade de Sao Paulo, 1973.
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Podemos numerar também as varidveis numeéricas

(que

podem ser substituidas por numerais e expressdes numéricas), as

variaveis sentenciais (que podem ser substituidas por formulas) e

as variaveis predicativas (que podem ser substituidas por
predicados).
Para atribuirmos valores as varidveis devemos seguir

algumas regras:
1) deve-se associar a cada varidvel numérica distinta um
nimero primo distinto maior que 10;
2) deve-se associar a cada variavel sentencial distinta, o
quadrado de um nimero primo distinto maior que 10;
3) deve-se associar a cada variavel predicativa distinta, o
cubo de um nimero primo distinto maior que 10;

Exemplificaremos melhor nas tabelas abaixo a numerac¢do de

variaveis numéricas (tabela 2), sentencial (tabela 3) e predicativa

(tabela 4).

TABELA 2

Variavel Numérica Numero de Gdodel Substituicdo
X 11 0
Y 13 1
Z 17 Y

TABELA 3

Variavel Sentencial Numero de Godel Substituigao
P 112 X =y
Q 132 (3Ix) (x = sy)
R 172 p>oOq
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TABELA 4

Variavel Predicativa Numero de Godel Substituicao
P 113 Primo

Q 133 Composto

R 173 Maior do que

Entdo, se tivermos a sentenga matematica (Jx) (x R y),
existe um x tal que x ¢é maior que y. Teremos a seguinte

numeracao:

«—
«—
4_
«— -
«— ~
«—
«—
— <«
«—

Porém, seria muito mais facil de trabalhar, se ao invés de
um conjunto de numeros tivéssemos apenas um Unico numero.
Godel entdo, resolve simplificar a numeracdo da seguinte maneira:
fazendo o produto dos nove primeiros primos (porque nove é o
numero de simbolos), cada um elevado ao numero de Godel
correspondente ao signo elementar. Assim, para a sentenca acima
teriamos o numero que podemos chamar de m, onde m ¢ da
seguinte forma:

3

m=2%x 3*x5"x 7" x11¥%x 13" x 177 x 19" x 23°

Dessa maneira, a toda seqiiéncia finita de signos elementares
podemos atribuir um numero de Gdédel. O mais impressionante ¢
que se tivermos um numero de Godel podemos rapidamente
identificar a expressdo que ele simboliza, pois pelo teorema
fundamental da aritmética temos a certeza que um inteiro

composto possui uma unica decomposicdo em fatores primos.
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Vejamos pelo esquema abaixo como essa identificagdo

funcionaria:

A)Dado o numero de Godel 243.000.000
B) Decompondo em fatores primos temos:

243.000.000 = 2% x 3% x 5¢

C) Temos, entdo, os numeros 6 5 6
0 = 0

D) Assim, a senten¢a correspondente ao numero de Godel

243.000.000 ¢ 0 = 0

4.3 O indecidivel

Como vimos, o desenvolvimento da matematica conduziu a
formalizagdo. Havia uma enorme busca pela prova da consisténcia
da matematica. Segundo Godel, os sistemas mais completos
construidos até aquele momento eram o Principia Mathematica e
os axiomas de Zermelo-Fraenkel.

Ambos os sistemas eram tdo gerais que todos os métodos de
demonstracdo usados até entdo, poderiam formalizar-se neles, ou
seja, podiam ser reduzidos a axiomas e regras de inferéncia.

Entao, seria razoavel supor que estes axiomas e regras de
inferéncia seriam suficientes para decidir todas as questdes
matematicas que possam ser expressas nesse sistema. Mas nao foi
assim que funcionou, alguns problemas simples nao podiam ser
decidiveis com base apenas nos axiomas. Ou seja, Godel mostrou
que em todo sistema formal existem proposi¢cdes que sao
indecidiveis, ou seja, ela nem sua nega¢do podem ser provadas
dentro do sistema.

O sistema formal utilizado por Gddel para a elaboracgao de

sua demonstracdo foi uma sobreposi¢cdo dos axiomas de Peano a
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l6gica do Principia Mathematica. Para ele, um sistema formal
deveria especificar: seus simbolos basicos, suas formulas, seus
axiomas, e a relacdo de ser uma consegqiiéncia imediata de. Os
resultados da demonstragdo de Goédel podem ser encontrados em
qualquer sistema formal que contenha proposi¢des aritméticas.

Para provar que um sistema ¢ consistente € necessario
encontrar uma proposi¢do que ndo possa ser demonstrada, ja que
na loégica classica, uma contradicdo implica a trivialidade do
sistema, isto ¢, que tudo ¢ verdadeiro.

1) Se (Ard) = B

Ou seja, se ha contradigdo, toda proposigdo é verdadeira.

A partir de 1) podemos concluir que:

Se 7 B ndo verdadeiro =7 (414)

Se nem tudo vale = o sistema ¢é livre de contradi¢des,
consistente.

Agora, a busca de Gdodel para evitar o paradoxo, através do
mapeamento, ¢ tentar provar a existéncia de algo que existe e ndo
pode ser provado. O resultado, no entanto, foi que Godel se viu
mapeando o paradoxo de Richard para a aritmética, construindo
uma sentenca matemadtica que ¢ tanto auto referente como auto
excludente, mas evitando as imprecisées contidas no paradoxo
original.

1°* Godel descreve

Antes de fazer sua demonstragcdo forma
. . . , - 35 . . ,
informalmente o que vai fazer em seu raciocinio™. Seu objetivo ¢
obter uma proposi¢do indecidivel, isto é, uma proposi¢do A para
qual nem 4 nem ndo A4 sdo demonstraveis.

Seja, entdo, uma féormula com precisamente uma variavel

livre, a chamarei de expressdo de classe.

** Essa demonstragio pode ser encontrada no Teorema 7 do Apéndice

3 Explicacio baseada na dada por Gédel em GODEL, Kurt. O Teorema de Godel e a Hipotese
do Continuo. Lisboa: Editora da Fundacio Calouste Gulbenkian, 1979.p.248 ss
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As expressdes de classe podem estar de alguma maneira
ordenadas. Assim, a expressdo de classe de ordem n representarei
por R(n).

Seja o uma expressdo de classe e [a, n/] a féormula que
resulta da expressdo de classe o quando substituo a varidvel livre
pelo numero natural n.

Definiremos uma classe k& de numeros naturais do seguinte
modo:

n €k <& ~Bew [R(n); n]

Isto é, n € k se e somente se¢ a formula ndo é demonstravel
quando a variavel é substituida por n.

Podemos também definir que existe uma expressdao de classe
S tal que [S, n]/ que diz que n € k. Ou seja, que ndo pode ser
demonstrada.

Essa formula estara ordenada, terd uma ordem certa e
definida tal que S = R(q).

Mostraremos que [R(q); q] é indecidivel.

Se [R(q); q] fosse demonstravel ela diria que ¢ € k, ¢ assim
~Bew [R(n); n], ou seja, ndo pode ser demonstravel.

Por outro lado se ~/R(q), q] fosse demonstravel ¢ ¢ k logo
Bew [R(q);, q], ou seja, ela e sua negacdo poderiam ser
demonstraveis.

Uma demonstragdo alternativa a demonstragao formal de

Godel ¢ a demonstragdo de Ricardo Kubrusly descrita a seguir:

Para facilitar, podemos criar uma férmula Dem (x,y) que
representa: o conjunto de formulas com numero de Godel x é uma
prova da formula cujo numero de Gédel é y. Da mesma maneira
podemos criar a formula ~Dem (x,y) que representa: o conjunto de
formulas cujo numero de Gédel ¢ x ndo é uma prova da formula

cujo numero de Gdodel é y.

Agora, considere a formula 7 y (x) ~Dem (x,y) que nos diz

que: existe uma formula cujo numero de Godel é y, para a qual
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qualquer conjunto de formulas cujo numero de Gédel ¢ x ndo é
uma prova para ela, ou seja, a propria formula cujo numero de
Gddel ¢ y. Em outras palavras, existe uma formula que ndo pode
ser demonstrada. Chamaremos o nimero de Godel que representara
a formula (x) ~Dem (x,y) de G (y). Assim, podemos notar que para
cada y teremos um numero de Gdédel G (y) diferente. Gédel provou
que existe solucdo para a equag¢dao G (y) = y. Com isso, a formula
cujo numero de Goédel ¢ y e que ndo pode ser demonstrada ¢ a

propria (x) ~Dem (x,y), ou seja, temos (x) ~Dem (x,G (y)).
Assim, foi possivel construir o tdo desejado:

Fy (x) ~Dem (x,y), com y = G (y)

A formula de nimero de Godel y (que ¢ ela mesma) ndo pode
ser demonstrada. Ou seja, a formula que ndo pode ser demonstrada

¢ que existe uma formula que ndo pode ser demonstrada.

Ao analisarmos a estrutura da formula, (x) ~Dem (x,G (¥)),
que diz que ndo pode ser provada vemos que ela ¢ paradoxal pois
se a formula for verdadeira, ela podera ser demonstrada como
verdade do sistema, mas como ela diz que ndo pode ser
demonstrada ecla sera falsa. Do mesmo modo, se admitirmos que
ela ¢ falsa, que ndo pode ser demonstrada como uma verdade do
sistema, pelo principio do terceiro excluido, ela poderda ser

demonstrada, logo ¢ verdadeira.

Assim, ao nos depararmos com a questdo acima derrubamos

de vez a expectativa de uma matematica consistente ¢ completa.

Temos uma situa¢do limite em que o sistema tem que optar

entre o paradoxo e o indecidivel.

De modo algum podemos abrir mado da consisténcia do
sistema matematico, logo sem paradoxos, com certeza ela
produzird indecidiveis. Esses indecidiveis devem ser postos para
fora do sistema, para que ndo gerem contradi¢cdes ¢ nao resgatem a

inconsisténcia. Logo, existirdo afirmag¢des que ndao podem ser
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provadas dentro do sistema, que por sua vez ndo sera capaz de
provar ou contraprovar todas as suas afirmag¢des, logo ele sera

incompleto. Assim, podemos tirar a primeira conclusao:

Se a matematica é consistente, ela é incompleta.

OBS: Niao devemos nos preocupar pois, sem muitos danos,
poderemos fora do sistema julgar como verdadeira ou falsa uma
afirmag¢do contida num indecidivel e introduzi-la no sistema

anexando a ele um novo postulado.

Para construirmos a féormula 7 y (x) ~Dem (x,y), acabamos
afirmando a impossibilidade de se demonstrar dentro do sistema
uma outra féormula cujo numero de Godel ¢ y, (x) ~Dem (x,y). Em
seguida ao associarmos o numero de Godel G (y) a essa formula,
construimos um indecidivel pois a formula diz que ela mesma néo

pode ser demonstrada. Ou seja:

Fy (x) ~Dem (x,y) = (x) ~Dem (x,G(y)).

Entdo, basta encontrar pelo menos uma férmula que ndo
pode ser demonstrada que estaremos demonstrando a férmula que
assegura a existéncia de um indecidivel e que como ja vimos ndo
pode ser demonstrada. Logo, podemos chegar a uma segunda

conclusio:

Se a matematica € consistente, ou seja livre de paradoxos,
sua consisténcia nao pode ser provada dentro da propria

matematica.

Se a afirmacdo acima ndo fosse verdadeira, poderiamos
entdo demonstrar a formula 7 y (x) ~Dem (x,y) que resultaria na

demonstragdao da formula (x) ~Dem (x,G(y)) que ndo pode ser nem
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provada, nem contraprovada para que o

consistente.

sistema

se mantenha
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Capitulo 5 Algumas Idéias para Serem Discutidas

Verdade

Carlos Drummond de Andrade

A porta da verdade estava aberta,
mas s0 deixava passar

meia pessoa de cada vez.

Assim nido era possivel atingir toda verdade,
Porque a meia pessoa que entrava

Sé trazia meio perfil de verdade.

E sua segunda metade

Voltava igualmente com meio perfil.

Arrebentaram a porta. Derrubaram a porta.
Chegaram ao luminoso

Onde a verdade esplendia seus fogos.

Era dividida em metades

Diferentes uma da outra.

Chegou-se a discutir qual a metade era mais bela.
Nenhuma das duas era totalmente bela.
E carecia optar. Cada um optou conforme

Seu capricho, sua ilusao, sua miopia.
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“As palavras e as coisas sO0 se abracam em
certas ocasides e mesmo assim com um
certo desconforto.”

Walter Benjamin

Ha muito tempo se discute se as estruturas matematicas
possuem uma existéncia real ou ideal para que a partir dessa
defini¢do se estabelegca o critério de defini¢do do que realmente €
verdade matematica.

Existem algumas opinides a respeito desse problema. O
realismo defende que proposi¢cdes matematicas sdo verdadeiras na
medida em que encontram correspondéncia com a natureza, com o
mundo fisico. Ja4 o idealismo acredita que a matematica possui
objetos mentais. Dentro da visao idealista, podemos diferenciar a
visdo Platonista que afirma a independente existéncia de toda
concepcdo matematica. E os intuicionistas que afirmam que tudo
depende a priori de uma base intuitiva de sucessdo temporal. Por
fim, ha o formalismo, que como ja& foi descrito nos capitulos
anteriores, acredita que os objetos matemadaticos sdo simbolos
desprovidos de significados. O formalismo seria uma linguagem
perfeitamente precisa, onde a partir de um nuimero minimo de
axiomas e regras primitivas de inferéncia seria possivel expressar
qualquer proposi¢do matematica por uma férmula.

Neste Capitulo, venho defender uma visdo nem tanto
realista, pois como veremos na minha argumentacdo ndo creio que
as verdades matemadticas sempre encontrem correspondéncia na
natureza muito menos que os objetos matemdaticos estejam no
mundo real. Nem tdo pouco sou formalista ao ponto de achar que
0s objetos matematicos sdo sempre meros simbolos desprovidos de
significados.

Acredito numa visdao idealista, ou seja, que a matematica
possui objetos mentais, entretanto ndo acho que a sucessao

temporal exista nesse mundo ideal. Acho que a matematica nédo
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precisa estar submetida ao tempo uma vez que o infinito permeia
toda sua base. Também ndo acho que o Platonismo venha
responder realmente o que ¢ a natureza dos objetos matematicos,
pois diferentemente de Godel creio que esses objetos sdo ideais
dependentes da nossa estrutura mental.

Logo, ouso descordar com Gddel quando ele diz que objetos
matematicos sdo conceitos que formam uma realidade objetiva
propria, que ndo pode ser criada ou modificada, mas somente
percebida e descrita. Baseando sua argumenta¢do na existéncia de
proposi¢des indecidiveis na matemadatica. Pois para Godel, o
criador necessariamente conhece todas as propriedades da sua
criatura e a criatura nao pode possuir outras propriedades além
daquelas dadas pelo criador.

Mas de modo algum, a estrutura lingiiistica que ¢ a
matematica pode ser independente de n6s, uma vez que somos nads
que definimos seu corpo de axiomas e suas regras de inferéncia e
as manipulamos mentalmente gerando novos resultados.

Meu ponto de vista entdo, estd em consondncia com o que
diz Carnap (1891-1970). Acredito que as verdades matematicas
sdo conseqiiéncias da ado¢do de uma estrutura, de uma armacio
lingiiistica que tem como objetivo uma fundamentagdo tedrica
onde os resultados necessariamente estejam de acordo uns com os
outros e quando possivel, com fatos empiricos, na tentativa de
descri¢gdo do mundo.

De fato, ndo acredito que o teorema da incompletude venha
afirmar um platonismo na matematica mas apenas constatar que a
linguagem ndo pode dizer nada a respeito da sua propria estrutura.

Entdo vamos discutir um pouco mais esse assunto. Para
fundamentar a argumentacdo posta anteriormente comegarei
discutindo o que sdao estruturas matemadaticas ¢ onde ¢ possivel
encontra-las. Sabemos que sdo estruturas matematicas: numeros,

conjuntos, formas geométricas, ...
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E fato que ndo precisamos nos esforgar muito para nos
depararmos com essas estruturas. Inimeros objetos ao nosso redor
possuem diversas formas geométricas. Além disso, medidas e
quantidades sdo dadas em numeros, e conseguimos com facilidade
quantificar praticamente tudo.

Porém, na verdade se analisarmos melhor, sera que
realmente nos deparamos com essas estruturas na realidade?
Quando medimos um terreno e verificamos que este possui 10
metros de comprimento o que realmente se mostra na realidade
ndo ¢ o numero 10 e sim a extensdo de terra.

Do mesmo modo, quando calculamos a velocidade de um
carro, por exemplo, o que estava na realidade ndo ¢ a velocidade e
sim uma determinada distdncia percorrida com o decorrer de um
periodo de tempo (pelo menos que tive a sensacdo de ter
decorrido).

Assim como, se detecto um crescimento da taxa de
natalidade (e faco essa detec¢do em numeros) o que realmente
percebo na realidade sdo criangas.

Mas se ao olhar minha mesa redonda finalmente tenho uma
sensacdo de alivio pois enfim achei uma estrutura matemaética na
realidade (um circulo) logo sou surpreendida pois ao dividir o
comprimento da circunferéncia pelo didmetro ndao acho pi.

Com base nesses argumentos, ¢ possivel que as estruturas
matematicas ndo sejam pré-existentes na medida em que ndo ¢
possivel acharmos nimeros ou objetos perfeitos na realidade.

Essa idéia de que as estruturas matematicas ndo estdo na
realidade objetiva se fortifica se estamos de acordo com Hilbert,
que dizia que “em um certo sentido a matematica nada mais ¢ que
uma sinfonia sobre o tema do infinito”*®. O infinito ¢ um elemento
importante nessa discussdo pois de fato parece nao existir na

natureza e assume papel fundamental indiscutivel na matematica

3 MARTINEZ, Javier de Lorenzo. A Ciéncia do Infinito. Scientific American Brasil, Sio Paulo,
n° 15, Pagina 6 — 13, 2006.
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situando-se na base da andlise matemdatica como, por exemplo, na
formalizac¢do do conceito de continuidade de uma funcdo em um
ponto®’. Além disso, quando analisamos as demonstra¢des que
recorrem ao infinito real mais uma vez a presenca do infinito na
matematica corrobora para a conclusdo de que esta seria uma
construgdo absolutamente mental pois estas demonstragdes perdem
o carater construtivo, ou seja, elas possuem apenas um cardater
existencial sem que se possa construir o objeto cuja existéncia
elas demonstram. Pode ser que em alguns casos a gente ainda ndo
tenha descoberto o caminho dessa construgdo, porém em outros,
essa construgcdo ja ¢ de fato vista como impossivel tais como
acontece com 0S hiperinfintos38.

Se olharmos ainda a demonstragcdo da existéncia dos
nimeros transcendentes”, nos deparamos com uma demonstragio
absolutamente ndo construtiva que para mostrar sua existéncia a
nega para chegar a um absurdo.

Cantor fez a demonstracdo da seguinte maneira: ele
demonstrou que o conjunto dos nimeros reais € ndo enumeravel e
que o conjunto dos numeros algébricos ¢ infinito enumeravel
fazendo uma bijecdo entre os elementos do conjunto dos naturais e
os elementos do conjunto dos numeros algébricos. Logo existem
numeros reais que ndo sdao algébricos, mostrando assim, a
existéncia dos numeros transcendentes. E facil ver que estes, por

5 = (.40
sua vez, Sa0 ndo enumeraveis .

37 Uma funcdo f é continua no ponto X, se, para todo & > 0,existe 6 > 0 tal que, se | x -x0| < 9, entao
| f(x) - f(x,) | <€

% Um conjunto é, por definicfio, infinito quando consegue corresponder biunivucamente seus
elementos com elementos de pelo menos um de seus subconjuntos. Um conjunto é hiperinfinito
quando além de apoiar-se na definicio acima exige que a correspondéncia entre os seus elementos
e dos elementos de seus subconjuntos conserve todas estruturas aritméticas adicionais do
conjunto.

* Um niimero é transcendente quando n#o é raiz de nenhum polindmio com coeficientes inteiros,
ou seja, quando nao ¢é algébrico.

0 A demontraciio pode ser vista no Teorema 8 do Apéndice .
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Como ja argumentamos, os objetos matematicos parecem ndo
poder ser detectados na realidade. As formas geométricas ndo sdo
passiveis de serem encontradas na natureza e se as construimos,
mesmo assim, o que teremos sdo aproximagdes. Como sera
possivel construir um quadrado cujo lado mede / se sua diagonal
devera medir /(+/2? Por mais preciso que meu instrumento de
medicdo seja, a diagonal feita por mim ndo medira jamais K\/E,
pois V2 & um namero incomensuravel, de escrita infinita. E
importante refrizar que ndo se trata de wuma questdo de
aperfeicoamento do instrumento de medida. E posto que, dentro
do paradigma matemdtico vigente, nunca serd possivel a
construgdo dessa diagonal e de qualquer outra como também nao

serd possivel jamais construir a altura de um tridangulo eqiiilatero,

NG

de lado 7, ja que esta mede —

Sendo assim, mesmo que tenhamos a sensacdo que ¢ possivel
encontrar nimeros naturais e¢ até inteiros na realidade, quando nos
damos conta dos irracionais tudo muda de figura.

Aumentamos nossa inquietude quando nos deparamos com o
Paradoxo de Banach - Tarski’’. Nele n3o ha contradigédo
matematica, apenas uma ndo correspondéncia entre o tedrico e o
real fruto do mundo continuo da matematica e das conseqiiéncias
do axioma da escolha™.

No paradoxo de Banach-Tarski, uma esfera pode ser
decomposta em um numero finito de pedacos de tal maneira que
esses pedagos adequadamente deslocados (sem deformacgdo) se
reagrupem para formar duas esferas idénticas a esfera inicial.
Mais ainda, uma esfera pode ser transformada num cubo, sem
nenhuma restricdo relativa ao volume inicial da esfera e final do

cubo.

*1 A demontraciio desse paradoxo pode ser vista no Teorema 9 do Apéndice

0 Axioma da Escolha é um indecidivel matematico. Essa demonstragio pode ser vista no
Teorema 6 do Apéndice.
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Deste viés, ¢ mais plausivel que as estruturas matematicas
sejam uma obra humana e, na verdade, com a possibilidade de
aproximacdo sucessiva, os objetos reais, que existem na realidade
objetiva, encontrem nelas uma maneira eficaz de leitura, de
representacéao.

Desta forma, a matematica serviria de linguagem para a
natureza e para a realidade.

Mas como ¢ possivel essa leitura? Como algo abstrato cheio
de regras exclusivas do pensamento pode servir tdo eficazmente
para representar a realidade concreta?

A partir de agora, nosso objetivo é buscar respostas para
essas perguntas.

Segundo Wittgenstein: “O mundo imaginario, por mais que
difira do mundo real, deve ter algo — uma forma — em comum com

ele 9543

. Logo, a matematica, com seus objetos ideais, deve possuir
algo em comum com a realidade. “O disco gramofdnico, a idéia
musical, a escrita musical, as ondas sonoras, todos mantém entre
si a mesma relagdo interna afiguradora que existe entre a
linguagem e o mundo”*

Na verdade, acredito que a matematica, o mundo imaginario,
e a fisica, o mundo real, possuem em comum a estrutura logica
decorrente das suas raizes iniciais. Explicarei melhor. O homem
sempre buscou verdades sobre o mundo e para criar seus modelos
tedricos precisou, em diversos campos, assumir verdades
primeiras, que na maioria das vezes ndo puderam, e ainda ndo
podem, ser comprovadas.

Essas verdades foram sendo manipuladas cuidadosamente

com regras claras, ou seja, por uma logica pois para ser

conhecimento valido sempre se buscou o rigor da linguagem.

“ WITTGENSTEIN, Ludwig. Tractatus Logico-Philosophicus. Sio Paulo:Edusp, 1993. Aforismo
2.022

* WITTGENSTEIN, Ludwig. Tractatus Logico-Philosophicus. Sdo Paulo:Edusp, 1993. Aforismo
4.014
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Sendo assim, algumas coisas precisavam ser intuidas para
que a partir delas, se desenvolvesse a busca pelo conhecimento.
Um exemplo claro dessa intuicdo ¢ que o homem acreditava que o
Sol girava em torno da Terra. A partir dessa premissa foi
desenvolvida todo um conjunto de teorias.

E claro, que o homem ao mesmo tempo em que elaborava
essas verdades iniciais, que podemos chamar de axiomas, acerca
da experiéncia, do real, também o fazia acerca do ideal, do
abstrato. Um exemplo de axioma acerca do abstrato ¢ o classico
axioma de Euclides: Por dois pontos distintos passa uma unica
reta.

No momento em que elaboro verdades, baseada na intuigao,
sobre o ideal, como o axioma de Euclides, visto acima, estas
produzem um sistema consistente. Mesmo que a intui¢do nos
engane, essa verdade vai originar um modelo possivel. Ainda na
geometria posso elucidar a questdo. Se assumo o 5° Postulado de
Euclides® como verdadeiro, tenho a geometria euclideana. Se
assumi-lo como falso crio as geometrias ndo euclideanas e de
modo algum estas impedem, ou anulam a existéncia da primeira.
No abstrato, dois modelos com verdades antagdnicas podem co-
existir com tranqiiilidade.

Contudo, quando fago uma premissa intuitiva baseada na
observacgdo sobre a realidade, introduzo esta verdade no sistema e
a partir dela desenvolvo uma teoria, como foi feito no nosso
exemplo da crenca que o Sol gira em torno da Terra, ou até mesmo
da Terra ser plana. No momento em que constato que a observacgao
ndo foi feita corretamente, tendo que assumir uma nova verdade,
que a Terra é que gira em torno do Sol, ou que a Terra nao ¢
plana, estas gerardo um novo modelo tedrico que, por ser
contraditério com o primeiro, o anulard. Pois quando falo de
Terra e Sol falo de realidade, logo, estou atrelada a ela, tendo a

obrigacdo de descrever um modelo condizente com esta realidade.

*> Por um ponto P fora da reta r, passa apenas uma unica reta s paralela a r.
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Desse modo, as teorias geradas a partir dos axiomas sobre o
abstrato podem ser vistas como fazendo parte do corpo da
matematica, ja as teorias desenvolvidas com base nas verdades a
respeito do real, compdem a fisica.

Assim, esses dois campos de conhecimento se distinguiriam
por seus objetos. a fisica se baseia em objetos reais e cria leis
modelando esta realidade, como por exemplo a Primeira Lei de
Newton®. J4 a matematica possui objetos ideais, como ja foi dito,
e cria modelos abstratos. Ou seja, a existéncia da matematica ¢
uma questdo de consisténcia formal enquanto a existéncia da
fisica esta atrelada a experiéncia. Entretanto, o que estamos
discutindo ¢ que, muitas vezes esses modelos abstratos sdo
utilizados como modelagem da realidade, como por exemplo a
descricdo do movimento de um projétil através de uma fungdo.

Wittgenstein em seu Tractatus Logico-Philosophicus faz
aforismos a respeito da descrigdo da realidade, vejamos alguns:

“Figuramos os fatos”*

“A figuragio é um modelo de realidade”®

“ O fato, para ser uma figuracdo, deve ter algo comum com o

: 4
afigurado”.®

13

O que toda figuracdao, qualquer que seja sua forma, deve

ter em comum com a realidade para poder de algum modo —

¢ Todo corpo tende a permanecer em repouso ou em movimento retilineo uniforme.

* WITTGENSTEIN, Ludwig. Tractatus Logico-Philosophicus. Sdo Paulo:Edusp, 1993. Aforismo
2.1

* WITTGENSTEIN, Ludwig. Tractatus Logico-Philosophicus. Sdo Paulo:Edusp, 1993. Aforismo
2.12

* WITTGENSTEIN, Ludwig. Tractatus Logico-Philosophicus. Sio Paulo:Edusp, 1993. Aforismo
4.16
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correta ou falsamente — afigurd-la ¢ a forma ldégica, isto €, a

. 50
forma da realidade”

“A figuragdo tem em comum com o afigurado a forma légica

de afiguragio”

Dessa forma, baseado nessas idéias, a matematica com seus
objetos ideais figura os fatos da realidade. E essa figuragdo ¢ um
modelo da realidade, uma construcdo simbdlica do mundo. E isso
se torna possivel pois a figuracdo se enlaga com a realidade
através da afiguracdo. Isto é, a matemadatica permearia a realidade
através da fisica, pois ambas possuem a mesma estrutura logica.

A relagdao afiguradora (fisica) consiste nas coordenagdes
entre os elementos da figuracdo (matemadtica) e as coisas (a
realidade). Segundo Wittgenstein, essa coordenag¢do funciona
como antenas dos elementos da figuragdo, com as quais ela toca a
realidade.

Concluo entdo, que os numeros sdo essas antenas que fazem
o elo entre o real e o ideal, concreto e abstrato.

Mas como isso acontece ja que os numeros ndo estdo na
realidade? A resposta para isso € que os numeros representam a
realidade como significado e ndo como significante e ja na
matematica o contrario acontece. Vou explicar melhor. O que
existe na realidade ¢ quantidade. Para a designacdo dessa
quantidade foi inventada uma simbologia. Esse simbolo quando
representa a realidade possui significado, ou seja, expressa acerca
do mundo ao nosso redor, como por exemplo ha 10 criangas na
sala, o 10 representa a quantidade de criangas existentes na sala.
Entretanto, podemos desprover esse simbolo de conteudo, de

conceito ¢ trabalhar apenas com sua simbologia, com sua forma, o

* WITTGENSTEIN, Ludwig. Tractatus Logico-Philosophicus. Sio Paulo:Edusp, 1993. Aforismo
2.18

> WITTGENSTEIN, Ludwig. Tractatus Logico-Philosophicus. Sdo Paulo:Edusp, 1993. Aforismo
2.2
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numero como significante. Logo, para representar a realidade o
numero se apresenta como significado, como conceito e para ser
manipulado mentalmente se apresenta como significante, como
forma. Desta forma ¢ possivel admitir que a matemdtica diga
numericamente a respeito do mundo e concomitantemente possua
numeros que nao falam a respeito do mundo como por exemplo os
irracionais. Os irracionais sdo apenas significantes de nenhum
modo assumem um papel de significado, ndo representam a
realidade.

De posse dessa explicagdo vamos tentar entender como isso
funciona. Vamos retornar ao exemplo quando fazemos uma
medi¢gdo em um terreno. O que realmente estd na realidade, como
objeto, ¢ a extensdo de terra. Essa extensdo pode ser quantificada,
e a maneira que represento esta quantidade ¢ através de uma
simbologia inventada, através dos numeros. Esse nimero por sua
vez estd carregado de significado, impregnado de realidade, 10
representa a extensdo de terra do comprimento do meu terreno, o
10 ndo se encontra no real ¢ apenas uma simbologia, mesmo que
significativa.

E possivel entdo abstrair o significado do numero e este se
tornar significante e desta forma servird de objeto matematico. Ou
seja, o objeto matematico ¢ o nimero em sua forma ideal, que
pode ser manipulado e operacionalizado. Assim, por exemplo,
posso fazer 10 — 2 = 8. Nessa conta 10, 2, 8 s3o apenas simbolos
mas quando retorno a realidade e atribuo significado a esses
simbolos 10 pode ser o numero de criangas que estavam na sala, 2
o numero de crian¢as que sairam da sala e 8 o numero de criangas
que permanecem na sala.

Para querer inferir na realidade através do jogo mental, além
de que se possua mesma estrutura ldgica, é preciso que o numero
quantificador, como significado seja utilizado apenas como

significante. S6 assim consigo manipula-lo chegar a um resultado
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e fazer novamente a travessia e recarregar o que era apenas
simbolo de realidade.

Podemos analisar um outro exemplo, dessa vez utilizaremos
a modelagem do movimento pela formula. Vejamos o caso: § = So
+ Vot. Essa formula descreve: Espaco ¢ igual a espago inicial
mais velocidade inicial vezes o tempo. Novamente os numeros
serdo significado e significante e fardo o elo de ligacdo entre a
matematica e a realidade por intermédio da fisica.

A fisica através de experimentos observa que um carro parte
com uma velocidade inicial Vo, sem aceleracdao, de um
determinado ponto So e vai percorrendo distancias § com o
decorrer do tempo ¢. No final da observacdo terei inumeros
resultados relacionando o tempo decorrido com o espaco
percorrido. Agora, deixo a significagdo de lado obtenho apenas
pares de numeros. Assim, esses numeros como simbologia sdo
objetos matematicos e podem ser entdo manipulados por ela. A
partir dai, consigo com o auxilio da geometria analitica marcar
geometricamente esses pares de numeros em um plano cartesiano e
consigo deduzir que esses pontos representam uma reta. E como
sabemos retas sdo designadas por fung¢des afins. De posse desses
pontos facilmente encontro a fun¢do que designa essa reta. Essa
funcdo serd capaz de inferir e prever que distdncia o carro
percorreu depois de um determinado tempo decorrido, mesmo sem
que o carro se mova, sem a experimentacao, pois ela resultard em
numeros que num primeiro momento sdao desprovidos de
significado mas que em seguida podem ser retirados do abstrato,
sobrepostos no concreto para falar com uma certa seguranga sobre
a realidade.

Em qualquer anélise, a realidade ¢ passivel de ser modelada
pela matematica. Desta afirmativa novas perguntas surgem. A
natureza poderda ser modelada como um todo? E a matemdtica

sempre que solicitada servird de modelo teorico eficaz?
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Encontrar uma resposta satisfatéoria a primeira pergunta ¢
muito dificil, s6 saberei se posso descrever a natureza como um
todo no dia em que efetivamente conseguir modelda-la como um
todo, enquanto isso ndo acontece serdo apenas conjecturas, entdo,
ndo me prenderei demais a essa discussao.

Quero discutir a segunda questdo levantada: a matematica
servird como modelo eficaz de modelagem da natureza? Podemos
elencar duas possiveis observa¢gdes. A primeira ¢ a seguinte como
foi descrito no exemplo do movimento do carro para que a
modelagem aconteca ¢ sempre necessaria a observacdo pois a
partir dela serdo encontrados numeros cobertos de significados e
destes serdo extraidos numeros significantes que serdo
matematicamente manipulados e resultardo na base tedrica. Tendo
em vista esse processo ¢ possivel que falhemos na observagdo e
ndo consigamos um modelo tedrico tdo eficiente, ja que este ndo
esta descrevendo a realidade como ela realmente é. E o caso da
quebra dos paradigmas como ocorreu com Galileu (1564-1642)
que afirmou que nosso modelo ndo era geocéntrico e sim
heliocéntrico.

Mas penso que ainda ha a possibilidade de a observacdo
estar em perfeita consondncia coma realidade e ndo conseguirmos
modeld-la matematicamente. Isto porque a matemdatica ¢ um
sistema formal que, como vimos no capitulo anterior relacionado
ao teorema de Godel, para ser consistente, precisa evitar
paradoxos, tem que ser incompleto, ou seja, esse sistema possui
afirmag¢des que sdo indecidiveis, isto ¢, ndo podem ser julgadas
como verdadeira ou falsa dentro da prépria matematica. E possivel
que recorramos um dia a matematica a respeito de algo sobre a
natureza ¢ ela simplesmente silencie. Ou seja, que para
executarmos uma modelagem, esta mnecessite comportar um

indecidivel.
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Desta forma a resposta necessaria deixa de ser dada
completamente pelo sistema e tenha de ser inicialmente decidida
por nos.

Se algum dia 1isso ocorrer, ou seja, buscarmos uma
modelagem matematica para a realidade e essa modelagem
recorrer a um indecidivel, podemos imaginar que a matematica
nao ¢ a linguagem ideal para a descri¢do da realidade.

Entretanto, parece-me bem razoavel que a matematica possa
realmente descrever a realidade no momento que ela se descobre
incompleta, no momento que ela sabe que ndo dard conta de todas
suas afirmativas, muito menos de todas as perguntas feitas a ela a
respeito de outros sistemas.

Contudo, até agora, mesmo com quebras de paradigmas, a
matematica consegue embasar teorias fisicas com extrema
eficacia. Até porque as quebras de paradigmas foram feitas no
ambito da fisica, da observacdo. Quando a gravitagdo da fisica
classica, como ja foi citada, ¢é estremecida pela teoria da
relatividade o que ¢é posto a prova é a questdo fisica pois a
matematica da teoria da gravitagdo ¢ extremamente consistente e
eficaz. Se ao invés de Einstein (1879-1955), Newton estiver
correto nao h4d nenhum problema com a matemaéatica responsével
pela teoria da gravitagao.

Desta forma, serd que o teorema de Godel vem como o
siléncio daquilo que ndo se pode falar? Ao nos darmos conta da
incompletude matematica a descartaremos como linguagem
incapaz ou nos daremos conta da sua eficiente capacidade de

representag¢do da realidade?
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Conclusao

(13

Sem duvida ja& lhes perguntaram muitas vezes para que
serve a matematica, ¢ se essas delicadas construgdes que tiramos
inteiras de nosso espirito ndo sdo artificiais, concebidas por nosso
capricho.

Entre as pessoas que fazem essa pergunta, devo fazer uma
distingcdo; as pessoas praticas reclamam de ndés apenas um meio de
ganhar dinheiro. Estes ndo merecem resposta; ¢ a eles, antes, que
conviria perguntar para que serve acumular tantas riquezas e se,
para ter tempo de adquiri-las, é preciso negligenciar a arte e a
ciéncia, as unicas que podem nos proporcionar espiritos capazes
de usufrui-las. E por causa da vida perdem-se as razdes de viver.

Alias uma ciéncia unicamente feita tendo em vista
aplicagdes ¢é impossivel; as verdades so6 sdo fecundas se forem
ligadas umas as outras. Se nos prendermos somente aquelas das
quais se espera um resultado imediato, faltardo os elos
intermediarios, e ndo havera mais cadeia.

A matematica tem um triplice objetivo. Deve fornecer um
instrumento para o estudo da natureza. (...) Tem um objetivo
filos6fico e, ouso dizer, um objetivo estético.

(...) Seus adeptos, sobretudo encontram nela fruigdes
andlogas as proporcionadas pela pintura e musica. Admiram a
delicada harmonia dos numeros e das formas; maravilham-se
quando wuma nova descoberta lhe abre uma perspectiva

. 52
inesperada.”

Henri Poincaré

O Teorema de Godel vem como solug¢do da terceira crise nos

fundamentos da matematica. Essa crise é resultado da aparicdo de

2 POINCARE, Henri.O Valor da Ciéncia. Rio de Janeiro: Contraponto Editora, 1995. p. 89
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paradoxos matematicos, que inicialmente eram exclusivos da
linguagem usual, que surgem com o desenvolvimento da teoria dos
conjuntos de Cantor.

Contudo, o teorema da incompletude vai muito além do que
ser somente a solugdo de uma crise, pois na verdade evidencia a
limitacdo da matemética como linguagem.

Isto ocorre da seguinte maneira:

Conseguimos mostrar que os objetos matematicos sdo ideais,
nao estando na realidade. Contudo, de forma alguma essa auséncia
de objetos na realidade impede a matematica de modelar e
desenvolver teorias abstratas sobre o real. Isto porque a fisica,
que possui objetos reais, faz proposi¢des acerca da realidade.
Como a fisica possui a mesma estrutura l6gica da matematica, ela
consegue através dos numeros corresponder objetos reais a
estruturas matematicas.

Entdo, surge a sensacdo que, salvo as vezes em que as
proposi¢des feitas pela fisica a respeito da realidade ndo sejam
proposi¢des que verdadeiramente correspondam a essa realidade,
sempre poderemos desenvolver teorias eficazes de modelagem e
inferéncia através do arsenal matematico.

Contudo, em 1931, Godel demonstra que a matematica para
se livrar das contradi¢gdes e paradoxos que ameacam sua
existéncia, pois se ela os contiver tudo que for gerado nessa
teoria ndo sera confidvel, deve ser incompleta, ou seja, ndo ¢
capaz de decidir sobre tudo dentro do seu proprio sistema.

Se pensarmos a matematica como corpo de conhecimento por
si, apenas como objetivo estético, esse teorema traz o deslumbre
pela estratégia de sua demonstracdo ¢ gera apenas o incomodo de
determinadas vezes sermos obrigados a parar, decidir sobre
algumas afirmativas e recoloca-las no sistema como verdadeiras
ou falsas para darmos continuidade ao nosso jogo mental sem

problemas.
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Mas se vemos a matematica segundo um outro objetivo,
como instrumento de estudo da natureza, o teorema de Godel traz
a tona os limites, ou seja, a incompletude do sistema matematico,
da linguagem que descreve o mundo.

Enquanto estd tudo aparentemente confortdvel e a
matematica consegue teorizar sobre o espaco € 0 movimento,
vamos continuar a exaltd-la como um sistema forte, potente e
eficaz (que realmente ¢) capaz de inferir, prever e descrever,
vamos continuar a nos maravilhar com seus numeros e suas
formulas.

Mas se algum dia ela resolver silenciar, a respeito do
mundo, e¢ deixar como tarefa nossa decidir, devemos parar e
pensar que s6 desta manecira ela pode estar sendo realmente eficaz

sendo a unica arte que os sentidos ndo captam, apenas a razao.
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Godel e seu irmao Rudolf (a
esquerda)

Retrato de casamento: Gédel e O jovem estudante Godel na
Adele Universidade de Viena

Godel e sua mae Marianne Recebimento de grau
com Oskar Morgenstern Honorario na Universidade de
Rockefeller
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Einstein e Godel, 13 de Maio
de 1947

Oskar Morgenstern e Godel

Fotos retiradas do site da Kurt Godel Society . Disponivel em: kgs.logic.at

. 3

Godel em sua sala, Princeton

Godel em frente ao quadro

negro

Gddel em seu escritdrio
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Apéndice

Aqui, copilamos, a titulo de catdlogo, as demonstragdes
matematicas dos resultados comentados no corpo da dissertacdo.
A seqiiéncia do teoremas apresentados ¢ o de sua apari¢gdo no
texto principal.

As dificuldades variam, indo de demonstragdes bastante
compreensiveis por um leitor leigo até algumas que exigem os

olhos especialistas de matemdaticos experientes.

TEOREMA 1: \/5 é um numero irracional
DEMONSTRACAO:

Faremos esta demonstragcdo por absurdo.

Suponha V2 um namero racional.

Assim, podemos escrever
a

1 =—,

(1) b

onde a,b sdo inteiros e primos entre si”.

Podemos elevar ao quadrado a igualdade (1) obtendo:

2

@5Y=K%T::2:gycsa2:2w (2)

7 2 r 4
De (2) concluimos que a ¢ um namero par, e

conseqiientemente a também ¢ um numero par

Podemos, entdo, escrevé-lo da seguinte maneira:

a
> Dois niimeros a e b sio primos entre si quando o mdc (a, b) =1, em outras palavras Z é

uma fracgao irredutivel
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(3) a=2n

Assim, substituindo (3) em (2) teremos:

4n* =2b* = b* =2n° (4)

De (4) obtemos que b é um nUmero par, e
conseqientemente b também ¢ um numero par.

Desta forma, podemos concluir, que a e bsdo numeros
pares.

Chegamos assim a um absurdo pois supomos que eles eram

primos entre si.
Assim, V2 ndo é um namero racional, pelo principio da nao

contradi¢cdo e do terceiro excluido concluimos entdo que V2 ¢ um

numero irracional. Como queriamos demonstrar.
TEOREMA 2: O conjunto dos numeros Racionais é enumeravel.
DEMONSTRACAO:

Para demonstrar esse teorema precisaremos de dois teoremas

auxiliares o teorema 2.1 ¢ o teorema 2.2. Vejamos:

TEOREMA 2.1: O conjunto dos numeros Reais algébricos é

enumeravel.
DEMONSTRACAO:
Defini¢do: Seja a equagao

f(x) = ax"+a, x"" +a, ,x" 7 +. . +ax +ax+a,=0 (1)
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Dizemos que o indice da equagdo (1) é o nimero:
n+a, +a, | +la, |+t lao] +Ha|+a  (2)

Podemos fazer uma tabela relacionando indice e equacdes, como

vemos no exemplo:

indice Equagdes

2 x=0

3 x*=0, 2x=0, x+1=0, x—-1=0

4 =0, x*=0, x*=0, x*=0, x+1=0, x+1=0, x+1=0,

x+1=0, x+1=0

E assim por diante.

Faremos assim, a listagem com todos os novos numeros algébricos
provenientes das equacgdes da tabela acima.
Se para cada indice, dispusermos os numeros em ordem crescente,

obteremos a seqiiéncia:

1 1
3 09 -151; -25__5_52; -
(3) )
SR S S PR ) WD U B ) S Y SR R0 (P
2 2 2 3°3 2 2

O nimero 0 vem da unica equacao de indice 2, os ntimeros —1 ¢ 1
das equacgdes de indice 3, e assim por diante. Para qualquer indice
n fixo, o numero de equagdes ¢ finito, porque o grau n € OS

coeficientes a,,..,a, estdo restritos a um conjunto finito de

o
inteiros. Além disso, temos um teorema que nos diz que dado um
polindmio de grau n, esse polindmio terd n raizes.

Portanto, todos os numeros reais algébricos vdo aparecer na

seqiéncia (3).
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Logo, podemos corresponder os elementos da seqiiéncia (3) aos
naturais.
Concluimos desta maneira que os numeros Reais algébricos sdo

enumeraveis.

TEOREMA 2.2. Um subconjunto finito de um conjunto enumerdvel,

é enumeravel
DEMONSTRACAO:

Seja M um subconjunto infinito de um conjunto enumerdvel

S, digamos S:{al,aQ,a3,a4,...}. Seja aq,0 primeiro elemento de Sque

também esteja em M, a,

s O segundo, ¢ assim por diante. Entdo M
sera o conjunto:
Mz{ai],aiz,ai3,...}

que, obviamente ¢ enumeravel.

Desta forma, como o conjunto dos nimeros Racionais é um
subconjunto do conjunto dos Reais algébricos, e pelo teorema 2.1
demonstramos que os Reais algébricos sdo enumerdveis. Podemos
concluir, pelo teorema 2.2, que os Racionais também sdo
enumeraveis, ou seja, podem ser postos em correspondéncia com

os Naturais.
TEOREMA 3: O conjunto dos numeros Reais é ndo enumeravel
DEMONSTRACAO:

Em virtude do teorema 2.2, sera suficiente mostrar este fato

para os numeros Reais entre 0 e 1; especificamente para os

numeros Reais x, satisfazendo 0< x <I, de modo que 1 esteja
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incluido e 0, excluido. Suponhamos que o conjunto dos numeros

Reais entre 0 e 1 fosse enumerdvel, digamos
I L A G

Escrevamos estes numeros em forma decimal, evitando

representagdes finitas pelo uso da forma infinita peridédica™ em
. , 1 , .
tais casos. Por exemplo, o numero 5 sera escrito como 0,49999...

e nao 0,5. Teriamos
n=0,a,,ay,,a5, 4,
ry=0,a,,05,0,;,0,,..
r,=0,a;,,0a;,05,0,,,..
Construiremos, agora, um nimero
B =0,b,b,,b,,b,,...

da seguinte maneira. Seja b, qualquer algarismo entre 1 ¢ 9 porém
diferente de a,,. Analogamente, seja b, qualquer algarismo ndo
nulo, diferente de a,. Em geral, seja b, qualquer algarismo nao
nulo, diferente de a,,. Entdo o nimero S ¢ diferente de 7 (pois
eles diferem na primeira casa decimal), ¢ diferente de r (pois

eles diferem na segunda casa decimal), e generalizando, ¢

diferente de r, (pois eles diferem na n-ésima casa decimal).

Portanto g difere de cada um dos r's. Mas f ¢ um nuimero Real

entre 0 e 1 ¢ obtemos assim uma contradicao.

> J4 foi demonstrada anteriormente a possibilidade dessa substitui¢do
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Logo, o conjunto dos numeros Reais entre 0 ¢ 1 ¢é néo
enumeravel. Pela negativa do teorema 2.2 concluimos que o

conjunto dos nimeros Reais ¢ ndo enumeravel.

TEOREMA 4. Teorema de Cantor: Para qualquer A, j > P(A)

DEMONSTRACAO:

Suponhamos que ¢ ¢ uma fung¢ao de 4 sobre M
Seja z = {xeA/ ~xep(X)}.

Entdo zcA.

Se z =p(y) para ye A entdo:

y €z ~yeop(y)> ~yeze

~yez—> yeo (y) >y € z, o que ¢ impossivel.

TEOREMA 5. Consisténcia da Hipotese do Continuo(HGC) e do
Axioma da Escolha (AE)”

DEMONSTRACAO:

Comecaremos fazendo uma definigao.

DEFINICAO. Seja X um conjunto. O conjunto X' é definido como

sendo a unido de X e o conjunto de todos os conjuntos y para

0s quais existe uma formula A(z, Zlik) em Zermelo-Fraenkel

> Essa demonstracio foi baseada na demonstracio feita por Paul Cohen. Retirada de: GODEL,
Kurt. O Teorema de Godel e a Hipotese do Continuo. Lisboa: Editora da Fundacio Calouste
Gulbenkian, 1979. Piagina 104 a 127
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(ZF) tal que se Ay representa A com todas as variaveis ligadas

restritas a X, entdo para algum ti em X

y={ze X/ A, (z,t1,...tx)

Note que X'c P(X)U X, X'=Xse X ¢ infinito (e supomos

Axioma da Escolha).

X' pode ser exprimivel inteiramente dentro de ZF™,

DEFINICAO. Se 0 n «a, definimos M, fazendo M,=J e

M, = M
¢ (ﬂga ﬂ)

DEFINICAO. Um conjunto x ¢é construtivel se Ja, 0 n a e

xeM,

Como X'c P(X)uX todos os conjuntos construtiveis sdao bem

fundados e sexeM_, a ordem de x<«.

a’

Esta construg¢do esta relacionada com a defini¢do de
conjuntos bem fundados e com a demonstragdo de consisténcia

do Axioma da Regularidade.

Representaremos, agora, a classe dos conjuntos
construtiveis por L de modo que xeL signifique apenas que x ¢é

construtivel (e ndo que L é um conjunto).

Logo, para qualquer férmula 4, 4, representa a formula A

com todas as variaveis restritas construtiveis.

O axioma da Construtibilidade nos diz que todo conjunto ¢

construtivel.

% Cohen faz essa demonstragio rigorosa.
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Seja a classe universal foi representada por V, assim,
podemos escrever V=L.

Como a nossa defini¢do de M, foi feita por uma inducgdo

bastante simples é facil ver que pode ser formalizada em Z F .

Assim, a frase declarativa V=L é uma unica frase decla-

rativa em ZF.

Os resultados principais sdo os seguintes:

TEOREMA 5.1. Se A é um axioma de ZF, entdo A, é demons-

travel em ZF.
DEMONSTRACAO:

Consideraremos este teorema o teorema segundo o qual os
axiomas sao satisfeitos em L. Para alguns dos axiomas a

demonstragdo ¢é trivial.

1. Uma vez que YJelL, o Axioma do Conjunto Vazio ¢
satisfeito em L.

2. Uma vez que X'c P(X)uUX para todo X, segue-se que se

xeM, e yex entdo ye UMﬁ e assim yelL. Logo cada M, ¢
P<a

transitivo e assim se xe€lL,yex—>yel. Portanto, o Axioma da

Extensionalidade é satisfeito em L.

3. Suponhamos agora xeM, ,yeM,,a<p. Entdo x e y estdo
ambos em M,. Ora {x,y}={z/zeM,&(z=xvz=y)} de modo que

{x,yteMy,. Portanto, o Axioma dos Pares ndo-Ordenados ¢

satisfeito em L.

4. Se x e M,, o conjuntof{z/zeM, &Iy(yeM, &yex&zey)}

estd em M,,. Mas uma vez que M, ¢ transitivo este ¢

a
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exactamente o conjunto soma de x e assim o Axioma do Con-

junto Soma ¢ satisfeito em L.

5. Para demonstrar o Axioma do Infinito enunciamos pri-

meiro dois lemas que mais tarde serdo uteis.

LEMA 5.1. Seja A4 (x) a formula: x é um ordinal. Entdo

Vx(xe L - (A(x) > 4,(x))). Em geral se X é um conjunto transitivo

qualquer ou uma classe, A(x) <> A,(x).

DEMONSTRACAO.

A partir do Axioma da Regularidade, a condi¢do de x ser um

ordinal ¢ uma condi¢cdo apenas sobre os elementos de x.

Uma vez que L ¢ transitivo esta condigdo ¢é portanto a

mesma quando relativizada a L .
LEMA 5.2. Para todos os ordinais a, aeM,_,.

DEMONSTRACAO.

E 6bvio que @YeM,. Seja a o primeiro « para o qual o lema

¢ falso. Entdo,

B<a—>peM,, »>peX=UM,.

7<a

p+l
Seja 4 (x) a formula: x ¢ um ordinal. Uma vez que X ¢é tran-
sitivo e pelo lema acima se tem que x€X —(4,(x) <> A(x)).

O conjunto y={xeX/A,(x)} é assim um conjunto de ordinais
e pela transitividade de X ¢ na verdade ele proprio um ordinal

que excede todos os ordinais f<ae por isso y>a.
Pela transitividade de X', aeX'cM,_,,.

Uma vez que @ esta assim em L, demonstramos o Axioma

do Infinito.

6. A demonstragdo do Axioma da Regularidade ¢ trivial.
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7. O primeiro axioma ndo-trivial a ser considerado ¢é o

Axioma do Conjunto Poténcia.
Seja xelL.

Seja P (x) o conjunto poténcia de x e Pr(x)

={y/yeP(X)&yel} .

Para cada y € P;(x) seja ¢@(y) = primeiro «a tal que y

aeM,.

Pelo Axioma da Substitui¢do existe um ordinal f que é o

sup dos ordinais no contradominio de ¢.
Logo yeP(x)>yeM,.

Consideremos, agora, 0 conjunto

WlyeM,&Vi(te M, —>(tey—>tex))}. Este conjunto estd em M,' e

¢ obviamente igual a Pr(x). Logo P (x) é construtivel o que

implica que o Axioma do Conjunto Poténcia ¢ satisfeito em L.

8. Por fim verificaremos o Axioma da Substituicdo em L.

Seja A(x,y;t,.t,) uma formula em ZF e seja A4, a férmula
relativizada. Se f,eL e 4, define y=¢(x) como uma fung¢do

univoca em L, temos que mostrar que se u€L, o contradominio

v de @ sobre u estd em L.

LEMA 5.3. Seja y=¢(x) uma fun¢do univoca definida por
uma formula A(x,y;t,.t)) para algum t, e tal que xe€L implica
o(x)el Se uel entdo Iwel tal que se v é o contra-dominio

de@ sobre u, entdo vew
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DEMONSTRACAO.

Para cada x em u seja g(x) o primeiro «a tal que @(x)eM,.

Seja fB=sup{g(x)/xeu}. Obviamente vcM, e M,eL.

Seja A(x,y;t,..t,) uma frase declarativa que esta relativizada
a L e tal que para f¢,.f, particulares define y=¢(x) como uma
funcdo univoca em L. Seja uel e seja v o ccntradominio de ¢

sobre u. Pelo nosso lema, existe um « tal que vcM,.

Assim, podemos supor que u,f,.f, também pertencem aM,.

Fazendo M, o conjunto S do teorema de Lovenheim-Skolem

descrito abaixo:

TEOREMA 5.1.1. Seja A(x,,..x,)uma formula em ZF em que todas

as varidveis, livres e ligadas, sdo restritas para estar em

L(isto é, A esta relativizado a L). Seja Se€lL . Existe S'€L tal

que S'DS e para todo x_l.eS',

A(;l,...)_cn) <> ASv(;l,...,;l’l)

A partir dai , temos que para algum S'em

L, A(x,,..x,) <> Ag(x;,...,x,) para todo x,y em S'. Sabemos que S'eM,
para algum p de modo que uma vez que
v={yeS'/Ixeu& 4,(x,;t,...,t,)}, v ¢ definido pela condi¢cdo que
todas as variaveis sdo restritas a M, logo ve(My)'=M,, de
modo que vel e o Axioma da Substituicdo ¢ satisfeito.

Desta maneira, o teorema 5.1 esta completamente

demonstrado.
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TEOREMA 5.2.(V=L), é demonstravel em ZF.

DEMONSTRACAO:

Para demonstrarmos o teorema 5.2 ¢ necessario antes
mostrar que a relagdo Y = X' pode ser expressa em ZF e que
conseqliientemente a proposi¢cdao V=L também pode ser expressa

em ZF.

Para cada r>0 seja X, o conjunto de todos os conjuntos § de

n elementos <x,..,Xx,> para os quais existe uma formula
A(X,...0x,38,..52,)) com exatamente r quantificadores e £, €X tal

que S ={< x5, >/ Ay (X500, )5 (E1500slm)} -

Agora, mostraremos que a relagdo Y=X, é exprimivel em
ZF.

A relagdao Y=X, é expressa enumerando todas as féormulas
sem quantificadores e por indu¢do sobre o comprimento das
férmulas, wutilizando as diversas operagdes de Boole e
definindo os conjuntos S que resultam de cada férmula.

Por indugdo em r define-se agora Y=X, dizendo que um
conjunto S de n-tuplos pertence a X, se existe um conjunto 7 de
(n + l)-tuplos em X1 tal que

<X, X, >€S > Vx, € X,< X,,...,x, >€T ou se existe um conjunto 7 de
(n + 1)-tuplos em X, ; tal que <x,...x, >SS < Vx, € X,<Xx,....x, >T.
Entao X' ¢ finalmente definido como a unido de X e o
conjunto de todos os conjuntos de 1-tuplos que ocorrem em
qualquer X,.
Uma vez que os conjuntos M, foram definidos por uma
simples indug¢do transfinita em termos da operacido X—o>X', é

claro que V=L ¢é expresso como uma frase declarativa de ZF.
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Para demonstrar o teorema 5.2, precisamos ainda mostrar
que construg¢dao dos M, tem o mesmo resultado tanto quando
efetuada no modelo L ou quando efetuada no universo L.

Sabemos que o fato de haver conjuntos M, em L que
satisfazem a defini¢do relativizada de M, segue-se do fato de L

ser um modelo para ZF. E assim sendo, o teorema da indugdo
transfinita e a existéncia da operagdo X — X' sdo satisfeitos em
L.

O facto de os M, construidos desta maneira serem idénticos

aos M, originais e portanto de (V=L); ser satisfeito ¢ uma
consequéncia de um fato muito geral que ndo depende do fato
de L ser um modelo para ZF.

Se estamos trabalhando com um dado conjunto transitivo ou
classe B em que a construcdao dos M pode ser efetuada

relativizada a B para um dado a em B entdo, o M, que dai

resulta tem que ser idéntico ao M, comum.
Isto sucede por causa do carater predicativo da construgao,
que implica que para verificar se xeM, basta analisar todos os

My, com f<a e ndo ¢ afetado pela existéncia ou auséncia de

quaisquer outros conjuntos no universo. Vamos agora fazer
isto de uma maneira formal.

Seja B(x) uma féormula qualquer que pode envolver outras
variaveis livres que consideraremos fixas. Na nossa aplicacdo
principal B(x) representard xelL. Suponhamos que B(x) ¢

transitiva, isto é, que B(x)&yex—> B(y). Para qualquer férmula 4

escreveremos Ap exigindo a férmula obtida que todas as
variaveis em A satisfagcam B(x).

Uma vez que para um ¢ fixo podemos fazer B(x)=x¢€t, vemos
que esta relativizagdo a um conjunto ¢ um caso particular deste

tipo de relativizacgao.
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DEFINICAO. Uma férmula A(x,,..,x,)define uma relagdo absoluta

se para todas as condi¢des transitivas B(x) tem-se. Além disso

se B' é wuma outra condi¢do tal que VxB(x)—>B'(x), entdo

B(x)&...&B(x,)&Ap(x1,...,xn) DA (X1,...,X1)

Isto significa que para verificar A(x,;,...,x,) ¢ suficiente
verificar em qualquer classe transitiva que seja sufi-
cientemente grande. Seria absurdo exigir 4 >4 uma vez que
nao temos nenhuma garantia de que a classe B seja
suficientemente grande. Podia introduzir-se uma no¢do mais
estrita da relagdo absoluta. Nela 4 ¢ absoluto, se 4 ¢
relativizado a uma classe B para a qual os axiomas de ZF sdo
satisfeitos quando relativizados a B, entdo A~Asp.

Comecemos por dar exemplos de relagdes que nao sdo abso-
lutas. A relacdo y = P (x) ndo é absoluta uma vez que y pode
ser o conjunto de todos os subconjuntos de x na classe B em-
bora ndo seja o verdadeiro conjunto poténcia. Vemos aqui o
caracter impredicativo do Axioma do Conjunto Poténcia que
exige que se procure pelo wuniverso inteiro todos os

subconjuntos

possiveis. Um outro exemplo ¢ a relagdo x <_y. Se ndo h4d uma
funcdo 1 a 1 de x sobre y na classe B isto ndo implica que nao
possa existir esta funcgao.

Damos agora uma sucessdao de relagdes absolutas. O caracter
absoluto de cada uma ¢ 6bvio se se tomar em consideragdo o
cardcter absoluto das relagdes precedentes. A transitividade de
B desempenha um papel em algumas, e. g., a relacdo
«z=<Xx,y>», uma vez que se¢ z tivesse elementos que nao esti-
vessem em B ndo poderiamos verificar se z ¢ um par ordenado

permanecendo em B.

Finalmente demonstraremos (V=L);,. Ja demonstramos a

existéncia de um conjunto M,, para cada a que satisfaz uma
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certa propriedade. Esta demonstragdo wutilizou apenas o0s

axiomas de ZF e uma vez que estes sdao satisfeitos em L, existe

um conjunto M, em L que satisfaz a condigdo relativizada.

Ora se xeL, existe um o« tal que xeM, e aeL. Mas os

resultados ja enunciados sobre o caracter absoluto implicam

que o conjunto M, definido relativamente a L é ainda M, de

modo que xe M, é satisfeita quando relativizada a L.

TEOREMA 5.3. (V=L) 2AE&HGC ¢é demonstravel em ZF

DEMONSTRACAO:

Uma vez que o Axioma da Construtibilidade, V=L, ¢ sa-
tisfeito em L, para mostrar que AE e HGC sao satisfeitas em L

basta demonstrar o Teorema 5.3 que diz que V=L >AE&HGC.

TEOREMA 5.3.1. Existe uma formula A (u,v,X,Y) em ZF tal que
se Y é uma boa ordena¢do do conjunto X , a relagdo

u<veA(u,v,X,Y) induz uma boa ordenag¢do do conjunto X'.
DEMONSTRACAO.

J4& mostramos como exprimir em ZF a relagao
Clu,n,ty,...t,)u=4{xeX/B, ,(xt,...,t;)}. Ora a boa ordenagdo Y induz

uma boa ordenacgdo natural no conjunto de todos os (k+1)-

tuplos possiveis <nu,f,...,ty> em que feX. Para cada wueX’
podemos definir @(u) como sendo o primeiro (k + 1)-tuplo, para
algum k, sob esta boa ordenacio, tal que C(u, @u)) é satisfeita.

Agora podemos definir 4 fazendo u < v significar @u) < @) .
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Por induc¢do transfinita podemos definir uma boa ordenacio

em M, do seguinte modo: Se a boa ordenacdo foi definida para

todo M, com f<a, faremos uma boa ordenacgdo de UMﬂ
P<a

De uma maneira trivial.

Assim, nosso teorema permite definir uma boa ordenacdo
em M, Assim se V=L ¢ satisfeito, seja ¢@x) o primeiro o tal
que xeM,.

Definiremos entdo x<y se @(x)< @) ou se @x)= p(y)=a, e x
precede y na boa ordenag¢do de M,. Assim, teremos uma Unica

formula A(x,y)que induz uma boa ordenagdo em todos os
conjuntos.

Logo, V=L —>AE. _
Deste modo, de AE segue que se X é infinito, X'=X.

Por induc¢do transfinita pode-se mostrar que para«a infinito,

M.=a

TEOREMA 5.3.2. Se xeM,_,, a infinito e ycx entdo I f=a
eyeM,

Uma vez que we M, temos que todo o conjunto de inteiros ¢

construido por um numero contavel de passos.

Uma vez que o numero de ordinais contaveis é N, ¢ M. =N,
se ¢ «a contavel, isto implicaria obviamente que o continuo
C= N,.

Se xcw,xeM,, x e M,

x ¢ determinado por um numero contdvel de valor de
verdade de frases declarativas n ex.

Logo, para cada n temos uma condi¢gdo sobre a. Assim ¢ se

estas condi¢gdes, em numero contavel, sdao satisfeitas para
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qualquer a, também podem ser satisfeitas para um a contavel.
O mecanismo para tornar estas consideragdes precisas sera
fornecido pelo teorema de Lowenheim-Skolem que nos permite
construir conjuntos menores com as mesmas propriedades de

conjuntos maiores.

LEMA 5.4. Existe um conjunto extensional T, [=a,tal que
M,cT e My pB,ysdio elementos de T e tal que a frase declara-

tiva « B constréi My» é valida quando relativizada a T.

DEMONSTRACAO.

Comecemos por reparar que a frase declarativa « f constroi
My» é uma frase de ZF que diz que f € um ordinal e que existe

uma func¢do f definida para todo o y</f tal que para todo y,

1 =(Us@]) e - .

Este lema ¢ entdo uma consequéncia imediata do teorema de
Lowenheim-Skolem
Sabemos que existe um unico e-isomorfismo de 7 sobre um

conjunto transitivo R.

A funcdo ¢ ¢ a identidade sobre M, uma vez que este ja ¢
transitivo.

Também ¢(y)=y uma vez que ycx e@ é a identidade sobre
os membros de x.

Contudo, ¢ ndo tem que ser a identidade sobre f.
Seja ¢@(pf)=p'. Entao, B' ¢ um ordinal relativo a R. Pelo
carater absoluto da propriedade de ser ordinal f' é realmente

um ordinal.
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Uma vez que f'CR pela transitividade de R, E‘SI_Q e assim

'<

]

a
Logo yeM, ¢ satisfeita quando relativizada a R e pelo seu
carater absoluto ye M, ¢ satisfeita.

Agora ¢ trivial demonstrar a partir do teorema 5.3.2 HGC.

Em primeiro lugar observamos que para todo o« infinito,

<I
g I

Isto demonstra-se por indugdo em a ¢ o caso em que a= N,

o

obvio. Em geral, para um «a, por indug¢do vé-se que se

X, =M,/ p<a}

entio X Zaoa=«a

O numero de formulas usadas para definir os elementos

de M, tem por isso cardinalidade <«a. Assim a cardinalidade de
M, é <a. Mas, uma vez que feM,, vé-se facilmente que

M.<a e assim M.=a . Ora se a é um cardinal, aeM,,. Vemos

assim, que se S ¢ o cardinal seguinte depois de a, P(@)c M, ¢

assim TO{)SZ.

O teorema de Cantor agora nos diz que Pl@)>a e

portanto

P(a)zﬁ, 0o que ¢ exactamente HGC.

r N,
Também podemos escrever 2™ =&

a+l

Demonstramos assim completamente os teoremas 5.1, 5.2
e 5.3.

Embora ZF seja um esquema axiomdtico infinito, para
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qualquer axioma A, mostramos como fazer uma demonstracao
de 4, em ZF e uma melhor andlise mostrara que, sob qualquer

enumeracao natural de demonstracdo P,, a demonstracdo de

A, € dada por P

o(n) *
em que @(n) é uma fungdo recursiva primitiva adequada. Assim

se considerarmos ZF simplesmente como um sistema formal

fizemos a demonstracao de

(Consis ZF) — (Consis ZF+AE+HGC)

TEOREMA 6. /ndependéncia da Hipotese do Continuo e do Axioma
da Escolha®

DEMONSTRACAO:

A nossa finalidade principal ¢ mostrar que HC nao pode ser
demonstrada a partir de ZF (incluindo AEF) e que AEF nao pode
ser demonstrado a partir de ZF. Juntamente com os resultados

do teorema 5 ficaremos com uma demonstragdao completa

A maneira mais natural de fazer uma demonstraciao de
independéncia ¢ mostrar um modelo com as propriedades

desejadas.

Consideraremos apenas modelos padrdao. No teorema 5,
encontramos uma foéormula A(x)=x ¢ construtivel, tal que o
modelo interior de todos os x que satisfazem A(x) era o modelo
desejado. Mostraremos que esses método ndo se aplicard nesta

situacao.

Para realizarmos nossa demonstragdo sera necessario supor o

axioma SM enunciado abaixo:

37 Essa demonstracio foi baseada na demonstraciio feita por Paul Cohen. Retirada de GODEL,
Kurt. O Teorema de Godel e a Hipotese do Continuo. Lisboa: Editora da Fundacio Calouste
Gulbenkian, 1979. Pagina 128 a 179
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AXIOMA SM. Existe um conjunto M tal que se R ¢
{<x,y>/xey&xeM&yeM} entdo M é um modelo para ZF sob a

relacdo R

TEOREMA 6.1. Seja A(x) uma formula de ZF. Ndo se pode
demonstrar em ZF que os axiomas de ZF e ~V=L sdo satisfeitos
quando relativizados a classe dos x que satisfazem A(x). O

mesmo argumento aplica-se a ZF +~ AE e ZF+AE+~HGC
DEMONSTRACAO:

Suponhamos que existe A(x). Seja M o modelo minimo e
M'={x/xeM & A,,(x)}. Entdo, uma vez que ZF ¢ satisfeito para M
teriamos M' como um modelo para ZF em que ~V=L. Uma vez
que M'cM sabemos que M' é isomorfico a M e uma vez que
V=L ¢é satisfeito em M é também satisfeito em M' o que € uma

contradigdo.

Pode-se evitar recorrer a existéncia de um modelo minimo
como um conjunto considerando a féormula B(x)=VM M (se M ¢é
um modelo padrdao transitivo, xeM). Com efeito trata-se o
modelo minimo como se fosse uma classe e desta maneira
evita-se o Axioma SM.

Tendo mostrado que o método dos modelos interiores nao
se aplica a ZF ¢é natural ver se numa versdao aumentada de ZF
se pode demonstrar a existéncia de um modelo interior para
ZF+~V=L (a demonstragdo acima mostra que para qualquer
extensdao natural (ZF)' de Z F ndo se pode demonstrar em (ZF)'
a existéncia de um modelo interior para (ZF)'+~V=L).

A possibilidade mais simples ¢ ZF+SM uma vez que SM

afirma a existéncia de um modelo padrao para ZF.

TEOREMA 6.2. De ZF+SM ou de qualquer sistema axiomdtico que
contenha ZF e que seja consistente com V=L, ndo se pode

demonstrar a existéncia de um modelo padrdo ndo-contavel em
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que AE seja verdadeiro e HC seja falsa nem mesmo um modelo
em que AE seja verdadeiro e que contenha numeros reais ndo

construtiveis.

DEMONSTRACAO:

Para iniciarmos nossa demonstra¢cdo devemos considerar
a existéncia de modelos contaveis para ZF. Também, como
um corolario do Teorema de Go&6del para o Calculo de
Predicados, sabemos que um sistema consistente tem
modelos de cardinalidade arbitrariamente grandes. No

nosso teorema s6 nos referimos, claro, a modelos padrao.

Implicitamente estamos usando a consisténcia de ZF
(Consis ZF), pois sendao qualquer frase declarativa seria
demonstravel. Uma vez que sabemos que Consis ZF—
Consis (ZF+V=L) basta, entdo, demonstrar que ZF+V=L
implica que ndo h4ad modelos nao-contdveis com as

propriedades do teorema.

Seja M um modelo padrdao transitivo e ndo contavel e

a,=sup{a/aeM} e suponhamos que AFE ¢ satisfeito em M.
Sea, nao ¢ contavel M, «a, contém todos os ordinais
contaveis. Se ¢, € contavel, entdo, R, ¢ o conjunto de todos

os elementos de M de ordem p. Entdo para algum B<gq,,R,

/4

ndo ¢ contavel e pelo carater absoluto da ordem R, ¢

definivel em M. Assim, M contém um conjunto que ¢ na
verdade nao-contavel e pelo AE este conjunto pode ser bem
ordenado em M e assim M contém um ordinal ndo-contavel o

que contradiz a nossa hipotese.

Assim, em qualquer caso, M contém todos os ordinais
contaveis. De V=L sabemos que todo o numero real ¢

construtivel a partir de um ordinal contavel e assim mostramos
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que em M, todo o numero real é construtivel. Isto demonstra a
segunda afirma¢do do nosso teorema e o lema seguinte nos da a

primeira afirmacgao.
LEMA 6.1. ZF+(todo o numero real é construtivel) >HC.
DEMONSTRACAO.

A nossa hipdtese implica que o conjunto de todos os nimeros

reais C esta em L. Em L, C tem a cardinalidade N,. Isto significa

que existe uma func¢@o dos ordinais contaveis relativamente a L
sobre C. E uma vez que um ordinal contdvel em L é certamente

contavel existe uma fun¢do de N, sobre C.

Consideraremos M um modelo fixo contdvel para ZF que sera,
por uma questdo de precisdo, o modelo minimo. Entdo V=L ¢

satisfeito em M. Seja o, =sup{a/aeM}. Entdo temos

M=UM,/p<a,}

TEOREMA 6.3. E  consistente supor que para nenhum

a>a, UiM,/B<a} seja um modelo para ZF.

DEMONSTRACAO.

Se para todo a>ea,, U{M,/f<a} ndo ¢ um modelo para ZF
nada mais ha a demonstrar.

Por outro lado, seja ¢,, o primeiro ordinal para o qual ele ¢
um modelo ¢ N=U{M,/f<a,}. Entdo ¢ 6bvio que em N ¢ verdade
que a>a,—>M, ndao ¢ um modelo para ZF e o teorema esta

demonstrado.

COROLARIO. E consistente supor que para qualquer modelo N,

a, =sup{a/a € N}
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DEMONSTRACAO.

Se N' representa os conjuntos construtiveis de N entdo

sup{a/a e N'} =sup{a/aeN}e o teorema implica que € consistente

supor sup{a/aeN't=q,.

Assim, seja qual for o modelo N que estejamos a construir
temos que considerar os ordinais em M. Vamos tentar
construir N alargando M com a introdu¢do de novos conjuntos
de ordema em que a<ea,. Uma vez que os conjuntos de ordem
finita sdo absolutos, a primeira possibilidade ¢ encontrar um
modelo N tal que para algum acwaeNe~aeM. Se N contém
a, tem que conter também todos os conjuntos construtiveis a

partir dele. Isto ¢, fagca-se M (e)=wU{a} de modo que M,(a)

seja transitivo ¢ M (a)=(U M (a)) para a>0.
P<a

E o6bvio entio que aeM implicaM_ (a)eN. Uma vez que
estes sdo os UuUnicos conjuntos que podemos ver que
pertencem a N, ¢é razoavel ver que se N ¢ da forma
UiM,(a)/ f<a,} para algum aceo. Se ~aeM entdo teremos
certamente que a nao € construtivel em N. E teremos assim
um modelo em que V=L nao ¢ verdadeiro.

Se tomarmos um «acw arbitrdrio que nao esteja em M,
entdo em geral N=U{M,(a)/f<a,} ndo sera um modelo para
ZF.

O ordinal contavel ¢,, que ndo estd em M, corresponde a
uma boa ordenag¢do de @ e assim a um sub-conjunto de wxw
e portanto a um subconjunto do proprio . Interpretando «
como sendo esse subconjunto entdo qualquer modelo para ZF

que contenha « tem que conter ¢,, uma vez que ¢ um
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teorema de ZF que a toda a boa ordenagdo corresponde um
unico ordinal.

No entanto, se xe N—> ordem de x<¢, ¢ assim ndo podemos
ter a,eN. Assim, o tem que ter certas propriedades especiais

se N for um modelo. Em vez de descrever o diretamente ¢
melhor examinar as diversas propriedades de o e determinar
quais € que sdo desejaveis e quais € que nado sao.

O a que vamos construir serd designado como um
conjunto genérico relativo a M. A ideia ¢ que todas as
propriedades de « tém que ser forg¢adas a serem satisfeitas
apenas na base de a e se comportar como um conjunto
genérico em M.

Esta idéia de decidir quando ¢ que uma frase declarativa
acerca de a ¢ for¢ada a ser satisfeita ¢ a chave da construcéo.
E o6bvio que ha algumas propriedades de « que nenhum
processo razoavel pode interpretar como sendo verdadeiras ou
falsas para um conjunto qualquer «.

Um conjunto finito P de frases declarativas da forma n, ca
ou ~n,ea que € auto-consistente serd designado como uma
condi¢do de forcing.

Dado P, ¢ razoavel esperar que P force uma frase
declarativa A acerca de « a ser satisfeita, ou for¢a ~A a ser
satisfeita. Ou ainda, se as condi¢des em P ndo for¢am A nem
de uma maneira, nem de outra. Embora forcar esteja
relacionado com a nog¢ao de implicagdao, difere desta no fato
que: dado que P for¢a A nao é verdadeiro que qualquer a que
satisfaca P satisfaga também 4. O que ¢é verdadeiro ¢ que
qualquer a que satisfaga P satisfaz também 4.

Agora, mostraremos entdo que ¢ possivel encontrar uma

sucessdo infinita de condi¢des de forcing P, tais que P, cCP,

n+l*
Esta sucessao Seré uma sucessao Completa € uma vezZ quc ela

decide toda a propriedade acerca de a determina o préprio «.
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Utilizando este a podemos demonstrar que N ¢ um modelo e
~aeM. Além disso, em N, uma frase declarativa A4 serd ver-
dadeira precisamente se € for¢ada por algum P, na sucessio
completa. Qualquer conjunto que resulte deste processo sera
chamado um conjunto genérico.

Antes de continuar vamos enumerar algumas propriedades
que devem ser satisfeitas. Em primeiro lugar, o conceito de
for¢ar tem que ser consistente, isto ¢, ndo queremos que P force
A e que P force ~A4. Além disso, se P for¢a A e QP entdao Q
for¢ca A. E para finalizar, para todo P e 4 existe um Q tal que
Q2P e ou Q forga 4 ou Q forca ~4.

O nosso objectivo ¢ encontrar um a c @ tal que ~aeM e se

N=U{My(a)/ peM}entdo N ¢ um modelo para Z F.

Examinaremos todas as frases declarativas possiveis acerca
de N e decidiremos se queremos que elas sejam verdadeiras ou
falsas. Isto exige que se dé nomes aos elementos de N antes de
termos escolhido a e assim antes de termos N explicitamente.
A maneira pela qual atribuimos nomes ndo tem nenhuma
importadncia desde que ndo nos esquegamos de nenhum conjunto

em N.

DEFINICAO. Um nome é uma fun¢do definida em ZF que associa a

cada ordinal 0<a<ay um conjunto S,, o espa¢o nominal e
funcgoes ¢, definida em S, tais que os conjuntos S, sdo
disjuntos e se ceS,, ¢,(c) é uma formula A(x) que tem todas as
suas varidveis ligadas restritas a X, e que pode ter elementos
de S, com B<a funcionar como constantes. A fun¢do ¢, tem

que colocar Sy em correspondéncia | — | com o conjunto de

todas estas formulas. O conjunto S, é definido como sendo o
conjunto oU{a} em que o é um simbolo formal. Escreve-se

entdo S=US,.
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Cada ceS estda num unico S,. Quando terminarmos e
escolhermos finalmente um conjunto particular ¢ cw, estaremos

em condi¢cdes de definir para cada ceS, um conjunto ¢ do

seguinte modo: Para ¢ em Sy, ¢ é obviamente definido. Para ¢

em Sy, a>0, seja ¢, (c)=A(x,cq,. . cm),ci € S;, f<a em que

A(x,t;, . tm)é uma férmula em ZF com todas as variaveis ligadas
restritas a X, . Para indicar que uma variavel ligada a x esta

restrita a X, escreveremos V,x ou 3 x. Se definirmos X,

indutivamente como sendo {E/ceSﬁ&,b’<a} entdo

c={xe X, /A(x,c_l,...,cm)}.

Vamos definir os espacos nominais por indug¢do transfinita.

Talvez a maneira mais simples ¢é talvez definir §, como o
conjunto de todas as foérmulas A(x). Isto é, definimos S, por

inducdo como o conjunto de todas as féormulas (4(x,c;, .. cm)) em

que c;e U S, e tal que todos os quantificadores sdo da forma V,
P<a

ou 3

a

Isto significa que um elemento de S, é uma formula de que

alguns dos termos também sdo formulas. Logo, existe uma

sucessao aj a, com o, ca,, j= 1 + 1, finita de formulas nele ¢

em que todo o quantificador tem um indice ordinal. Uma
pequena dificuldade ligeira vem do fato de em ZF ndo termos
simbolos formais uma vez que tudo ¢ um conjunto. No entanto,
os simbolos que precisamos sdo finitos em nimero de modo que
podemos atribuir diversos inteiros para os representar. Entdo os
elementos do espaco nominal § sao sucessdes finitas destes
inteiros ou ordinais. E claro que s6 certas sucessdes destas
correspondem a féormulas bem formadas e elementos de S mas as

regras para decidir sdo simples e facilmente exprimiveis em ZF.
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Estamos assim, preparados para examinar as frases acerca de

N.

DEFINICAO. Uma frase declarativa limitada é uma frase decla-

rativa em ZF em que todo o quantificador é da forma VY, ou 3,
para algum ordinal a<a, e que pode envolver elementos de S

como constantes.

DEFINICAO. Uma frase declarativa ndo-limitada é uma frase
declarativa em ZF que pode envolver elementos de S como

constantes.

Quando N for finalmente construido, as frases declarativas

limitadas ¢ ndo limitadas tornam-se frases declarativas reais
acerca de N. Quando substituirmos cada ¢ em S por c¢c e V, x e
J,x forem interpretados como Vx ou Jx onde os x sdo restritos

e tém que ficar em X_.

As frases declarativas limitadas um tipo mais simples uma

vez que falam apenas acerca dos elementos de X, para algum

a. Elas possuem uma hierarquia natural, como segue:

DEFINICAO. Se A é uma frase declarativa limitada seja ordem
de A=(a,i,r) em que

l.a é o primeiro ordinal tal que se vV, ou 3, ocorre em A,
entdo f<a. e se ceS,ocorre em 4, entdo f<a.

2.r ¢ o nuimero de simbolos em 4 .

3.i=0 se a ¢ um ordinal sucessor, a=p+1,vV, e 3, ndo

a

ocorrem em A e nenhum termo da forma ce(.),c=(.) ou (.)=c

ocorre em 4 em que ceS,. De contrario i=1.

Se ordem de A=(«,i,r)entao 4 fala apenas acerca dos ele-

mentos em X_,. O indice r é obviamente uma medida da comple-
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xidade de 4. O indice i é necessario porque quando encontramos

um termo da forma c¢; e ¢; em que cireS, e cxe§, para y<p.

DEFINICAO. (a,iir1)>(a»,i2,12) se o <a, ou a=«, € i<i, ou

o< a,, 1=, n<r,.

DEFINICAO. Uma condi¢do de forcing P é um conjunto finito de
frases declarativas limitadas da forma nea ou ~nea em que
new en e a sao considerados como pertencendo a Sy e tais que

para um dado n ,nea e ~nea ndo estdo ambas em P.
Queremos agora definir P forgca A.

Considere o caso em que 4 é¢ uma frase declarativa limitada.
A defini¢gdo procede por indug¢do sobre a ordem 4 . O passo
essencial consiste em reduzir 4 a frases declarativas de ordem

mais baixa. Se 4 é da forma 3 xB(x) diremos que P forg¢a A se
para algum ceS,, f<a, P for¢a B(c). Isto significa que de
acordo com a idéia de que a ¢é genérico, um conjunto existe
apenas se existe um c¢ fixo tal que para todo o a genérico que

satisfaca P, B(c) serd verdadeiro. Esta é uma frase declarativa
de uniformidade sobre o no sentido em que o conjunto que

satisfaz B(x) pode ter uma defini¢do em termos de «.

Suponhamos que para algum Q que contém P se tem que Q
for¢a ~B(c) com ceS;, pB<a. Dizer entdo que P forca 4
significard que nunca poderemos ter o satisfaca as condicoes de
QO o que pareceria violar o cardcter genérico de o« na medida em
que satisfaria algumas condig¢des escondidas nao mencionadas em
P. Pode mesmo suceder que haja tantos Q oP tais que para algum

ceS,, p<a, Q force ~B(c) e isso tornaria absurdo dizer que P
for¢a A. Assim, diremos que P for¢a V_,xB(x) se para todo QDOP,

ceS,, p<a, Q ndo forga ~B(c).
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DEFINICAO. Definiremos P for¢a A, sendo A wuma frase

declarativa limitada, por indu¢do sobre a ordem de A do

seguinte modo:

1.P for¢a 3,xB(x) se para algum ceS§',, f<a, P for¢ca B(c).

2.P for¢ca V,xB(x) se para todo OQoP e ceS,, p<a, O ndo
for¢ca ~B(c).

3.P for¢a ~B se para todo o Q2P, Q ndo forg¢a B.

4.P for¢a B&C se P for¢a B e P for¢ca C.

5.P for¢a BvC se ou P for¢a B ou P for¢ca C.

6.P forca A—>B se ou P for¢a B ou P for¢ca ~A.

7.P for¢ca A< B se P for¢ca A—B e P forca B—A4.

8.P for¢ca c;=c, em que c;€S§,, c2€8,, y=max(a, f) se ou
y=0 e c¢;=c, como elementos de Sy ou >0 e P forcga
Ayx(xeq(—)xec}).

9.P for¢a c;ec; em que c;€S,, c2€8,, a<p se P forga
A(ci) em que A(x)=@y(c,).

10.P for¢a ciec; em que c;€8,, c2€S8,, a=2f e ndo a= =0
se para algum c,eS,.,y<p, se p>)0 y=0 se B=0, P forga
Vx(xec, &> xec)&(c, ec,).

11.P for¢a c;ec; em que c;,c2€ S8, S€ C;,C2€E® € CJEC; OU Cr=a

e a frase declarativa c;ea esta em P.

DEFINICAO. Definiremos P for¢ca A em que A é uma frase
declarativa ndo limitada por induc¢do sobre o numero de sim-

bolos em A, do seguinte modo:

1.P for¢a dxB(x) se para algum ceS, P for¢a B(c).

2.P for¢a VxB(x) se para todo ceS, O2P, QO nadao forga
~B(c).

3.P for¢a ~B se para todo o Q2P, Q ndo forg¢a B.

4.P for¢a B&C se P for¢a B e P forg¢a C.
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5.P for¢a BvC se ou P for¢a B ou P for¢ca C.

6.P forca B—>C se ou P for¢ca C ou P for¢ca ~B.

7.P for¢ca B« C se P for¢ca B—>C e P forga C—B.

8.P for¢a cjec; c;=c, se as for¢ga como frases decla-

rativas limitadas.

No que se segue A designa uma frase declarativa

limitada ou ilimitada.

LEMA 6.2. Para todo o P e A ndo se tem que P for¢a A e P

for¢a ~ A.
DEMONSTRACAO.

Segue-se imediatamente das defini¢des, uma vez que se P

for¢a ~,PoP e assim, P nao pode forgar 4.
LEMA 6.3. Se P for¢ca A e Q2P entdo Q forg¢a A.

DEMONSTRACAO.

Demonstraremos em primeiro lugar para um 4 limitado por
indug¢do sobre a ordem de A=(a,i,r). Os casos 4 a 11 da
defini¢do de for¢ar nao exigem discussdao uma vez que P forga
A ¢ reduzido a P for¢a B, para algum B com a ordem de B

menor do que a ordem de 4 .

Se P for¢a 3,xB(x) entdo P forg¢a B(c), ceS,, f<a. Assim,
por indug¢do, Q for¢a B(c) e Q for¢a I ,xB(x). Se P forga
3, xB(x) e OoP entdo se RoQ, RoP R nio forga ~B(c) para
qualquer ce§,, f<a, e assim Q forca V_xB(x). Se P for¢ca ~B,
QOoP, RoQ, RoP. Assim R ndo for¢a B e Q forgca ~B. Se 4 nao
¢ limitada, o mesmo argumento aplica-se aos casos 1 a 7. Caso

8 ¢é demonstrado considerando a demonstragdo feita para

frases declarativas limitadas.
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LEMA 6.4. Para todo P e A existe um Q2P tal que ou Q forc¢a

A ou Q forga ~A.
DEMONSTRACAO.

Toda a frase declarativa em N, que ¢ assim uma frase
declarativa acerca de «, ¢ decidivel em algum sentido por um
numero finito de frases declarativas da forma nea ou ~nea.
Se P nao for¢a ~A, por defini¢gdo, tem que ser porque para

algum QoP, QO forca A.

DEFINICAO. Uma sucessdo {P,}! de condi¢oes de forcing é
uma sucessdo completa se P,cP,+; para todo o n e para todo
o A, limitado ou ilimitado, existe um n tal que ou P, for¢ca A
ou P, for¢ca ~A. Ndo se supoe que a sucessdo {P,} esteja em

M.
LEMA 6.5. Existe uma sucessdo completa.
DEMONSTRACAO.

Uma vez que M ¢é contavel podemos enumerar todas as
frases declarativas A4,. Define-se P, por indu¢do como sendo
qualquer condi¢cdo de forcing QoP,.; tal que ou Q forca 4, ou
O forga ~4,.

Se {P,} ¢ completa entdo, em particular, para qualquer &k

algum P, for¢a kea ou ~kea. Seja a=k{3nP, for¢a ke a} Entio
acw. Como dissemos, podemos definir agora uma funcgio c>c

definida para todo o ¢ em S que associa ¢ com a ¢ podemos

entdo definir N como U{Mﬂ(&)/ﬂ«zo}. Podemos agora relacionar a

noc¢do de for¢gar com « de verdade em N.
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LEMA 6.6. A ¢ verdadeira em N se e somente se para algum n

P, for¢ca A.
DEMONSTRACAO.

Suponhamos 4 ¢é limitado Se 4 é da forma 3 xB(x) e P,

forca 4 entdo P, forgca B(c), ceS,, f<a e assim por inducgdo

5o
B(c) é verdadeira em N e por isso A também ¢é. Logo, se A é
verdadeira em N entdo para algum ceS;, p<a, B(Z') é
satisfeita e assim por induc¢do algum P, for¢a B(c) e assim
P, for¢a A. Se A=V, xB(x) e P, for¢a A, ceS,, p<a, entdo
algum P,, m>n tem que for¢ar B(c) uma vez que nenhum P,

pode forcar ~B(c).

Por inducdo, isto significa B(c) ¢ verdadeira em N e assim
A é verdadeira em N. Suponhamos, entdo, que 4 é verdadeira

em N. Se algum P, for¢a 3,x~B(x) entdo para algum ceS§,,
p<a, P, forca ~B(c) e assim ~B(c) é satisfeita em N e A4 ¢
falsa em N. Logo, algum P, tem que forgar ~3 x~B(x) o que
significa que para Oo5P,, QO ndo forga I ,x~B(x) e assim para
todo ceS,, f<a, O ndo for¢a ~B(c). Isto significa que P, forga
V,xB(x). Se P, for¢a ~ 4 e A fosse verdadeira em N, por

induc¢ado, algum P,, m>n tem que forcar 4. Mas P, forca ~4 o
que contradiz o lema 6.2. Os outros casos sdo triviais. Se 4
ndo ¢ limitada, os mesmos argumentos aplicam-se sem
modificagdo, excepto que a inducdo agora se faz sobre o

namero de simbolos.

Como ja vimos anteriormente, podemos atribuir inteiros
distintos aos simbolos finitos da nossa linguagem. Entdao, toda
frase declarativa limitada corresponde a uma sucessdao finita
de inteiros e ordinais. Estas sucessdes tém que estar sujeitas

as leis de formacao das formulas bem formadas. De momento
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permitiremos o aparecimento de ordinais arbitrdarios e nao
exigiremos que a<ao. As frases declarativas limitadas sao
assim objetos dentro de ZF e ndo hd nenhuma ambiguidade em

nos referirmos a eles.

A defini¢do de for¢ar que demos foi feita totalmente
dentro de ZF e efetuada com uma induc¢ido transfinita simples.
Mais especificamente, para cada ordem («,i,r) existe um
conjunto T, , que consiste nas formulas limitadas de ordem
inferior a (a,i,r) e a defini¢do foi feita por indu¢do. Em
nenhuma parte usamos a restrigdo de a<a@o. Assim, temos uma

relagdo F(P,4) exprimivel em ZF que significa P forca 4.
LEMA 6.7. F(P,A) é uma relag¢do absoluta.

A definigdo foi feita por uma indug¢do que exigiu apenas
considerar objectos anteriores e aqui a relagdo é obviamente
absoluta. A demonstracdo ¢ essencialmente idéntica a
demonstragcdo segundo a qual a construtibilidade ¢ uma relacdo
absoluta.

Quando voltamos a nossa atencao para frases declarativas nao
limitadas, se olharmos para a defini¢do de for¢ar sem supor que
todos os ordinais sdio menores do que ¢,, a situagdo ¢ bastante
diferente. Entdo é impossivel definir for¢ar em ZF por inducdo
porque a inducdo informal foi feita por indug¢do sobre o numero
de simbolos. Mas uma vez que permitimos constantes €S, para «
arbitrdrio, ndo existe nenhum conjunto que consista nas frases
declarativas com r simbolos.

Sem duvida, se supusermos todo a< ¢, entdo pode ser

expressa em ZF mas ¢, tem que aparecer na relacdo definidora.

LEMA 6.8. Seja A (x;,...,x,) uma formula (ndo limitada) em ZF,
que ndo envolve constantes e com n variaveis livres. Existe uma

relagcado F(P,c; . . .,cn,) exprimivel em ZF que é absoluta e que
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quando relativizada a qualquer modelo para ZF diz que P forga

A(cy,...,cn).
DEMONSTRACAO.

O lema ¢ demonstrado por indu¢do sobre o numero de
simbolos em A. Se 4 ndo tem quantificadores, o resultado ja foi
demonstrado uma vez que A ¢é entdo uma frase declarativa
limitada. Se 4 ¢ uma fung¢do preposicional de frases declarativas
mais simples a inducdo é 6bvia. Se 4 é da forma VyB(y,x;...,xu)
por inducdo existe uma frase declarativa G(P,cy,cy,...,cn) que
significa que P for¢a B(cy,...,c,). Dizer que P for¢a A(ci,...,cn)
significa  VQ,c,(Q2P—>~G(0,¢y,..c,)). Se A €& 3JyB(y,x;,....,xn)

escreveremos simplesmente F =3¢y (G(P,co,...,Cn)).

Suponhamos que uma sucessao completa {P,} foi escolhida e
seja N o conjunto resultante U{Mﬂ(&)/,b’<a0}. Demonstraremos
agora que N é um modelo para ZF.

A demonstracdo ¢ paralela da demonstracdo segundo a qual
os axiomas de ZF sdo satisfeitos em L. A verificagdo de todos os
axiomas, com excep¢do do Axioma da Substituigdo e do
Conjunto Poténcia, ¢ trivial. Vamos primeiramente demonstrar

para o Axioma do Conjunto Poténcia.

Seja coeS,,a<ea,, fixo. Somente a<g, ¢ S, com a<g, sdo

considerados.

DEFINICAO. Para cada ¢ em S seja R(c)={P/P for¢ca c<cy}.
T(c)={<P,c' >/ P forga c'e c e c'eS, p<a}
U(c)=<R(c), T(c)>.

Repare que R(c), T(c), U(c) sao todos conjuntos em M.
Portanto, estas fun¢des sdo todas definiveis por férmulas em

ZF relativizadas a M. O ponto importante aqui € que estas

defini¢gdes ndo usam a sucessdo completa particular P, que foi
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escolhida. T(¢c) ¢é wum conjunto por causa da restrigdo

importante f<a..

LEMA 6.9. Se U(c;)=U(c;) e 21g20 entdo 21222_
DEMONSTRACAO.

Uma vez que c;ccp algum P, na sucessdao completa tem que

for¢ar c;cco. Mas uma vez que R(c;)=R(c;), P, também forga
crccy, deste modo cyccey. Se c;#c, entdo para algum c3€S,,
B<a ou czec;&~c3ecy, ou ~czec;&c3ec,. Supondo o primeiro

sem perda de generalidade, tem que haver algum P, que force
csec;. Uma vez que T(c;)=T(c,), P, também forca c3ec, e assim
c3ecs 0 que ¢ uma contradi¢do. Logo c1=cs

Ora S ndao ¢ um conjunto em M (& uma classe). No entanto o
contra-dominio de R(c) para todo o ceS estd contido no
conjunto poténcia de todo o P, relativo a M, uma vez que R ¢
definivel em M. Analogamente o contradominio de 7T esta
contido no conjunto poténcia, relativo a M, do produto direto

do conjunto de todo P e U S,. Assim o contradominio de U(c) ¢
P<a

um conjunto em M, U. Para cada ueU, seja f(u) o primeiro g tal

que para algum ¢ em §,, U(c)=u e f(u)= 0 se ndo existe um

destes pB. Seja ﬂ0=sup{f(u)/uel7} e assim fBy9 € M uma vez que

nos conservamos inteiramente dentro do modelo M,
LEMA 6.10. Se cccy entdo para algum CleSﬁ com fB<pfy, ci=c.

DEMONSTRACAO.

Pela defini¢do de B, existe um c; €S, tal que U(c)=U(c;). O

nosso lema anterior implica agora que c;=c.

TEOREMA 6.4. O Axioma do Conjunto Poténcia é satisfeito em N.
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DEMONSTRACAO.

Uma vez que todos os subconjuntos em N de ¢ sio membros de
Xﬂ:U{Mﬁ(&)/,B<ﬂO}, o conjunto poténcia de c em N é {xeXﬂo/xgE}
e por isso sendo definido por uma férmula relativizada a X, ¢ um

elemento de Mﬂo'

Investigaremos agora o Axioma da Substitui¢do. Uma vez mais
o argumento é paralelo do argumento correspondente para L. Seja

A(x,y) uma féormula que defina y=¢(x) como uma func¢do univoca
em N. Seja ¢y fixo, cyeS,. Podemos definir em M a funcio
g(P,c)=0 primeiro f tal que para algum c¢’'eS;, P forgca ¢(c)=c’e
g= 0 sendo existir nenhum destes f. Seja po=sup{g(P,c)/para

todo P e todo o ceSﬁ,ﬂ<a}. Vemos assim, que o contradominio

de ¢ em ¢y, estid contido em Mﬁo(z). Para obter o proprio

contradominio precisamos do seguinte teorema:

TEOREMA 6.5. Seja A(x,,...,x,) uma formula em ZF, Para cada f
existe um ceS tal que independentemente da sucessdo completa

{Pn};QMﬁo(a) e para todo xiec, AN(;l,..., ;,,)<—)A;(;1,..., )_c,,)
DEMONSTRACAO.

Sabendo que 4. significa 4 relativizado a c. Suponhamos que

A ¢é da forma Q1y1...OwymB(x1,....,Xn,Y1,...,¥Ym) €m que B nao tem

quantificadores. Para um ¢ arbitrario e 1<r<m ha fung¢des
fr(P:c,,....,c,,c'y,..., ¢',.;) definidas para c,,c¢’; na unido de todos

0s S;, <a com a seguinte propriedade seguinte: Se Q,=3, fr ¢

o primeiro y tal que P forg¢a
(1) 0,110, Y B(C15ees €, € s €y Vs V)

para algum ¢, €S, f,=0 se ndo existe este y. Seja g,(ci,...,cy

,¢'1,..., ¢'v.1)=sup {f,/para todo P}.g, é definido em M. Se Q,=V,
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fr e g, sdo definidas da mesma maneira com (1) substituida pela
sua negac¢do. Seja y,;, o supremum do contradominio de g, para
todo r, l<r<m com ¢; e c¢'; percorrendo a unido de todos
0sS;,0<y. Seja y;=h(y). Obviamente h é definida em M. Agora
defina-se g;=8 ¢ B.,+;=h(By) ¢ B'=sup B,. O lema ¢é satisfeito se c
se interpreta como o conjunto definido pela formula ¢ é a unido
de M, (a) para todo o y<p'. Este ¢ corresponde ao conjunto a que
chamamos X, ¢ a nossa constru¢do facilmente permite a formagao

deste conjunto.

Vimos que o contradominio z de ¢ sobre ¢, estd contido em

algum ¢ e por isso pode ser caracterizado como sendo
{ceci/Tx(xeco& A4,(x,¢,¢2,...,ca))} €M que Cz,...,c, S30 as constantes que
ocorrem na definicdo de ¢. Pelo teorema podemos supor que

todas as varidveis ligadas em 4 estdo restritas em conjuntos fixos
de N. Pela constru¢cdo de N, isto define z por uma féormula do tipo
que implica zeN ¢ o Axioma da Substitui¢cdo estd demonstrado.

Assim N ¢ um modelo para ZF.

LEMA 6.11. Para cada a<ay, dcx, tal que a ordem de Ea:, inde-
pendentemente de que {P,} se toma como sendo a sucessdao

completa.
DEMONSTRACAO.

O lema ¢ 6bvio para a<w. Ora a ordem de My(a)=w+l e por
inducdo segue-se que a ordem de My (a)=w+tlta.
Do conjunto ¢, com ordem de ¢, =a facilmente se obtém um ¢,
talque ¢;=c« independentemente da sucessdo de forcing. Trata-se

de wuma consequéncia do seguinte principio geral: Seja
x=R(y;,...,y,) uma relagdo absoluta que define x como fungio

dos y;. Suponhamos que para cada « temos um g tal que se

c,eU{S,/y<a}jexiste um elemento x em X, ral que Xx=R(ci,...,cn) é
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satisfeita quando relativizada a X, em que g ¢ independente dos

{P,}. Entdo, para algum ce §,, c=x independentemente dos {P,}.

TEOREMA 6.6. Em N, a ndo é construiivel.

DEMONSTRACAO.

Seja ¢, um elemento de S tal que c.=«. independentemente
dos {Py} . Suponhamos que x ¢ um elemento de L construido no
estadio a sob qualquer boa ordenacdo natural da construcgao.
Uma vez que a construcdo ¢ absoluta o constrdi também x em N.
Para qualquer P, uma vez que P ¢ finito, 30 e n tais que Q2P ¢

ou (nea)eQ e ~nea ou (~nea)eQ e nex. Se P forg¢ou c

o
constroéi «, entdo « teria que construir ¢ no modelo N' definido
por uma sucessdo completa @O, onde podemos fazer Qy=0. Mas

isto ¢ uma contradi¢do. Assim, uma vez que os ordinais em N sdo
os mesmos que os de M e « nunca é for¢ado por qualquer P a ser
construtivel por qualquer c¢,, @ ndo ¢é construtivel por qualquer

¢, a nao ¢ construtivel em N.

TEOREMA 6.7. HGC e AE sdo satisfeitos em N.

DEMONSTRACAO.

A relacao xeMa(&) pode ser expressa em ZF como uma

relacdo absoluta F(x,a,«). Basta usarmos o mesmo argumento

com que mostramos que x€ M, era exprimivel em ZF como uma

relagio absoluta. Uma vez que My(a) é bem ordenado, uma vez
mais o0 mesmo argumento que se tinha utilizado para L pode ser
utilizado aqui e mostra que se tem uma boa ordenacdo induzida
sobre todo o N exprimivel por uma formula que tem a unica
constante «.

A demonstracao da HGC faz-se precisamente como

anteriormente tendo em conta que os argumentos sobre a
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relagdo

xeM, sdao substituidos por xeMa(&).

LEMA 6.12. Se xeM.(a), a infinito, e ycx para algum v em N,
entdo 3 B tal que E:; eyeMﬂ(&).
DEMONSTRACAO.

Suponhamos que yeMy(&). Seja A 0 conjunto
U{Mﬂ(&)/ﬂSa}U{y,y}. Uma vez que o AE ¢ satisfeito em N
podemos aplicar o teorema de Lowenheim-Skolem.

Assim, existe um conjunto B, B2A4, E:; e tal que xeMa(&),
¢ satisfeita quando relativizada a B e o Axioma da

Extensionalidade ¢ satisfeito em B. Seja ¢ um isomorfismo de B

sobre um conjunto transitivo B . Entdo ¢ é a identidade sobre
U{Mﬂ(&)/ﬂﬁ a}) uma vez que este conjunto ja ¢é transitivo. Do
mesmo modo ¢(y)=y e o(y)=p em que B ¢ um ordinal e ;s;
Utilizando o argumento usual acerca do carater absoluto tem-se
que yeMﬁ(&).

TEOREMA 6.8. De ZF+SM segue-se que existe um modelo padrdo

para ZF em que AE e HGC sdo satisfeitos e que contém a C o tal

que a ndo é construtivel. Assim, HGC e AE ndo implicam V=L.

DEFINICAO. Seja A o conjunto de todos os pares <P,0> em que P

e Q sdo subconjuntos finitos disjuntos de w.

Seja <P;,0,;> < <P, 0,> se P;cP,,0;,cQ>. Um subcon-
junto B de A é denso se

i)para todo o xed, IJyeB e x<y

ii)xeB, x<y implica yeB.
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Se {P,} ¢ uma sucessdao crescente de condi¢des de forcing

a=Ilim P, se a={n/3k(nea) e Pi}.

TEOREMA 6.9. Se acw existe uma sucessdo completa {P,} com

a=lim P, se e somente se para qualquer subconjunto denso B de
A que esteja em M, 3n tal que se P=aN{0,....n} e Q={0,....,n}-P,

entdo <P,0Q>¢eB.
DEMONSTRACAO.

Uma vez que {P,! ser uma sucessdao completa depende
apenas do limP,, o teorema d4 uma caracterizacdo das sucessdes
completas. E claro, a partir da defini¢cdo de um conjunto denso,

que se B ¢ dado entdo para qualquer P, 3Q QP tal que Q forga
a a ter a propriedade do teorema. Isto implica que se {P,} &
completa « tem essa propriedade. Se « satisfaz a nossa

propriedade seja P, qualquer sucessdo com «=limP,. Entdo,
para qualquer frase declarativa dada, seja B o conjunto (que
estda em M) de condi¢des de forcing que for¢cam ou a frase
declarativa ou a sua negag¢do. Este conjunto ¢ denso e por isso
pela nossa condicdo algum P, forca ou a frase declarativa ou a

sua negacao.
A Hipotese do Continuo

Seja N,,722, um cardinal fixo em M. Seja S definido do

seguinte modo: para todo a<¥,, §, consiste num elemento c,

e c,~a. Todos estes ¢,eG. Para a=X,, S, consiste nos N

a

elementos, todos em G, que representaremos por «,;, O0<N,.

Para estes teremos asC @ € a sua presenca garantird que o

continuo ¢é pelo menos N,. Escrevendo ainda a=N,, S

a+l

consiste s6 nos elementos de G, do seguinte modo: Ha
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elementos que serdo {p} para todo o pB<N, e o0s
representaremos pelo simbolo {p}. Haverd também N,
elementos que se tornardo em {0,q;} para O<N, e 0s
representaremos por {J,az}. S,, consiste em X, elementos
em G que se tornardo <0, a;,> para 0<N_e 0os representaremos

por <0, a;>. Finalmente, S consiste num elemento em G

a+3

que representaremos por W e W sera {<d,a;,>/6>N_}. S, para

todo pB>a+3 ndao contém nenhum dos elementos de G e os
seus elementos estdo em correspondéncia 1 a 1 com as

féormulas cujas varidveis tomam valores em U{Sy/;/<,8}. Nesta
construcdo estamos principalmente interessados nos «; € no

conjunto W, mas uma vez que <x,y={{x}, {x,y}},temos que
definir W numa sucessdo de passos. As condi¢cdes de forcing
consistem em todos os conjuntos finitos P de frases

declarativas da forma nea; ou ~nea; para n<w, <N, e ndo
contém nea; € ~nea; para qualquer n, 6. Escrevemos P<Q se
PcQ e ¢(P) consiste em todas as frases declarativas c¢,ea; em
que (nea;) estd em P juntamente com as seguintes frases

declarativas

i) c,€c, 8¢

ii) c,e{a}
de{ o, as}
asef{ 0, as}
em quea, 0 <N,

iii) {60}e<d,a;> e {0,a;}e<0,ay;> para O <N,
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iv) <0,as;>eW para o <N,

Seja {P,} uma sucessdo completa e seja N o modelo resul-

tante para ZF. Entdo asc® e obviamente os «a; sdo distintos
uma vez que nenhum P pode forgar a;=¢a; se 0 #J' uma vez

que os P sdao simplesmente conjuntos finitos e para qualquer P,

JQ P tal que para algum n(nea;) e (~nea;) estio em Q.

LEMA 6.13. Em N todo conjunto é construtivel a partir de W. Isto
é, se My é o fecho transitivo de W e Ma=(U{Mﬂ/ﬂ< al) entdo

N=U{M,/aeM}.
DEMONSTRACAO.

O fecho transitivo de X é entendido como sendo UX,em que
Xo=X e X,+; € o conjunto soma de X, . O lema ¢ 6bvio uma vez
que U{Sj/aSN,+3} ¢ precisamente esse fecho.

TEOREMA 6.10. AE ¢ satisfeito em N.
DEMONSTRACAO.

Uma vez que a construcao X —X' é absoluta podemos

exprimir em N a relagdo xe M, do lema 6.13. Uma vez que My

é bem ordenado, por causa de W, este induz, pelos argumentos

usuais, boas ordenagdes de todos os M, e portanto de N. A

boa ordenag¢do ¢ exprimivel por uma féormula com uma tUnica

constante, W.

DEFINICAO. Se ndo existe nenhum R tal que P<R e Q<R

diremos que P e Q sdo incompativeis.

LEMA 6.14. Seja B um conjunto em M de P mutuamente

incompativeis, entdo B é contavel em M.

DEMONSTRACAO.
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O argumento ¢ todo efetuado em M. Suponhamos que B nédo ¢
contavel. Seja B, o subconjunto de B que consiste naqueles P que
contém menos do que n frases declarativas. Alguns B, tém que
ser ndo contaveis (uma vez que AE ¢ satisfeito em M de modo
que a unido contdvel de conjuntos contdveis ¢ contavel. Alids o
conjunto de todos os P ¢ bem ordenado de modo que ndo
precisamos de AE). Assim, podemos supor que todos os P em B
tém menos do que n frases declarativas. Seja k o maior inteiro
tal que para algum Py com k frases declarativas ha P em B em
nimero nao contavel tais que Po<P. Podemos ter k=0 ¢ Py= . B
consiste apenas nestes P. Seja P; um elemento arbitrdrio de B e
seja Ay,...,A, as frases declarativas em P;—P,. Uma vez que P; ¢
incompativel com todos os outros P em B e todos os P em B
contém Py, tem que se seguir que para algum A4;, digamos A4;, um
numero incontavel de P em B contém ~4;. Ora ~4; ndo estd em
Py uma vez que de outro modo ~ A4; estaria em P; e hd um
nimero nido contdvel de P em B que contém P, U{~ 4;}0 que

contradiz a definig¢do de £.

LEMA 6.15. Seja f uma fun¢do univoca definivel em N. Existe
uma fun¢do g, definivel em M, que faz corresponder a cada c

em S um subconjunto contavel, g(c) de S e tal que para todo o

cf(E)Ic'para algum c'eg(c).

DEMONSTRACAO.

F ¢é definida por uma frase que pode envolver c para algum c
em S. Podemos assim formar frases declarativas na nossa
linguagem formal referindo-nos a f. Até indicagdo em contrario,
as nossas noc¢des situam-se em M. Para cada ¢, ¢’ em S seja
A(c,c') o conjunto de todos os P tais que P for¢a f a ser univoca
e ¢'¢é o primeiro elemento de S (sob uma boa ordenagao natural)

tal que para qualquer Q>P, QO forg¢a f(c)=c'. Obviamente se
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¢c'#c" os elementos de A(c,c’') sdo incompativeis com os de
A(c,c"). Logo, usando AE em M e o lema 6.14 s6 ha ¢’ em nimero
contavel tais que A(c,c’')# ¢. Seja g(c) o conjunto de todos estes
c¢'. Regressamos agora a N e seja ¢’ o primeiro elemento de S tal
que f(E)=E'. Uma vez que a construg¢do dos S, pode ser expressa

em N, e a boa ordenagdo de S expressa em N, podemos
considerar como sendo uma frase declarativa ndo limitada,
legitima T=c' é o primeiro elemento de S tal que f(c)=c'. Entéo
algum P, tem que for¢ar T e o fato de f ser univoca uma vez que
estas sdo verdadeiras em N. Logo A(c,c’) ndo é vazia e c¢c'eg(c)

e o lema estdo demonstrados.

TEOREMA 6.11. Sejam o e B ordinais 5<E em M. Entdo, a<ﬁ

em N.

DEMONSTRACAO.

Podemos supor a« e S sao cardinais. Seja f uma funcgio
univoca em N de « sobre g tal que f(x)=0 se xea. X, =U{S,/0<y}
obviamente ye X, ; para todo y ¢ xe X, —> ordem de x<y. Pela
demonstracdo do lema 6.15 segue que o contradominio de f sobre

X, estd contido em T em que T é um subconjunto de X; € a car-

T contém o contradominio de

Kl

dinalidade de T'em M é < NO.;=
f. Se ceTl entdio ceS, para algum y<p. Uma vez que a
cardinalidade de 7<a em M, uma vez que ;<73 em M, existe um

y<p tal que TcU{S;/d<y}. Mas entdo a ordem de 7"37 e assim T
ndo pode conter B e assim o contradominio de f ndo pode incluir

todo o .
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Sabemos agora que os cardinais em M sdo precisamente o0s

cardinais em N. Uma vez que os «; sdo todos distintos vemos

que:

TEOREMA 6.12. Em N, C=N,. Logo HC ¢é falsa em N.

Tendo mostrado que C>=N_, o problema agora consiste em

determinar a cardinalidade de C em NMN.

LEMA 6.16.(Konig). Seja A, e pB, colecoes de conjuntos tais

o

|

que A,< B, para todo a. Entdo, UA,<IIB,em que [] representa o

produto direto.

DEMONSTRACAO.

Suponhamos que f ¢ uma fun¢do U 4, sobre [IB,. Seja f, a
projecdo de f sobre B,. Entdo para cada «, f, ndo pode ser uma

fun¢do de 4, sobre B,. Escolhe-se x,eB, que ndo esteja no
contradominio de f, sobre 4,. Entdo []x, ndo estd no

contradominio de f.

LEMA 6.17. O continuo C ndo é a soma de cardinais contaveis

menores.

DEMONSTRACAO.

A unica restri¢do sobre Cc ¢ se A <0, entao

zjn < HC — (2Nu )No — 23\‘0 — C
n=l1

Mostraremos que em certo sentido é esta a Unica restrigdo

possivel sobre C.
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LEMA 6.18. Em M( isto é, supondo HGC) o numero de subcon-

juntos contaveis de N, é N se N ndo é uma soma contavel de

cardinais menores, e N_, se o for.

7+l

DEMONSTRACAO.

Repare que o numero de subconjuntos contdaveis de N, para
qualquer & é <N}' <2™™ =R pela HGC. Suponhamos agora que
X, ndo ¢ uma soma contdvel de cardinais menores. Isto significa
que nao existe uma sucessdo 7,,7,<7 € no entanto supr,=r7.

Dizemos entdo que 7 ndo ¢é co-final com w. Ora qualquer sub-

conjunto contavel de N, estd assim contido em N, para algum

|l

r'<z. O niimero destes conjuntos ¢ <N_,, <N . Assim, o nimero

de subconjuntos contaveis de X, ¢ <7.X =§_. Por outro lado,
suponhamos agora que N,=>A4, em que 4, sdo cardinais e

A,<N_. Suponhamos que A4,<4,:; e facamos B,=A,-A,+;. O

numero de subconjuntos contaveis € pelo menos [[ B=][[4,. Mas

N, =2A4,<[l4,+; e assim o numero ¢é pelo menos N mas

7+ 2

também ¢ no maximo N_,.

DEFINICAO. Para qualquer frase declarativa A diremos que P é
minimo para A se P for¢ca ~ ~ A (isto é, nenhum Q>P for¢a ~ A)

e nenhum P'< P tem esta propriedade.

Dizer que P for¢a ~ ~A ¢ precisamente a condi¢do segundo a
qual se P<P, em que P, ¢ um dos termos de uma sucessio

completa que define N, entdo 4 ¢é satisfeito em N.

LEMA 6.19. Para qualquer frase declarativa A o conjunto do P

minimo para A é contdavel em M.

DEMONSTRACAO.
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Esta demonstracdo ¢ quase idéntica a do lema 6.14. Seja B
um conjunto ndo-contdvel de P minimo. Como no lema 6.14
podemos supor que todo o P em B contém n frases declarativas.
Seja £ o maior inteiro tal que existe um P' com k condigdes e
P'<P para um numero incontavel de P em B. Podemos entdo
supor P'<P para todo o P em B. Ora uma vez que os P em B sdo
minimos, P’ ndo pode for¢ar ~~ A4 . Logo, para algum P">P', P"
for¢a ~A e por isso P"” ¢ incompativel com todo o P em B. Como
no lema 6.14, isto significa que para algum c¢P’', P'U{c} esta
contido num numero incontdvel de P em B o que contradiz a

defini¢do de k.

Podemos determinar agora a cardinalidade de C.

TEOREMA 6.13. Em N, C=N_ se 7 ndo é co-final com @® em M,

C=N,, se t é co-final com .

DEMONSTRACAO.

Para cada ceS e new, seja V(n,c) o conjunto dos P
minimos para nec. Se V(n,c)=V(n,c') para todo o n ¢ Ega),

c'cw,entdao c=c'. Isto ¢ verdade porque se P; estd numa

sucessao completa e P, for¢a nec, deve haver um P’ minimo,

P'<Py. Entao P' e portanto Py for¢am ~~nec' ¢ assim ne c’.

’

Logo, c=c¢’'. Para um o fixo o numero de conjuntos possiveis
V(n,c) é no maximo D= o numero de subconjuntos contaveis

de N, tal como ¢ calculado em M. A nossa afirmacdo é que se

E é o conjunto das sucessdes contaveis em D E=D (uma vez
mais, todas estas nog¢des es tdo em M). E isto porque cada

elemento de £ da origem
a um subconjunto contavel de D e cada subconjunto provém

no maximo de 2™ sucessdes, de modo que pelo lema 6.18 tem-
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NI:B € uma vez que D<E, D=E. Mostramos assim,

ol

se E<

que em N, C<D. Se r é co-final com® vemos que em N,
N, <c<N,,

O lema 6.17 diz que C ndo pode ser igual a N_e assim C=N_,.
Se 7 ndo ¢ co-final com o, tem-se C<N, e uma vez que C=N,

C=N,.
O Axioma da Escolha

No nosso primeiro modelo, introduziremos um conjunto V
que consiste em subconjuntos genéricos de @ em numero
infinito. A construcdo sera efetuada de tal maneira que s6 se
podera distinguir entre um numero finito destes e um
conjunto qualquer. Assim S, consiste em todos os inteiros,
S; num nimero contavel de simbolos a,, cada um dos quais
¢ genérico e acabara por ser um subconjunto de . S
consiste num conjunto genérico V que terd como membros
exatamente os conjuntos a,. S, para a>2 consiste nos nomes
para todas as formulas em ZF relativizadas a U{Sﬂ/ﬂ<a}
envolvendo talvez constantes desse conjunto. As condig¢des
de forcing P consistem em todas as colecgdes finitas de
frases declarativas da forma nea,, ou ~nea, que nio
contenham ao mesmo tempo uma frase declarativa e a sua
negacdo. A ordenacdao parcial dos conjuntos P ¢ apenas a
inclusdo. Para cada P, ¢(P) o conjunto das frases declarativas

elementares for¢cadas por P consiste no seguinte:

i) se mneSy e m<n entdo (men)e ¢(P)
ii) se (mea,)eP entdo (mea,)ec ¢(P)
iii)(a,eV)e ¢(P) para todo n.
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Seja G o grupo de todas as permutag¢des 7 de @ tais que
z(n)#n para um numero finito de n e seja G, o subgrupo de G
igual a {#/7z(m)=m para m<n. Definiremos agora como ¢ que G

atua sobre S=US,.

DEFINICAO. Para ceSy, neG, seja n c=c. Para a,eS, seja
r(an)=a,,. Seja =n(V)=V. Para a>2 ceS, e suponha que c
corresponde a uma  formula A(x,ci,....,Cm) em que

cie X, U{S,/p<a} e subentende-se que A tem todas as

varidaveis restritas a X,. Entdo 7n(c) é o elemento de S, que

corresponde a A(x, n(ci),..., w(cm)) .

DEFINICAO. Seja A wuma frase declarativa Ilimitada,
A=B(cy,...,c,) em que c;€S e B é uma formula de ZF tal que
cada quantificador tem um indice ordinal. Entdo
n(A)=B(x(ci),..., n(cn)), em que os indices ordinais ndo sdo
modificados. E analogamente para frases declarativas ndo-

limitadas.

DEFINICAO. Se P é uma condig¢do de forcing, n(P) é uma
condi¢do de forcing definida por (nean)eP < (nea,,)ecn(P) e

~(nean) eP o~(nea,,,)cr(P).

LEMA 6.20. P forca A < #n(P) for¢ca n(A).
DEMONSTRACAO.

Seja 4 uma frase declarativa limitada. A demonstracao
procede por indug¢do sobre a ordem de 4. O lema s6 precisa
ser verificado para as frases declarativas limitadas A4, tais que
ordem de A=(«a,i,r) e <2 uma vez que a indug¢do ¢ trivial.
Basta considerar o caso em que 4 ¢ da forma nea,. Mas entdo

¢ 0bvio a partir da nossa defini¢dao da acdao de G sobre P e 4.
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O resultado para frases declarativas ndo limitadas segue-se

por indug¢do sobre o numero de simbolos.

LEMA 6.21. Para cada ceS, a frase declarativa A e a condi¢do
P, 3m tal que 7e€G,— n(c)=c, n(A)=4, n(P)=P

DEMONSTRACAO.

Se ceS e corresponde a uma férmula A4(x,c;,...,c,) tal que

para algum m;, 7e€G, ->(c;)=c; entdo se m= max(m;) obviamente

neGu,—>n(c)=c. Se ceSy ou ceS,, n(c)=c para todo o x. Se
aneS;, entdao =x(am)=am, se neG, . O caso das frases
declarativas ¢ tratado analogamente. O caso das condig¢des P ¢
trivial. Assim, embora haja a, em numero infinito, cada c ¢
simétrico a respeito de todos eles com, talvez, excepcdes em
namero finito.

Represente agora N o modelo obtido escolhendo uma

sucessdao completa {P,} .

TEOREMA 6.14. N é um modelo para ZF em que o conjunto T é um
subconjunto de P(w)=C tal que T é infinito e no entanto ndo

contém nenhum subconjunto contavel.
DEMONSTRACAO.

Se m#n entdao nenhum P pode for¢ar a,=a, uma vez que
podemos sempre encontrar algum Q>P que for¢a, para algum
k, kea, e ~kea,. Assim, am# a», € obviamente T é infinito. Seja
ceS, suponha que algum P da sucessdo completa {P,} for¢a c ¢
uma fung¢do fde w em V, tal que f(m)=f(n) se m=n. Seja r tal
que 7e€G,—>n(c)=c e tal que r ¢ maior do que qualquer m tal
que a, ocorre numa frase declarativa de P. Na sucessdo
completa {P,} tem que haver algum P'oP tal que P’ for¢a

f(k)=a,, para algum k e s em que s ¢ maior do que r, uma vez

que j_‘ toma um numero infinito de valores distintos. Seja ¢>r
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um inteiro tal que a,, ndo aparegca em P'. Seja 7 a permutacgao
que troca s e i e que ¢ a identidade sobre todos os outros
inteiros. Se P"=7x(P’') entdo P" for¢ca f(k)=a, .

Também se tem que P’ e P” sdo compativeis, isto ¢,
O=P'UP" é uma condigdo de forcing, uma vez que P’ e P" s@o
idénticos exceto para as condi¢des que envolvem a; ¢ a, ¢ P’
nao envolve ¢ e P"” ndo envolve s. Assim Q for¢a f a ser
univoca uma vez que QP e no entanto for¢a f(k)=as e f(k)=a,

0 que ¢ impossivel.
COROLARIO. Em N o continuo ndo é bem ordenado.

COROLARIO. Em N existe uma sucessdo contavel {B,}, em que
cada B, é um conjunto de numeros reais tal que ndo existe uma
fun¢do g tal que g(n)eB,. Assim o AE contdvel ndo é

satisfeito.
DEMONSTRACAO.

E claro que os nimeros reais estio em correspondéncia 1 a
l com subconjuntos de @ de modo que C pode ser considerado
ou como o conjunto dos numeros reais ou como P(w).
Também ¢ bem sabido que para qualquer n existe uma fungdo
simples de todos os n-tuplos de nimeros reais 1 a 1 sobre os
reais. Seja B, o conjunto de reais que correspondem a todos
os n-tuplos de elementos de V em que nenhum par de
elementos do n-tuplo ¢ igual. Se g existe, entdo obteria-se um

subconjunto contavel de V.

DEFINICAO. Diremos que P for¢a fracamente A se P for¢a ~~A.

Assim, se P for¢ga fracamente A4 entdo se P ¢ parte da
sucessao completa {P,} A tem que ser verdadeiro em N, uma
vez que nenhum QoP pode forg¢ar ~A. Obviamente se P forg¢a

A,P for¢a fracamente A4.
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LEMA 6.22. Em N se xeN, Xcw, ha b1=ail,...,bm=a. em

lﬂY
numero infinito tais que x ¢é construtivel a partir de

bi,....bp.

DEMONSTRACAO.

Diremos que x é construtivel a partir de b,,...,b,, se quando

definimos My=w U {b;,...,bu}, MaZ(UMﬁ,)’ para algum a, xeM,.
P<a

Seja x=c¢ e suponhamos que G, conserva ¢ fixo. Para todo o
P, seja P o conjunto de condi¢des em P que envolve a; com
i<m. A nossa afirmag¢do ¢ que se P forca mec entdo P forga
fracamente nec.

Nao sendo assim para algum P'oP, P' for¢ca ~nec.
Obviamente existe algum 7eG, tal que #z(P') e P sao
compativeis. Entdo #z(P') for¢a ~nec e por isso OQ=PU z(P')
for¢ca nec e ~nec, o que ¢ impossivel. A funcgio 4 de P para o
conjunto de todos os n tais que P for¢a fracamente nec é
exprimivel em M. Obviamente x ¢ agora facilmente construido
a partir de 4 e a;,...,a,, uma vez que estes a; determinam qual
é o P que ocorre na sucessio completa.

O lema acima pode-se generalizar a qualquer conjunto x
que seja um subconjunto de um ordinal. Incluimos aqui apenas
para mostrar como os a; se comportam independentemente. No
entanto precisamos de uma forma ligeiramente diferente para

uma aplicacgéo.

A cada elemento ¢ do espago nominal § associaremos um
conjunto finito de a,, o a, do qual ele depende essencial-
mente. A definicdo é 6bvia para ceSy ou ceS;. Ao elemento V

¢ associado ¢. Ora se ce S, e corresponde a uma férmula que
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envolve c¢4,...,¢c,, em que c¢;U{S,/B<a} associamos a ¢ O
Vi

conjunto @ (c) que ¢ a unido dos subconjuntos finitos ¢ (c;) de
V que sdo associados aos ¢;. Se B é um subconjunto finito de V
entdo consideramos todos os elementos c¢ tais que ¢@(c)=B e
chamamos a esta classe D(B). Por indu¢do em «a, vé-se que

podemos definir sobre S, ND(B) uma boa ordenag¢do natural.

Seja B(B) os conjuntos correspondentes em N e vemos entao

que D(B) é uma classe que ¢ definivel em termos de V com
uma boa ordenac¢do definivel em termos de V. Isto é verdade
porque a construcao que usamos para definir N pode ser
descrita em N em termos do conjunto V. Ora, N ¢ a unido de
todos os D(B). Se os conjuntos B pudessem ser bem ordenados
teriamos uma boa ordenagdo em N. E 6bvio que é este o caso.
No entanto a ordenag¢do natural dos nimeros reais induz uma
ordenacdo dos B e somos assim levados a concluir que
podemos definir uma ordenag¢do sobre todo o N. Para o fazer

precisamos de um lema.

LEMA 6.23. Para cada x em N existe um B tal que xeB(B) e se

xe D(B') entdo BCB'.

Vamos fazer um esbo¢o da demonstragdo. Seja c;eD(B;),
c,eD(B;). Suponha que Py for¢a c;=c>. Seja B=B;NB:.
Mostraremos que para algum c3;eD(B), Py for¢a fracamente
c;=cj3. Para o resto desta demonstra¢cdo s6 consideramos um P
tal que PoPy. Seja P a parte de P que envolve B;B,. Se
c'eD(B’') e P for¢a c'ec; a mesma demonstragdo que fizemos
no lema anterior mostra que se O ¢ a uniao de P, Pypea parte

de P que envolve B', esse QO for¢a fracamente c’'ec;. Podemos

dar uma outra defini¢do, c¢3, do conjunto ¢,. Nomeadamente

consiste em todos os ¢ em que c'eU{S,/f<a} para um «a

adequado que satisfagcam a condigdo seguinte: se c'eD(B’),
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seja F(c') todas as condig¢des de forcing Q que sdao a unido de
condi¢des que envolvem apenas B'U B e Py e tais que Q forga
fracamente c¢’'ec;. Entdo c¢3 consiste na unido tomada sobre
todo B' de c¢'eD(B’') tal que algum membro de F(c') esta
contido num elemento da sucessdo completa que define N.
Pode-se verificar que esta defini¢cdo pde c3 em D(B).

Ora para cada x em N, seja B o subconjunto finito minimo
de V tal que xeD(B). Todos os x que correspondem ao mesmo
B tém uma boa ordenacdo definivel. Uma vez que a fun¢do de x
para B ¢é agora univoca, a ordena¢do nos conjuntos B, induz
uma ordem nula definivel em N. Daqui resulta o teorema

seguinte devido a Lévy e Halpern.

TEOREMA 6.15. Em N existe uma ordenagdo definivel de todos os
conjuntos que tém apenas o conjunto V a ocorrer como uma

constante.

Assim, o fato de todo o conjunto poder ser ordenado ndo
implica que o continuo possa ser bem ordenado. Usando ideias

semelhantes pode-se demonstrar:

TEOREMA 6.16. Se A é um conjunto de reais em N que pode ser
bem ordenado entdo para algum n todos os elementos de A sdo

construtiveis a partir de aj,...,b,.

Da nossa demonstracdo segue-se que todo o conjunto pode
ndo s6 ser bem ordenado mas estd em correspondéncia 1 a I
com um subconjunto de ¢ x C em que o« ¢ um ordinal e C ¢é o
continuo. Um outro resultado acerca da forca relativa das
varias consequéncias do 4A4EF ¢ devido a Halpern e Lauchli que
diz que 4 E ndo se segue do teorema segundo o qual qualquer

dlgebra de Boole contém um ideal primo ndo trivial.

Seja ap um ordinal fixo em M. Seja Sy o conjunto de todos
0os pares <m,a> em que n ¢ um inteiro ¢ a<ap tal como os

conjuntos Obvios necessario para tornar Sy transitivo.
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Consistird num unico conjunto genérico 7 e S, para a>1 sdo
definidos da maneira wusual por meio de foérmulas com
quantificadores S,,f<a sobre os anteriores. Agora, uma
condi¢do de forcing consiste num numero finito de pares da
forma < n;,a;> em que a,<ag € n;#n;, a;#a; se i=j. Este P
for¢a precisamente os conjuntos <u;,a;> a estar em 7. Seja N o
modelo resultante. 7 dar4d entdo uma fung¢do sobrejetiva 1 a 1
de w em ay. Assim, em N, a9 torna-se contavel. Se
utilizarmos este processo com «ap=%¥,, poderemos demonstrar

que N, (em M) se torna contavel N e em geral N,,, em M torna-

se N, em N.

Como sempre na nossa constru¢do ndo se introduzem

ordinais novos em N, ndo ha novos conjuntos construtiveis.

Se fizermos ap=¥N, obteremos o processo de tornar os

cardinais contaveis desenvolvido por Lévy e Feferman

’

TEOREMA 6.17. Existe um modelo N tal que em N, N, é o
supremum de um conjunto contavel de ordinais contaveis.
Também o continuo é a unido de um numero contdvel de

conjuntos contdveis.

Para finalizar, mostraremos agora que HGC implica AE.
Uma vez que ndo supomos AE temos que ter cuidado ao

formular 0s diversos conceitos relacionados com

cardinalidade. Para dois conjuntos A ¢ B escreveremos A=258

N
|l

<

ou se existe uma fun¢do 1 a 1 de A sobre ou em B.

Escrevemos A<B seA<B ¢ A#B., O Teorema de Cantor-

N
Sl

Bernstein ndao usa AE de modo que sabemos que se4d= e

=

B<4 entio 4= Enunciaremos agora a HGC sob a seguinte

forma:
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Se A ¢ um conjunto infinito, ndo existe um B tal que

Para evitar o emprego de expoentes, escreveremos
Py(A)=4, P,=P(P,.;(A)) em que P(X) designa o conjunto

poténcia de X. Deixaremos também a notagdo cardinal = e

passaremos a escrever X=Y se X=Y. A HGC ¢ uma
afirmag¢ao bastante forte acerca da existéncia de diversas
fun¢gdes uma vez que dando-nos A<B<P(A) entdo tem que
existir uma fung¢do 1 al ou de B sobre 4 ou de B sobre P(A4)

Essencialmente isto significa que hé& tantas fung¢des
disponiveis que nos € possivel fazer uma boa ordenacgdo de
qualquer conjunto. Seja 4 um conjunto infinito e queremos
mostrar agora que A4 pode ser bem ordenado. A

demonstracdo dada aqui segue a de Sierpinski .

LEMA 6.24. Existe um conjunto bem ordenado W tal que Wc Py e

ndo se tem W<A4 .

DEMONSTRACAO.

Consideremos todas as boas ordenacdes de A ou dos
subconjuntos de 4. Uma boa ordenag¢do de 4 ¢ uma coleg¢do de
pares ordenados de A4, de modo que pertence a Ps(4).
Consideremos agora a relacdo de equivaléncia que considera
duas boas ordenagcdes equivalentes se sdo isomorficas na
ordem. Seja W o conjunto de todas as classes de equivaléncia
induzidas por esta relacdo (os elementos de W sdao assim
numeros ordinais). Os elementos de W formam um canjunto
bem ordenado sob a defini¢do usual de ordenagcdo de conjuntos

bem ordenados. Se W<A4 entdo isso significaria que W ¢é
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isomo6rfico na ordem a uma das boas ordenagcdes em W e por
isso que W ¢é isomorfico na ordem a um segmento inicial
proprio de W, o que ¢ impossivel.

Alias poderiamos esperar que W fosse igual a P(4) em
cardinalidade, uma vez que se AE fosse verdadeiro, W seria o
conjunto de todos os ordinais de cardinalidade igual a 4 e por
isso ¢ o cardinal seguinte, o que pela HGC ¢ a cardinalidade
de P(A). Para aplicar a HGC temos que construir situagdes em
que W ou algum conjunto relacionado com W esteja entre X e
P(X) para algum X. Em primeiro lugar supde-se que
2P;(A)=P;(A) para 0<i<4. Entao, sabemos que
P3;(A)<W+P3(A)<P4(A)+P3(A)= Ps(A) pela hipdtese. Entao
pela HGC ou W+P3(A)=P4(A) ou W+P3(A)=P3(A). Para tratar

do primeiro caso temos que demonstrar um lema simples.

LEMA 6.25. Se X e Y sdo conjuntos tais que X+ Y=P(2X) entdo
Y>P(X)

DEMONSTRACAO.

Aqui 2X designa a unido de dois exemplares disjuntos de
X, digamos X; e X,. Se f ¢ uma fun¢dao de XUY sobre
PX;UX,)=P(X;)xP(X:), entdao a imagem de X projetada sobre
P(X;) nao ¢ todo o P(X;) uma vez que X;<P(X;) e assim, se ¢
ndo esta nessa projecao, f tem que ser uma funcdo de um
subconjunto de Y sobre ¢xP(X;) o que significa que Y>P(X).

Ora se W+P3(A)=P4(A)=P(2P3(A)) podemos concluir pelo
lema 6.25 que W=>P,4(A) ou uma vez que W<P,(A), W=P,(A) ¢
por isso P,(A) ¢ bem ordenado de modo que uma vez que 4
esta em Py,(A), A ¢ bem ordenado ¢ a demonstra¢gao esta feita.
Se W+P3;(A)=P3;(A) entdo temos W<Pj3;(A) e podemos repetir o

mesmo argumento para mostrar que ou 4 é bem ordenado ou
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W<P,(A). Repetindo-o novamente ficamos reduzidos ao caso
em que W<P;(A). Aqui no entanto, excluimos a possibilidade
de W=Py(A)=A pelo lema 6.24 de modo que temos que
concluir que W=P; (A) e que A ¢ bem ordenado.

Resta-nos afastar a restricdo 2P;(4)=P;(A) para 0<i<4. Se
fizermos B=P(U®w) em que A esta disjunto de w verifica-se
facilmente que 2P;(B)=P;(B) para 0<i<4. Porque
2B=P(A+w+1)=P(A +®w)=B, uma vez que to w+l=w. Do mesmo
modo, B<B+1<2B e assim B+I1=B. Ora 2.2%=28+1=2B ¢ um
argumento semelhante mostra que 2P;(B)=P(B) para todo o i.
Assim, o argumento aplica-se a B e B pode ser bem ordenado.
Uma vez que 4 pode ser naturalmente incluido em B, 4 pode
ser bem ordenado e o nosso resultado estd demonstrado.

TEOREMA 7. Teorema de Godel®

DEMONSTRACAO:

Um sistema matemdatico formal ¢ um sistema de simbolos
juntamente com regras para o seu emprego. Os simbolos
individuais chamam-se termos primitivos. Foéormulas sao
sucessOes finitas destes termos. Definird-se uma classe de
féormulas que se chamara (a classe das) formulas com sentido e
uma classe de formulas com sentido que se chamard axiomas.
O numero de axiomas pode ser finito ou infinito. Além disso,
especificard-se uma lista de regras, que se chamarda regras de
inferéncia; se uma destas regras chamar-se R, entdo ela define
a relacdao de consequéncia imediata por R entre um conjunto

de férmulas com sentido M, . M; que se chamam premissas e

,,,,,

uma férmula com sentido N a que se chama conclusédo.

% Essa demonstracio foi baseada na demonstracio feita por Kurt Godel . Retirada de GODEL,
Kurt. O Teorema de Godel e a Hipotese do Continuo. Lisboa: Editora da Fundacio Calouste
Gulbenkian, 1979. Pagina 235 a 339
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Exigiremos que as regras de inferéncia e as defini¢des das
formulas com sentido e axiomas sejam construtivas; isto &,
para cada regra de inferéncia havera um processo finito para
determinar se uma dada formula B é uma consequéncia
imediata (por essa regra) das formulas dadas 4, A4, e havera
um processo finito para determinar se uma dada férmula 4, 4
¢ uma foérmula com sentido ou um axioma. Uma férmula N
chamaréd-se uma consequéncia imediata de M; M, se N é uma
consequéncia imediata de M, . M;. por qualquer das regras de
inferéncia. Uma sucessdo finita de férmulas serd uma
demonstracdo (e mais precisamente uma demonstracdo da ultima
formula da sucessdo), se cada formula da sucessdo for ou um
axioma ou uma conseqiiéncia imediata de uma ou mais féormulas
precedentes. Uma formula ¢ demonstridvel se existe uma
demonstragdo dessa formula. Seja o simbolo ~ um dos termos
primitivos e suponhamos que exprime negacdo. Entdo o sistema
formal sera completo se para toda a formula com sentido 4 ou
~A ¢ demonstravel. Demonstraremos mais tarde que (sob
condi¢des a indicar) um sistema em que todas as proposi¢cdes da
aritmética podem ser expressas como tendo sentido nado ¢

completo.

Faremos agora, consideracdes que de momento nada tém que

ver com um sistema formal.

Letras mintsculas x, y ,z,... designardo numeros naturais
arbitrdrios (inteiros ndo mnegativos); sucessdes finitas de
inteiros ndo negativos serdo abreviadas. Como por exemplo: x

em vez de x;

As letras gregas representardo fun¢des de um ou mais nimeros
naturais cujos valores sdo nimeros naturais. Letras maiusculas R,
S, T,... designarao classes de, ou relagdes entre numeros
naturais. R(x) designarda que x estd na classe R e S(x; . . x,)
designard a proposicdo segundo a qual (x; . x,) estdo na relacdo

S. As classes podem ser consideradas como de um sdé termo e as
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relagdes como classes de n-tuplos ordenados. A cada classe ou

relacdo R haverd uma fung¢do representativa correspondente ¢, tal

que
Q(x1,...%,)=0
S€
R(xi,.. . xn)
o(xi1,.. xn)=1
S€
~R(x; . xn)

Usaremos as notagdes seguintes como abreviaturas (p,q podem ser

substituidas por quaisquer proposigdes):

(x) [A(x)]

(para qualquer niumero natural x, A(x))

(Ex)[A(x)]

existe um numero natural x tal que A(x))

e x A(x)

(o menor numero natural x tal que A(x) se (Ex)[A(x)]; de outro

modo 0,
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~p  (ndo p)

pvgq (pouq)

p&kq (peq)

p—q (p implica q)

p=q (p ¢é equivalente a q)).

A funciao

X7, ..., Xn
se tem
(1) o(x1,..x0)= w(x(x1,. ..
(0()61 ..... xn)

Xn),..

-,}(m(xl

.....

X
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chamara-se recursiva a respeito de

se tem

(2) 0(0,x2  xy)= y(x2,.. . Xxn)

o(k+1,x3,.. . x,)= y(k,o(k,x> . xn)x2 .,

Definiremos a classe das fungdes recursivas como sendo a

totalidade das fun¢des que podem ser geradas por substitui¢cdo, de

acordo com o esquema (1) e recursao de acordo com o esquema

(2) a partir da fung¢do sussessor x+/, das fun¢gdes constantes

f(x1,.. xn)=c

E das func¢dées identidade

Ur; (Xj ..... xn):xj ]S]Sn

As funcgdes recursivas tém a propriedade importante de,

para cada conjunto dado de valores de argumentos, o valor da

169



funcdo pode ser calculado por um processo finito. Analogamente,
as relacdes (classes) recursivas sdo decidiveis, uma vez que, para
cada n-tuplo de numeros naturais dados, pode ser determinado por
meio de um processo finito se a relagdo ¢ ou ndo satisfeita (se o
nimero pertence ou ndo a classe) uma vez que a funcdo

representativa ¢ calculavel.

As fungdes

x+y

Xy

x!

sdo obviamente recursivas. Logo,

Q(x1,...x0) T w(x;. ..y
QX1 . X)W (V1. . Yn)

QX1 X)W (X1,...Yn)

e
@(x1,. . xn)!
sdo recursivas se
@(x1,..Xn)
e
v(yi..yn
o forem.
I.
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Se as relagoes

R(xl ..... xn)
e
S(y1,...yn)
sdo recursivas, entdo
~R(x;,.. . X)),

sdo recursivas.

Por hipdtese as fung¢des representativas

de R e S respectivamente sdo recursivas. Se

a(0)=1
a(k+1)=0

entdo «a(x) e por isso

a(p(xi,..xn))
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sdo recursivas.

Mas uma vez que

¢ 1 ou 0 conforme
p(xi... Xn)

¢ 0oul,

~R(x;,.. Xn).
Logo

~R(xy, . xn)
¢ recursiva.

Se
L£(0,x)=0
Blk+tl,x)= a(a(x))

entdo

B(0,x)=pF(x,0)=0

p(x,y)=1 quando x,y>0.

Logo

B(p(xi,. . . xn), 0(yi,.

que ¢ recursiva representa

Yu))
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..... xn)VS(yJ,...,yn)

o que significa que

..... xn)VS(yJ,...,yn)

¢ recursiva.

Uma vez que

..... X )&S(yvi,.. yu)=~(~R(x1, x)v~S(Vi, . . ya))

segue-se que

R(x;,  x,)& S(yi,...yn)

¢ recursiva.

Analogamente

R(xi,... . xa) =>S(yi,...yn)

em termos de ~ ¢ de v sdo recursivas.
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IT.

Se as funcgdes

v (i, . yn)

sdo recursivas, entdo as relagoes

Q(x1,.. . Xn)=W (V1. . Yn)

o(xi . xX)<w(yi,. . . Vn)

Q(x1,... X)) SW(yi,...Vn)

sdo recursivas.

Seja
0(0)=0
O(k+1)=k
e
x—0=x
x—(k+1) = 6(x — k).
Entao
X—y=Xx—-ysex2y
e

x—y =0 se x<y.
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Logo

a(y —x)

¢ uma funcgdo representativa de x<y e

a(y (i, .yn) — @(x1,...Xn))

para

QX1 Xn)<w(yi,. . .yn
Assim

o(x1,  xX)=w (Vi . Yn)
€

O(x1,... X)) SW (Y, . Yn)

analogamente sdo recursivas, como se pode ver diretamente ou

como pode ser inferido a partir do teorema para

o(x1, X )<w(yi, . . Yn)

utilizando I.

I1I.

Se a funcgao

@(x1,. . Xn)

e a relagdo
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Sxi,.  xnyi1,  Y)=(EX)[x<@(x;,.  x)) &R(x,y1,... . Yn)]

T(xi,. . xnyi,.. . Yo)=(x)[x<@(x;,... =X )R(X,y1,...n)]

W(xX:. . Xpyi,  ya)=ex[x<@(x; X)) &R(x,y1,.. ya)]

sdo recursivas.

Seja a funcdo representativa de

R(x,y1 . ..yn)
a funcido

P(X.y1...Yn)
Seja

7(0.y1,...y)=p(0.y1,.. Y0
(§
m(k+1,y: . yi)=nm(k.yi. . yu). p(k+1,y1.  yu).

Entao

7(x,yi, . y)=p(0,y1 . yu)-p(L,yi,. Vu)ee P(X, Y1, Vn).
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Logo

sdao 0; isto ¢ conforme existem ou ndo numeros naturais n<x para

0s quais

¢ satisfeita.

Logo,

7(@(x1,...Xn),Y1,...Yn)

que ¢ recursiva representa

(Ex)[x<@(x1, . xn)&R(xX,y1,. yn)]

¢ uma relacdo recursiva. Segue-se deste resultado e de I que

(x)[XSQ(XJ ..... xn)ﬁR(nyl ..... y”)]

¢ recursiva uma vez que

() [x<@(xi,..x0) >R, Y1, Yn)]
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¢ equivalente a

~[(Ex)[x<@(x;,.. . xn)&~R(x,y1,. . yu)]].

Seja

wk+1yr  yo)=(k+1D)[x(k,yi, .  yo)-w(k+L,y1.  yu)] T u(k,yr . ya)
[a(n(ky: . ya)-7(k+1,y1. . ya))].

Uma vez que

,,,,,

S€

m(k,yi,. . . yn)=1

”(k—’_] yi,..., n) 0

e de outro modo

uk+1,y;  yvo)=ulky:.  yu). w(ky: ya)=1

w(k+1,y;1,...ya)=0
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sdo ambas satisfeitas s6 quando

0,y yn)=...= (x’-1,y; .. yn)=0

para todo x>x’. Se x’=0 ou x’ ndo existe, todos os

H(X,Y1,..Yn)
sdo 0
Logo
w(@(xi, . xXn), Y1, Yn)
¢ o menor x< ¢ (x;, .. x,) tal que
R(x,y1,...yn)

Yl
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Descreveremos agora um sistema formal que servird como
exemplo nas consideragdes que se seguem. Enquanto que um
sistema formal consiste apenas em simbolos e em regras
mecénicas para os relacionar, o significado que atribuimos
aos simbolos é sempre um principio que nos guia ao
estabelecermos o sistema.

Para evitar os paradoxos utilizaremos a teoria dos tipos.
Assim excluiremos o emprego de variaveis que tomem
valores sobre o conjunto de todos os objectos e utilizaremos
diferentes espécies de varidveis para dominios diferentes.
Em particular, p,q,r... serdo variaveis para proposigdes.

Teremos entdo variaveis de tipos sucessivos do seguinte

modo:
X, V,Z,... para numeros naturais
f.g.h,... para fung¢des (de uma variavel) cujo
dominio e cujos valores siao numeros
naturais
F,G,H,... para fung¢des (de uma variavel) cujo dominio
e valor sdao fung¢des f,g,4,...
etc.

Obtém-se sistemas formais diferentes conforme o nimero
destas variaveis que ¢ utilizado. Restringiremos aos pri-

meiros dois tipos, isto €, usaremos variaveis de trés espécies

p.q,r,...

X, V,Z,...

e h,...

Suporemos que um nimero infinito denumerdvel de cada uma

destas variaveis estd incluido entre os nossos termos primitivos
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(como se pode garantir, por exemplo, com o emprego de letras
com indices numéricos).

Os termos primitivos, além das variaveis, serdo:

0 (o numero 0)

N (N(x) designa o sucessor de x)

[T (I[IxF(x) significa F(x) ¢é verdadeira para todos os
numeros naturais x e pode ser considerado como produto logico de
F(x) sobre todos os x),

Y (XxF(x) significa que existe pelo menos um numero
natural X tal que F(x) é verdadeira e pode
ser considerada como a soma logica de F(x) sobre
todos os x),

€,

= (igual a),

(,) (f(x) é o valor de f para o argumento x e interpreta-se
como sendo os simbolos para a operagdo de aplicagdo de uma
funcdo a um argumento. Os paréntesis também podem ser

usados como sinais de inclusao.

Em seguida, a classe das formulas com sentido tem que ser
definida. Para o fazer descreveremos duas classes de formulas
que tém sentido: féormulas que designam numeros e formulas que
designam proposi¢des. As primeiras compreendem os simbolos
numéricos ou expressdes que representam nuameros como
(0,N(0),...) juntamente com expressoes funcionais ou expressoes
que se tornam expressdes numéricas quando as expressdes

numéricas sdo substituidas de uma maneira adequada pelas
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variaveis que ocorrem nelas. A segunda compreende proposigdes,

como por exemplo:

[Mx/~(0=N(x))]

juntamente com funcdes preposicionais ou expressdes que se
tornam proposi¢des quando as variaveis que ocorrem nelas sdo
substituidas de uma maneira adequada por expressdes numéricas

como por exemplo:

Xx[y=N(x)]

As defini¢gdes exatas sdo dadas utilizando inducgdo completa:
1.0 e x,y,z,... (varidveis para nameros) sdo expressdes de I*

2. Se A e B sdo expressdes da I" espécie, entdo A=B é uma

expressdo da II* espécie.
3. Se 4 exp. I, entdo N(4) exp. |

4. Se A exp. 1 e f ¢ uma variavel para uma fung¢do entdo f(4)

exp. I
5.Se de B exp. I, entdo
~(4)
(A) v (B
(4)&(B)
(4) > (B)

(4)=(B)
6. Se 4 exp. Il e x € uma variavel numérica, entdo

[Tx(4)

2 x(A)

exp. I e
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ex(A4)
exp. I.
7. Se A exp Il e f uma variavel funcional, entédo
[17(4)
2/(4)
exp. 11
8. Se 4 exp. Il e p uma variavel proposicional entdo
[p(4)
2p(4)
[p(4)
2p(4)

9. A classe das expressdes da 1.7 (II.") espécie serd a menor

classe que satisfaca 1-8.

Uma formula é uma formula com sentido se ¢ ou uma ex-

pressdo da I.* espécie ou uma expressdo da II.* espécie.

As ocorréncias de variaveis numa expressao com sentido
podem ser classificadas em livres e ligadas da maneira seguinte:

A cada ocorréncia de Il numa expressdo com sentido 4
corresponde uma parte Unica de 4, que comega com a ocorréncia

de Il e tem a forma
[1¢(B)

em que ¢ ¢é uma varidavel e B tem sentido. Esta parte de 4
chamara-se o 4ambito da ocorréncia dada de [] em 4.
Analogamente definimos o 4&mbito de uma ocorréncia de X ou
€ em 4. Uma dada ocorréncia da variavel f em 4 serd ligada ou
livre conforme esteja ou ndo no dmbito de um [[, X ou e

seguido de ¢.
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Nas defini¢des, dadas acima, de expressdes funcionais e
funcdes proposicionais, as substitui¢cdes que se tém em vista
sdo substituicdes para as ocorréncias livres de variaveis, (y é

livre e x é ligada em

ex[y=N(x)]
e
2x[y=N(x)]
Empregaremos
Subst[Ag]

para designar a expressdao obtida de A4 substituindo cada
ocorréncia de t em 4, como variavel livre, por G.

Podemos empregar F(t) para representar a formula com
sentido em que ¢ ocorre como variavel livre e F(A) para

representar

Subst [F(t)',]

Se A4 ¢ uma férmula com sentido e f uma variavel fun-
cional, entdo as ocorréncias de f em 4 como um simbolo livre

sdo como o primeiro simbolo das partes de 4 da forma

F(U)
Pode-se fazer uma lista dessas partes sob a forma

S(U,.  f(Un)

em tal ordem que se U; contém f(U;) entdo i<j.

Seja G(x) uma féormula com sentido em que x ocorre como

variavel livre.
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Seja

obtida de

substituindo

por

entao seja

obtida de

substituindo

por

etc.

A f(U2),....f(U’)

A, f(Uz),....f(Uy)

f(U1)

G(U;)

A f(U’s),....f(U")

f(U’2)

G(U"2)
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Representaremos por

e
G(x),x

a expressio
A7t

Uma expressdo 4 em que as diferentes varidveis livres

ocorrem significa o mesmo que

ti(.. (Tta(4))...).

Os axiomas serdo as seguintes formulas:

A. Axiomas que se referem as no¢des do calculo proposicional

(p—>q)—>((g—>r)—>(p—>r)).
((~p) >p) —>p.
p—((~p)—>q).
p&q.=.~[(~p)Vv(~q)].
pvq.=.(~p)—>q.
P=q.=.(p—>q)&(q->p).
P=q. >.p—>(q.

P=Eq. >.—>>p

S - N N S -

Para formular a teoria a que se refere este grupo de axiomas

seria necessdrio investigar a teoria do cdlculo proposicional.
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B. A nocdo a que se referem a nocdo de identidade

1. x=x

2. x=y. > .f(x)=f(y).
3. (x=y)&(y=z). >.z=x.

C. Axiomas que correspondem a alguns dos axiomas de Peano

para os nimeros naturais

I. ~(0=N(x)).
2. N(x)=N(y). > .x=y.

Para completar a definigdo do sistema formal que estamos a

considerar resta fazer uma lista das regras de procedimento.

Cada uma destas regras deve ser interpretada como uma
afirmag¢do acerca das condi¢des segundo as quais uma formula N ¢
uma consequéncia imediata por essa regra da(s) formula(s) com

sentido M(M; ,M;).
1. Se (4) >(B) e 4, entdo B.

2. Suponhamos que 4 é uma féormula com sentido, que ¢ ¢

uma variavel e que # nao ocorre em A4
a. Se (A) —>(B) entdo (4)— (I1¢(B))
b. Se (A)— (I1¢(B)) entdo (4) —>(B)

3. Suponhamos que 4 ¢ uma formula com sentido, que ¢ ¢

uma variavel e t ndao ocorre em B
a. Se (A) > (B) entdo (4)—> (2t(B))

b. Se (A)—> (Xt(B)) entdo (4) > (B)
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4a. Suponhamos que x ¢ uma variavel numérica, que 4
contém x como variavel livre, que G é uma expressdao do
primeiro género e que nenhuma variavel livre de G ¢é ligada

em F,
Se 4, entdo Subst[Ag]

4b. Suponhamos que f ¢ uma variavel funcional, que 4

contém f como variavel livre, que x é uma variavel numérica,
r ~ a r .

que G(x) ¢ uma expressao da [.”" espécie em que x ocorre como

uma variavel livre e que nenhuma variavel livre de G(x) {ou 4

¢ ligada ou em G(x) ou em 4 ¢ que além disso, G(x) ou 4 nao tém

varidveis ligadas em comum.

Se A, entdo Subst [A‘Gf(x),x]

4c. Suponhamos que p é uma variavel preposicional, que
contém p como uma variavel livre, que P é uma expressao da

I1." espécie € que nenhuma varidvel livre de P é ligada em 4.

Se A, entdo Subst [A,f]

4d. Suponhamos que x é uma variavel numérica e que F(x)
tem sentido e contém x como variavel livre {e que nenhuma
variavel livre de F ocorre como variavel ligada em F}.

Se (A) > (F(x)), entdo (A) > (F(ex(F(x))).

5. Suponhamos que x ¢ uma variavel numérica e que F'(x)
uma formula com sentido em que x ocorre como variavel

livre. Se F(D) e (F(x)) > (F(N(x))), entao F(x).

6. Suponhamos que s ¢ ¢ sdao variaveis da mesma espécie,
que s nao ocorre em A. Seja A’ o resultado de substituir s
por t em A. Suponhamos que 4 tem sentido e seja B' a ex-
pressdao obtida a partir de B substituindo uma dada ocorréncia de

A em B por A'.

Se B, entdao B'.
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Um processo usado na demonstracdo matematica ndo esta
representado neste sistema, nomeadamente a definicdo e
introducdo de novos simbolos. Contudo, este processo ndo ¢

essencial mas apenas uma questdo de abreviaturas.

Para as consideragdes que se seguem o significado dos
simbolos ¢ irrelevante e ¢ até desejavel que ele seja esquecido.
As nocdes que se relacionam com o sistema considerado do
ponto de vista puramente formal podem designar-se por

metamatematicas.

Os termos primitivos (e portanto as férmulas e as
demonstragdes) sdo contdveis e portanto uma representacdo do
sistema por meio dos inteiros positivos pode ser construida da
maneira que se segue.

Faremos corresponder os numeros 1-13 aos simbolos do

seguinte modo:

0 1

N 2

= 3

~ 4

v 5

& 6

- 7

= 8

I1 9

)y 10

€ 11

( 12

) 13
Os inteiros >13 e =0 (mod 3) corresponderdo a variaveis
preposicionais, os inteiros >13, =1 (mod 3) a variaveis numé-
ricas e os inteiros >13, =2 (mod 3) a varidveis funcionais.
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Assim, estabelece-se uma correspondéncia 1 a 1 entre os termos
primitivos e os inteiros positivos.
Faremos corresponder inteiros a sucessdes finitas de inteiros

positivos por meio do esquema seguinte:

ki,....ky corresponde a

2h 3k 58 pk

n

Uma férmula ¢ uma sucessao finita de termos primitivos e
uma demonstragdo ¢ uma sucessao finita de formulas. A cada
formula faremos corresponder o inteiro que corresponde a
sucessdao de inteiros que corresponde aos seus simbolos; e a
cada demonstracdo faremos corresponder o inteiro que
corresponde a sucessdao de inteiros que correspondem as
formulas que a constituem. Entdo determinamos assim uma
correspondéncia 1 a 1 entre as formulas (demonstragdes) e um
subconjunto do conjunto dos inteiros positivos.

Podemos, agora, definir diversas classes e relacdes
metamatematicas de inteiros incluindo uma que corresponde a
cada classe e relagdo de formulas, x serd um nimero f (numero
B) se existe uma formula (demonstragao) a que x corresponda. A

relagdo
x, yUz
entre numeros significard que x,y,z sdo numeros f e que a

formula que z representa ¢ uma conseqiiéncia imediata das

formulas representadas por x e y .
xBy

significarda que x é um nimero B e que y ¢ um numero f ¢ que a
demonstragcdo que x representa ¢ uma demonstracdo da formula
representada por y. Ha também fun¢des metamatematicas de

inteiros como as seguintes :
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Neg (x) = o nimero que representa ~(X) se x

representa formula X', e 0 se x ndo ¢ um numero-f.

y
Sb [xz} = 0 nuUmero que representa O

Subst [FG’] de substituir as ocorréncias livres

de t em F por G se x e z representam as
formulas F,G, respectivamente, e y a variavel

t; de outro modo ¢ igual a 0.

Estas relagcdes e fung¢des que definimos indiretamente pelo
emprego da correspondéncia entre foérmulas e numeros sao
construtivas. Por 1isso, nado ¢é de surpreender que sejam
recursivas. Mostrremos para as mais importantes definindo-as
diretamente a partir de relagdes e fungdes que se sabe
previamente que sdo recursivas. Utilizaremos os métodos que
permitem gerar fun¢des e relagcdes recursivas a partir de fungdes

relagdes recursivas.

x/y=(Ez)[z<x&x=yz]

x/y significa x ¢ divisivel por y. (yz é recursivo. Logo, x=yz

¢ recursiva. Segue-se que x/y € recursiva).

Primo(x)=x>1&~(Ez)[z<x&~(z=1)&~(z=x)&X/Z]

X é um numero primo.

Pr(0)=0

191



Prin+l)=cy[y<{Pr(n)}!+1&Primo(y)&y>Pr(n)]
Pr(n)é o nimero primo de ordem n (por ordem de grandeza).
4. nGlx=¢ey[y<x&x/{Pr(n)’ &~(x/Pr(n)}’ "’

nGIlx ¢ o membro de ordem n da sucessdo dos inteiros positivos

que x representa.
5. L(x)=¢y[y<x&(y+1)GIx=0]

L(x) ¢ o nimero de membros da sucessdo representada por x

(se x representa uma sucessao de inteiros positivos).

6.
x*y=gz{z<[Pr(L(x)+L(y))]* " &(n)[n<L(x) >nGlz=nGIx]&(n)
[0<n<L(y)—>(n+L(x))Glz=nGly]}.

* representa a operagdo de juntar uma sucessdo finita a outra. Isto

é, se

x=2%.pk
e

y=21‘...psl“
entao

x*y=28.pf pripyy

Repare-se que o numero da sucessdo que consiste apenas no

unico nimero x é 2%
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7. k(x)=217%x*213

8. Neg(x)=2"*k(x)

Se x representa a formula 4, Neg(x) representa ~4.

9. Imp(x,y)=k(x)*2"*k(y).

Se x e y representam as féormulas 4 ¢ B respectivamente,

entdo Imp(x, y) representa (4) > (B).
10. uGenx=2"*2"*(x).

Se u representa a variavel ¢t e x a férmula A4, entdo uGenx
representa [[#(4).
Analogamente para 2 t(4) ¢ cx(A4)

11. x=y(mod n). =.(Ez)[z<x+y&(x=y+znvy=x+zn])

x=y(mod n) tem o significado habitual.

Se x representa a formula A4, k(x) representa 4 (porque a

sucessdo de nuimeros que corresponde aos simbolos de (4) ¢

em que

.....

¢ a sucessao dos numeros que corresponde aos simbolos de 4).
t>13 exprime ¢ representa uma variavel. Analogamente,

usando 11 podem-se definir classes recursivas Var, (1),
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Vary(t), Var,(t), para exprimir ¢ representa uma variavel
preposicional, ¢ representa uma variavel numérica, ¢
representa uma varidvel funcional, respectivamente.

Também se podem definir classes recursivas M(x),
Mii(x), M(x) para exprimir x representa uma exp. [, x
representa uma exp. II, x representa uma férmula com sentido,
respectivamente, relagdes recursivas que correspondem as
relagdes ¢ ocorre em 4 como uma variavel livre (ligada) e
fungdes recursivas que correspondam as operagdes de

substituicao usadas nas regras de inferéncia.

12 x,yUjz=x=Imp(y,z) &M (x)&M(y)

z representa uma formula que ¢ uma conseqiiéncia imediata

pela Regra 1 das férmulas representadas por x,y

13 xU,z=(Et,v,w)[t,v,w<z&M(v) &M (w) &x=Imp(v,w) &
z=Imp(v,tGenw)&t>13&~(Ek)[k<L(v)&kGIlv=t]]

z representa uma férmula que ¢ uma conseqiiéncia imediata
pela Regra 2 das férmulas representadas por x

14 x,yU, =x,y,Ujzvx Uyzv...vxUsz

z representa uma férmula que ¢ uma conseqiiéncia imediata

da(s) férmulas representada(s) por x(x,y)

Cada um dos axiomas ¢ representado por um nimero. Sejam

0os numeros que correspondem aos axiomas.

15 AX(X)Xx=a | VvX=aVv...VX=a 3
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X representa um axioma.

16 B(x)=(n)0<n<L(x) > {Ax(nGlx)v(Ep,q)[0<p,q<n
&pGlx,qGIxU,GIx]}]&L(x)>0

X representa uma demonstracgao.

17 xBy=B(x)&L(x)Glx=y

Abreviaremos certas expressdes formais de acordo com a
seguinte conveng¢do: zgp em vez de 0, z; em vez de N(0), z, em vez
de N(N(0)), etc. Entdo os z representam 0s numeros naturais na

logica formal. Além disso se

Q(x;x2,...)

¢ uma func¢do de inteiros positivos, diremos que a expressao

funcional formal

G(ujus,...)

representa

@(xl ..... xn)

SC

G(zm,Zn,-- - )ZZ@Q(mn,.. )

¢ formalmente demonstravel para cada conjunto de numeros

naturais
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por outras palavras, se

G(zm.zn,...) =2k

o~

demonstravel formalmente sempre que

o(m,n,...)=k

satisfeita.

o~

Se o valor de

O(x;x2,...)

¢ independente de uma variavel x,, entdo

G(uju, )

ndo tem que conter a varidvel correspondente u,.

Analogamente se

R(x1x2 )

¢ uma classe ou relagdo de numeros naturais, diremos que a

expressdao funcional

H(u;us,. )

representa

R(x;x2..)

se podemos demonstrar formalmente

H(zpzn, . )
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sempre que

¢ satisfeita e
~H(zpn zn, )
sempre que

nao ¢ satisfeita.

Esbocaremos agora a demonstracdo de que toda a funcédo
recursiva (classe, relagdo) ¢é representada por uma fdérmula do
nosso sistema formal.

A fung¢do recursiva x+/ é representada por N(w), porque
N(Zn)=Zn+1
pode ser demonstrado formalmente para cada nimero natural n.
A demonstragdo ¢ imediata uma vez que pelas nossas

abreviaturas z,+;= N(z,).

A fung¢do constante

f(xl,XZ ..... xn):C

¢ representada por z. ¢ a fun¢ao identidade

Ui =(x1x2. Xn)=x;

¢ representada por u;
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Se

o(x1,...%,)
¢ composta a respeito de
¢(X] ..... xm)
e
2i(x;  xm) (i=1,...,m)
€ se
G(WI ..... Wn)
representa
G(x1,... Xm)
e
H; (WI ..... Wn)
representa
Xi ()Cj ..... xn)
entao
GH (Wi, . Wa),...Hu(Wi,.. W)
representa
P(X1,...Xn).
Se
Q?(X] ..... xn)

¢ recursive a respeito de
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¢(X1 ..... Xn-])

e

X (X7, Xn+1)
e se

G(wi,.. . Wn1)
representa

G(x7,.. Xn-1)
e

H(wi,. . Wp+1)
representa

@(x;,... xy)

Esta formula
K(Wl ..... Wn)

intuitivamente tem o significado desejado. Para cada conjunto de

numeros naturais

,,,,,

existe uma e s6 uma fung¢ao f que satisfaz as condigdes

f(O)G(WZ ..... Wn)

e, portanto,

,,,,,
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significa o valor que a func¢do f que satisfaz as condi¢cdes acima

toma para o argumento w; Este valor ¢ obviamente

o (Wi, Wn)
A demonstragdo de que

K(wyi, .. wa)
representa na verdade

o(x1,...,Xn)

se G representa ¢ e H representa y ¢ demasiado longa para ser

dada aqui
Se

E uma classe recursiva (ou relagdo) existe uma funcgdo recursiva

o(xy,...)
tal que

p(xy,...)=0
se

R(x, y,...)
e

o(x,y,...)=1
se

~R(x, y,...)



Entdo existe um

G(u,v,...)
que representa
o(x,y,...).
G(u,v,...)=0
representa
R(x, y,...).
Porque se
R(m, n,...)
entdo

G(Zm,zn,...):Z()ZO

¢ formalmente demonstravel; e se

~R(m,n,...)

entao

G(Zm,zn,...) =Zy

e portanto

~[G(zm,zn,..)=0]
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¢ formalmente demonstravel.

Porque certas relacdes metamatematicas e certas proposicoes
acerca do nosso sistema formal podem ser expressas por meio de
relagdes recursivas e proposi¢des acerca delas, estas relagdes e
estas proposicdes podem ser expressas no sistema formal. Assim,
partes da teoria cujo objeto ¢ o nosso sistema formal podem ser
expressas no mesmo sistema formal.

Ja dissemos que

xBy

¢ uma relagdo recursiva; e podemos demonstrar também que
7 (x.y)

¢ recursiva, em que
7 (x.y)

¢ o numero da férmula que resulta quando substituimos todas as

ocorréncias livres de w por z, na formula cujo nimero € x

Sb[x;(y)]

Logo existe uma formula B(u,v) que representa

xBy

e uma formula S(u,v) que representa

7(x,y).
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Seja U(m) a formula
[Iv/~B(v,S(w,w))]
e seja p o numero de U(w).
Ora U(z,) é a formula que resulta quando substituimos todas

as ocorréncias livres de w por z, na férmula cujo nimero ¢ p e

portanto tem o numero

7(p.p)

Logo se

U(Zp)

¢ demonstravel, existe um k tal que

kBy (p.p).

Mas uma vez que

S(u,v)
representa

y(x,y)
e

B(u,v)
representa

xBy

segue-se que

B(zk,S(zp,2p))
¢ demonstravel.

Do mesmo modo ¢ uma propriedade do nosso sistema que se
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[IvF(v)

¢ demonstravel entao

F(Z])

¢ demonstravel para todo o 1; conseqlientemente se

U(zp)

¢ demonstravel, entdo

~B(z,8(zp,2p))

bem como

B(zk,S(zp,zp))

sdo demonstraveis se o sistema contém uma contradigéo.

Deste modo concluimos que

U(z,)

ndo pode ser demonstrado a menos que o sistema contenha uma
contradicao.

Em seguida perguntamos:

~ U (zp)

pode ser demonstrado se o sistema nao for contraditdério. Se o

sistema ndao é contraditorio

U(z,)
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ndo pode ser demonstrado como ja vimos.

Mas

U(zp)
¢ a formula cujo niumero €
y(p.p)
de modo que para todo o k£,
~kBy(p.p).

Logo,

~B(zk,S8(zp,2p))

¢ demonstravel para todo o k.

Se além disso
~U(Zp)
isto €,

~ [v[~B(v,S(zp,2p))]

¢ demonstravel, entdo temos que se pode demonstrar uma férmula

que afirma que

~B(zx,S(zp,2p))

ndo ¢ verdadeira para todo k ¢ isto juntamente com o fato de

~B(zx,S(zp,zp))
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ser demonstravel para todo k torna o sistema intuitivamente

contraditodrio.

Em outras palavras, consideraremos que o sistema ¢
contraditério s6 se houver um A tal que 4 e ~A4 sdo ambos
demonstraveis mas também se houver um F tal que todas as

formulas

~[IvF(v)

F(z9),F(z1),...

~U(zp)

¢ demonstravel, o sistema é contraditdério neste sentido mais

fraco.

Assim, nem

U(zy)

nem

~U(zp)

sdo demonstraveis a menos que o sistema seja contraditdério. Se
0 nosso sistema ¢ livre de contradi¢do no sentido forte (isto ¢,
se A e ~A ndo sio ambos demonstraveis para nenhum 4)

entao

U(zp)

nao é demonstravel.

Mas
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(x,y,2)[~{xBy&zBNegy}]

¢ uma proposi¢cdo do nosso sistema que afirma que o sistema

esta livre de contradi¢des no sentido forte. Assim mostrmos que

(x,y,z)[~{xBy&zBNegy}—(x)~xB(p,p)

Os argumentos relativamente simples desta demonstracdo
podem ser imitados em logica formal para produzirem uma

demonstragdo formal de

Contrad - zv[~B(v,S(zp,zp))]

em que Contrad ¢ uma férmula do sistema que exprime a

proposicdo

(x,y,z)[~{xBy&zBNegy}]

Entdao se Contrad também pudesse ser formalmente demonstrado,

poderiamos usar a Regra 1 para inferir

[Iv/~B(v,S(zp,2p))]
caso em que, como vimos, o sistema seria contraditdrio.
Assim Contrad ndo pode ser demonstrado no proprio sistema

a menos que o sistema contenha uma contradicao.

Condigdes que um sistema formal tem que satisfazer a fim de que

os argumentos precedentes se possam aplicar

Consideremos agora qualquer sistema formal que satisfaca as

seguintes cinco condig¢des:
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(1) Supondo que os simbolos e as formulas estdo numerados
de uma maneira semelhante a que foi usada para o sistema par-
ticular considerado acima, entdo a classe dos axiomas e a

relacdo de conseqliéncia imediata serdo recursivas.

Esta condicdo ¢ precisa e na pratica basta para substituir a
exigéncia imprecisa segundo a qual a classe dos axiomas e a

relacdo de conseqiiéncia imediata tém que ser construtivas.

(2) Havera uma certa sucessdao de formulas com sentido z,
(que representam os numeros naturais n) tal que a relagdo entre n

e 0 nimero que representa z, ¢ recursiva.

(3) Haverd um simbolo ~ (negacdo) e dois simbolos v e o
(variaveis) tais que para cada relagdo recursiva de duas variaveis

correspondera uma féormula

R(v, w)

do sistema tal que

R(zp,z4)

¢ demonstravel se a relagdo ¢ satisfeita entre p e g ¢

~ R(zp,z4)

¢ demonstravel se a relagdo ndo ¢ satisfeita entre p e ¢; ou em vez
de um Unico simbolo ~, pode haver uma formula F(x) que néao
contenha nem v nem w tal que as relagdes anteriores sao
satisfeitas quando

~(4)
Representa a féormula

F(4).
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As formulas

R(v,w)

que representam as relagdes recursivas e suas negagdes

~R(v,w)

serdo chamadas fung¢des proposicionais recursivas de duas

variaveis e;

R(v,z,)

~R(v,z,)

fungdes proposicionais recursivas de uma variavel.

(4) Havera um simbolo [ tal que

[IvF(v)

¢ demonstravel para uma fun¢do proposicional recursiva

F(v)

de uma variavel, entdo

F(zx)

serd demonstravel para todo k; ou em vez de um tnico simbolo [I

pode haver uma féormula

G(x)

que nao contenha w tal que as consideragdes anteriores sao

satisfeitas quando
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[IvF(v)
representa

G(F(v)).

(5) O sistema sera livre de contradi¢gdes nos dois seguintes
sentidos:
a) Se
R(v,w)

¢ uma func¢do proposicional recursiva de duas variaveis entdo

R(zp,z4)
e
~ R(zp.24)
ndo sdo ambas demonstraveis.
b) Se
F(v)

¢ uma funcdo proposicional recursiva de uma variavel entdo as

féormulas

~ Tlvf(v)

F(Z()), F(Z]), F(Zg)

nao serdo demonstraveis.

Ora usando a contradig¢do (1),

xBy

y(x,y)

210



(definidas como anteriormente) e

kBy(l,1)

sdo recursivas. Entdo por (3) existe

R(v,w)
tal que
R(zp,z1)
¢ demonstravel se
kBy(l,1)
e
~R(zk,z1)
¢ demonstravel se
~kBy(1,1).
Se repararmos que
R(v,w)

desempenha no nosso sistema especial o mesmo papel que ¢

desempenhado por

B(v,S(w,w))

podemos demonstrar que se p ¢ o numero de

[Iv~R(v,w)
entdo (5a) implica que

[Iv~R(v,zp)
ndo é demonstravel e (5b) em conjun¢do com (5a) implica que
[Tv~R(v,zp)

ndo é demonstravel.

Analogamente, como ja o fizemos,
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(x,y,z)[~{xBy&zBNegy}] —(x)~xB y(p,p)

pode ser estabelecido. Ndo enumeramos as outras condig¢des
segundo as quais ¢ possivel converter a demonstragdo intuitiva

numa demonstragdao formal de
Contrad — [[v~R(v,z,)

No entanto, s@o condi¢des satisfeitas por todos os sistemas
que consideramos e que contém uma certa parte da aritmética
vulgar e por 1isso, estes sistemas ndo podem conter uma

demonstra¢do da sua propria consisténcia.
TEOREMA 8. Existem numeros transcendentes, ndo algébricos
DEMONSTRACAO.

Este teorema é um corolario imediato do teorema 3. Pois,
sabemos que os algébricos Reais sdo enumeraveis (teorema 2.2) e
que os Reais sdo ndo enumeravel (teorema 4). Logo, devem existir
numeros Reais que ndo sejam algébricos. Estes sdo os numeros
transcendentes, cuja existéncia fica assim demonstrada.

TEOREMA 9. Paradoxo de Banach-Tarski
DEMONSTRACAO.

O Paradoxo de Hausdorff diz que S? ¢ SO; paradoxal para

alguns conjuntos contaveis D. Combinando esse resultado ao

teorema que diz que: Se D ¢ um subconjunto contavel de S?, entdo

S? ¢ S*\D sido SO0s;—equidecompostos. E a proposicao:

212



Suponha que G atua em X e E, E° é G-decomposto em
conjuntos de X. Se E ¢ G-decomposto entdo E” também &.

Assim, com os trés resultados acima enunciados teremos,
que S? ¢ SO; paradoxal. O resultado é valido para esferas de
qualquer raio.

Para a demonstracao ¢ suficiente considerar bolas centradas
em 0, desde que G3 contenha todas translacdes.

Podemos considerar a bola unitaria B, entretanto a mesma
prova funciona para bolas de qualquer tamanho.

A decomposicdo de S? wvale para B\{0} se usamos a
correspondéncia radial: P — {aP:0<a<l}. Entdo ¢é suficiente
mostrar que B ¢ Gs-equidecomposto com B\{0}.

Seja p= (0,0,%) e seja p a rotacdo de ordem infinita

Entdo o conjunto D = {p n(0): n>0} pode ser usado para
absorver 0: P(D) = D\{0}, entdao B ~ B\{0}

Assim, a correspondéncia radial de S* com R’\{0} ¢ usada
para obter a decomposi¢do paradoxal de usando rotagdes.

Assim como para a bola, R3\{0} ~ G3; R*, R® ¢ paradoxal via

isomeria.
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