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A matematica € um constructo puramente intelectual, rigorosamente
formalizada e bem definida que permite explicitar e gerar verdades
localmente incontestaveis por meio de demonstracdes que transformam de
modo racional informagdes implicitas em explicitas, por meio da légica que
oferece regras de inferéncias preservadoras de verdades. Nesse jogo,
aparentemente perfeito de obtengcdo de verdades, ainda sim surgiram
paradoxos gerando as investigagbes profundas sobre os fundamentos da
matematica. Apos a detecgcdo de paradoxos, concepg¢ao de existéncia
matematica passa a ser nao apenas produzir respostas satisfatérias, mas sim
ser consistente, estar livre de contradi¢des.

Em 1931, os conhecidos teoremas da incompletude de Godel vém
explicitar a existéncia de proposi¢des indecidiveis e a impossibilidade da
demonstracdo da consisténcia do sistema pelo préprio sistema, ou seja,

teoremas e verdades ndo podem ser postos em correspondéncia biunivuca.



Com seus trabalhos, Godel permite, em uma visao filoséfica, a contradigao,
rebatizando-a como indecidivel e possibilitando seu retorno ao sistema na
forma de axioma. A incompletude matematica nada mais é ter que decidir
acerca de algumas proposigdes, assim como desde o inicio decidimos quais
0s axiomas embasariam nossa teoria. Mas essa escolha deve ser
extremamente criteriosa, uma vez que escolher verdades € escolher valores,
qual sera o valor mais apropriado para modelar nosso mundo? Mesmo
possibilitando uma modelagem eficiente do real, a matematica ndo é apenas
reflexo do mundo fisico, € uma produgédo intelectual, cultural, cujo
desenvolvimento depende da sociedade, das técnicas desenvolvidas e dos
interesses de quem a manipula e por isso, jamais sera impessoal, ahistérica
e arbitraria.

Este trabalho pretende, entdo, debrucgar-se sobre o maior desafio para
um matematico, que certamente ndo € a demonstragdo de um importante
teorema ainda em aberto, mas sim fazer com que o matematico reflita sobre
o conhecimento que produz e tentar entender como e por que a Matematica
funciona, colocando seus objetos matematicos como cerne da discussao e
dialogando com o infinito, um dos seus mais representativos objetos, n&do

com a intengao de descrevé-lo mas sim, de entender seus mistérios.
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Mathematics is a purely intellectual construct, rigorously formalized and
well defined that allows to explicit incontrovertible locally truths by
demonstrations that uses logical rules of inferences, and turns rationally
implied informations in explicit ones. In this game to obtain truths, apparently
perfect, paradoxes also appeared and in consequence of that mathematicians
have started deep investigations into the foundations of maths. After
detection of paradoxes, mathematical conception of existence becomes not
only to produce satisfactory answers, but be consistent, be free of
contradictions.

In 1931, the incompleteness theorems of Godel have clarified the
existence of undecidable propositions and the impossibility of demonstrating
the consistency of the system by the system, theorems and truths can not be
put into correspondence. With his works, Gddel allows, in a philosophical way,
to renames the contradiction as undecidable and enable its to return to the

system in the form of an axiom. Incompleteness mathematics is nothing more



having to decide on some propositions, as well as from the beginning we
decided which axioms based our theory. But that choice should be extremely
careful, once choose truth is to choose values, and what is the value most
appropriate to model our world?

Even being an efficient model of the real, maths is not a reflection of
the physical world, is an intellectual production, cultural, whose development
depends on the society, the techniques developed and the interests of those
who manipulate and therefore will never be impersonal, ahistorical and
arbitrary.

This paper aims, then look into the biggest challenge for a mathematician,
which is certainly not a demonstration of an important theorem that is still
open, but to reflect on the mathematical knowledge, try to understand how
and why that mathematics works, places its mathematical objects as the core
of the discussion and dialogue with the infinite, one of its most representative

objects, not with the intention to describe it but to understand its mysteries.
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PROLOGO

SE A MATEMATICA FOSSE GUIMARAES...

Em um dos meus encontros com a matematica ela falou-me:

“- Se quer seguir-me, narro-lhe; ndo uma aventura, mas experiéncia, a
que me introduziram, alternadamente, série de raciocinios e intuigdes.
Tomou-me tempo, desanimos, esfor¢cos. Dela me prezo, sem vangloriar-me.
Surpreendo-me, porém, um tanto a-parte de todos, penetrando conhecimento
que os outros ainda ignoram. (...) Reporto-me ao transcendente. Tudo, alias,
€ a ponta de um mistério. Inclusive os fatos. Ou a auséncia deles. (...)

Se nunca atentou nisso, € porque vivemos, de modo incorrigivel,
distraidos das coisas mais importantes.(...)

Ah, o tempo é o magico de todas as trai¢des. (...) Ah, minha amiga, a
espécie humana peleja para impor ao latejante mundo um pouco de rotina e
l6gica, mas algo ou alguém de tudo faz frincha para rir-se da gente... E
entao?(...)

Sou, porém, positiva, racional, piso o chdo a pés e patas. Satisfazer-
me com fantasticas nao-explicagbes? — jamais.(...)

O que se busca, entdo, € verificar, acertar, trabalhar um modelo
subjetivo, preexistente; enfim, ampliar o ilusério, mediante sucessivas novas
capas de ilusdo. Eu, porém, era uma perquiridora imparcial, neutra
absolutamente. A cagadora de meu préprio aspecto formal, movida por
curiosidade, quando nao impessoal, desinteressada; para n&o dizer o urgir
cientifico. Levei meses.

Sim, instrutivos. Operava com toda sorte de astucias: o rapidissimo
relance, os golpes de esguelha, a longa obliquidade apurada, as contra-
surpresas, a finta de palpebras, a tocaia com a luz de-repente acésa, os
angulos variados incessantemente. Sobretudo uma inembotavel paciéncia.
Mirava-me, também, em marcados momentos — de ira, medo, orgulho
abatida ou dilatada, extrema alegria ou tristeza. Sobreabriam-se-me
enigmas.(...) Sendo assim, necessitava eu de transverberar o embucgo, a

travisagem daquela mascara, a fito de devassar o nucleo dessa nebulosa — a



minha vera forma. Tinha de haver um jeito. Meditei-o. Assistiram-me seguras
inspiragdes.(...)

Releve-me nao detalhar o método ou métodos de que me vali, e que
revezavam a mais buscante analise e o estrénuo vigor de abstragdo. Mesmo
as etapas preparatoérias dariam para aterrar a quem menos pronto ao arduo.
(-..)

Ah, minha amiga, nem no ovo o pinto esta intacto. E, em seguida, o
que se deveria ao contagio das paixdes, manifestadas ou latentes, o que
ressaltava das desordenadas pressdes psicologicas transitérias. E, ainda, o
que, em nossas caras, materializa idéias e sugestbes de outrem; e os
efémeros interesses, sem sequéncia nem antecedéncia, sem conexdes nem
fundura. Careceriamos de dias para explicar-lhe. Prefiro que tome minhas
afirmacdes por seu valor nominal.

A medida que trabalhava com maior maestria, no excluir, abstrair e
abstrar, meu esquema perspectivo clivava-se, em forma meéandrica, a modos
de couve-flor ou bucho de boi, e em mosaicos, e francamente cavernoso,
como uma esponja. E escurecia-se. Por ai, ndo obstante os cuidados com a
saude, comecei a sofrer dores de cabeca. Sera que me acorvadei, sem
menos? Perdoe-me, a senhora, o constrangimento, ao ter de mudar de tom
para confidéncia tdo humana, em nota de fraqueza inesperada e indigna.(...)

Mas, com o comum correr quotidiano, a gente se aquieta, esquece-se
de muito. O tempo, em longo trecho, € sempre tranquilo. E pode ser, ndo
menos, que encoberta curiosidade me picasse. Um dia... Desculpe-me, nao
viso a efeitos de ficcionista, inflectindo de propdsito, em agudo, as situagdes.
(-..)

Voltei a querer encarar-me. Nada. E, o que tomadamente me
estarreceu: eu ndo via meus olhos. No brilhante e polido nada, ndo se me
espelhavam nem eles!

Tanto dito que, partindo para uma figura gradualmente simplificada,
despojara-me, ao termo, até a total desfigura. E a terrivel conclusdo: nao
haveria em mim uma existéncia central, pessoal, autbnoma? Seria eu uma
des-almada? Entdo, o que se me fingia de um suposto eu, ndo era mais que,
sobre a instintos, tudo o mais que na impermanéncia se indefine?(...)

Seriamos nao muito mais que criangas — o0 espirito do viver ndo passando de



impetos espasmaddicos, relampejados entre miragens: a esperanga e a
memoria.(...)

Devia ou n&o devia contar-lhe, por motivos talvez. Do que digo,
descubro, deduzo. Sera, se? Apalpo o evidente? Tresbusco. (...)

Se me permite, espero, agora, sua opinido, mesma, da senhora,
sobre tanto assunto. Solicito os reparos que se digne dar-me, a mim, serva
do senhor, recente amiga, mas companheira no amor da ciéncia, de seus
transviados acertos e de seus esbarros titubeados. Sim?”"

Calou-se. Sorriu novamente e soltou minha mao. Fiquei
encantada com o encontro. Feliz com a confianga dada a mim, sai correndo
para pensar nas minhas opinides sobre tudo que ela havia dito. Afastei-me

feliz e ela voltou a trabalhar.

" Trechos do Conto Espelho de Guimardes Rosa. Retirado do livio ROSA, Jodo Guimaraes.
Primeiras Estérias, 12 Edigdo. Rio de Janeiro: MEDIAfashion, 2008.

Houve uma licenga poética onde as palavras em negrito tiveram seu género alterado para
fazerem sentido na estéria.



INTRODUGAO

Minhas ideias sdo demasiadamente espalhadas e minhas questbes
sempre foram anteriores aos resultados dos teoremas.

Por esse motivo, ndo queria ter o privilégio de me relacionar com a
matematica apenas para demonstrar, refutar ou decidir como indecidivel a
Conjectura de Goldbach *. Queria mais. Queria realmente saber da
matematica como ela funciona e por que na grande maioria das vezes ela se
dava ao trabalho de descrever um mundo de objetos aparentemente
totalmente diferente dos seus objetos.

De fato, o que ha por tras dessa criacdo tdo humana? E por meio da
sua formalizacgéao fria que hoje erro virtualmente enquanto escrevo e penso ao
seu respeito. Quem sao seus objetos? Sao eles reais ou ideais? Quem sao
suas verdades iniciais? Destituidas de significados ou baseadas na
experiéncia sensivel, mesmo que essa experiéncia seja o plano de Euclides?
Como conseguimos que dé certo? O que ha por tras desse jogo imaginario?
Mistérios da raz&o!? Todas as perguntas a respeito da matematica parecem
possuir respostas tais como ela: incompletas.

Quanto fascinio proposto a mim! Ser matematico é ter o aval para
dialogar com o infinito®. Ndo mais o adjetivo infinito que significa o que n&o
tem fim. Mas a ter a possibilidade de trabalhar o substantivo infinito. O infinito
que passa a ser entidade, conceito, objeto. O infinito que salva do paradoxo,
a divis&o por zero.*

Ser matematico é poder trabalhar ndo tendo o menor compromisso
com a realidade objetiva e mesmo assim produzir resultados que
transformam tanto o ordinario cotidiano como a humanidade com resultados

adoravelmente verdadeiros. E o descompromisso formal que dé certo.

% 0 enunciado da Conjectura de Goldbach pode ser visto na se¢do 1 do Anexo - O Desejo do
Pensamento Puro e a Perfeigdo Estética.

3 Alguns resultados interessantes que o infinito traz para a matematica podem ser vistos na
segao

2 do Anexo - O Desejo do Pensamento Puro e a Perfei¢cdo Estética.

‘0 paradoxo que a divisdo por zero traz pode ser visto na se¢do 3 do Anexo - O Desejo do
Pensamento Puro e a Perfeigdo Estética.



Utilizo Clarice Lispector na tentativa de descrever o que ocorre no
mundo matematico: “Criar, ndo é imaginagao, € correr o grande risco de se
ter a realidade™.

Parece que sim. De todas, essa apresenta-se como a definigdo mais
plausivel que ja escutei ou pude pensar até o momento sobre matematica.

Minha crenga € construida, entdo, dessa maneira: criamos tao
especialmente num mundo abstrato, imbuido de tantos desejos que
acabamos “tendo a realidade” qualquer realidade que seja, principalmente se

for a mais conveniente.

> LISPECTOR, Clarice. A hora da estrela. Sdo Paulo: Museu da Lingua Portuguesa, 2007.



CAPITULO 1: SOBRE A MATEMATICA

1.1  SoOBRE 0S MATEMATICOS - UMA BREVE (E NECESSARIA) ANTECIPAGAO

Fazer matematica é uma producdo que depende exclusivamente de
quem faz, o matematico. Este aceita a soliddo para além da relacdo com o
mundo, soliddo com seus objetos de estudo, uma vez que ndo ha
identificacdo ontologica entre eles. Mesmo pretendendo-se fazer uma
matematica impessoal, ahistérica e arbitraria, apos os resultados de Godel de
1931, a necessidade e importancia de uma parte criativa que nao pode ser
eliminada na matematica tornou-se fundamental uma vez que estabeleceu-se
que a matematica ndo pode ser mecéanica. O trabalhador, o inventor
matematico acaba sendo salvo pelo resultado mais ameagador a sua criagao.

Ser matematico é possuir seus laboratérios dentro de si. E ser
importante, pois, qual € o valor de produzir verdades?

Contudo, existem coisas que os matematicos, enquanto apenas
matematicos, ndo saberdao responder. Mas enquanto seres humanos, com
toda sua complexidade inerente, poderdo. E € importante lembrar, que nao
somos seres exclusivamente racionais.

Assim, pensar matematica é dar relevancia a todas as ideias, e néo
apenas contar a histéria das ideias vencedoras. O fazer matematico parece-
me tdo arduo que nunca permitiu € nem permite ao préprio matematico a
nogao de que tinha que ser assim da maneira que é, ou pensamos ser.
Apenas para quem se afastou ou nunca chegou t&o perto é que fica claro que

a matematica tinha que ser incompleta®.

® Referéncia aos resultados dos Teoremas de Godel de 1931.



1.2 UMA TENTATIVA DE CONHECER A MATEMATICA E SEUS CAPRICHOS

Qual a semantica do infinito? Proponho essa pergunta uma vez que
para conhecer é necessario saber qual € o objeto de conhecimento. Contudo,
como essencial é invisivel aos nossos olhos, ja disse a raposa ao Pequeno
Principe’, os matematicos em geral, estiveram sempre muito ocupados com
o desenvolvimento racional matematico e nunca colocaram seus objetos
como preocupacdo central, deixando-os invisiveis. A preocupacgdo vigente
sempre foi sintatica, simbdlica e ndo de conteudo, de semantica.

O objetivo deste trabalho € colocarmos, entédo, os objetos matematicos
como cerne da discussdo, jamais com a intencdo de descrevé-los
absolutamente, mas sim, de dialogar com seus mistérios.

Mistérios esses que sdo muitos. A Matematica apresenta-se como um
mundo densamente surpreendente. Talvez por ser um constructo abstrato e
humano ndo esperavamos nos surpreender, uma vez que de certo modo
sempre acreditamos estar com nossas criagdes, sob dominio, sob controle.
Kurt Godel®, por exemplo, apos deparar-se com indecidiveis, questiona o
status que a matematica carrega de criagdo humana. O questionamento
godeliano: como € possivel desconhecer o valor de verdade daquilo que eu
mesmo criei?

Como um mundo criado pelo esfor¢co intelectual humano pode
surpreender tanto os proprios homens? Apesar da criacdo ser nossa, 0S
resultados ndo saem como o previsto. Principalmente quando falamos de
infinito. O infinito faz questdo de nao corresponder ao esperado. A
atualizacao, por exemplo, da potencialidade da dizima 0,999... € o0 1. Em
relagdo a teoria dos conjuntos, mesmo o conjunto dos numeros racionais
tendo elementos com uma propriedade que os elementos do conjunto dos
numeros naturais ndo possuem, a de que entre quaisquer dois numeros

racionais a e b sempre existe um numero racional c tal que a < ¢ < b, mesmo

7 Saint-Exupéry, Antoine de. O Pequeno Principe. 48. ed. Rio de Janeiro: Agir, 2000.

& Um pouco sobre a bibliografia de Kurt Gédel pode ser visto na se¢éo 4 do Anexo - O
Desejo do Pensamento Puro e a Perfeigdo Estética.



assim, o conjunto dos nUmeros racionais tem a mesma cardinalidade?,
mesmo tamanho, do conjunto dos nimeros naturais'®. E ao analisarmos o
conjunto dos numeros reais, este tem uma cardinalidade maior que os
conjuntos citados anteriormente "', o infinito que se identifica a essa
cardinalidade é de outra ordem, ou seja, existem infinitos de tamanhos
diferentes.

O que ocorre é que as verdades matematicas, em si, descrevem o
objeto que julgam e ndo a relagdo que mantemos com eles, o que as tornam
isentas de subjetividade.

Desse modo, como em um conjunto axiomatico deve haver conceitos
indefinidos, seus significados ou sua conex&o com objetos do mundo fisico &
matematicamente n&o essencial, a matematica inicia-se sem a pressido da
necessidade de aplicagdo e a partir de entdo, o conhecimento ganha um
momento de si mesmo e transcende o confinamento da utilidade imediata e
da expectativa da realidade.

O surgimento de ideias matematicas pode ter até relagbes sociais e
concretas, vir do desejo motivador para tradugédo de realidades de mundos
externos, nos levando possivelmente a enganos acerca destes mesmos
mundos, contudo, essas ideias sO viram afirmativas, teorias matematicas, se
forem capazes de abandonar histéria e passado, quando construirem
universalismos sem lembrangcas de suas ideias iniciais. Os objetos
matematicos podem ter um estimulo ontolégico na realidade objetiva, mas so6
podem ser manipulados como objetos matematicos quando tornam-se
puramente ideais, mentais destituidos de significado empirico.

Os objetos matematicos, entdo, sdo significantes que abandonam os
significados. O que € bem plausivel quando encaramos a matematica como
linguagem-pensamento.

Passamos séculos de existéncia buscando os 6culos adequados para
a leitura da criagdo, na busca pela linguagem perfeita. Contudo, se

analisarmos um pouco na linguagem (meio que o homem utiliza para exprimir

’ Cardinalidade do conjunto é o “tamanho” do conjunto, ou seja, o nimero de elementos que
ele possui.

' Essa demonstracédo pode ser vista na segao 2 do Anexo - O Desejo do Pensamento Puro
e a Perfeicao Estética.

" Essa demonstracédo pode ser vista na segao 2 do Anexo - O Desejo do Pensamento Puro
e a Perfeicao Estética.



ideias e sentimentos'?) a relagdo entre nome e objeto ndo tem nada a ver
com a natureza do objeto. Assim como, a relacdo entre a linguagem e o
mundo ndo tem nada a ver com a natureza do mundo. Estamos sempre
descrevendo perspectivas. Sempre analisando recortes. Julgo, como Ludwig
Wittgenstein™, que o discurso ou qualquer linguagem s&o frustrantes tanto
para a descricdo do pensamento como para a descricdo da realidade. “A
verdade do ser e a verdade do discurso estdo sempre dissociadas: pode
haver verdade em nossos conhecimentos, mas nossos conhecimentos nao
s30 a verdade, nem poderiam identificar-se com ela”'*. Nesse sentido, o
pensamento de André Comte-Sponville esta em perfeita consonancia com os
resultados dos Teoremas de Godel publicados em 1931 que sao a
detecgdo/constatagdo do fracasso do discurso/linguagem perfeitos. E
importante ter em mente que nosso conhecimento matematico pode até
produzir verdades exprimiveis dentro do discurso puramente simbdlico,
desprovido de semantica e puramente abstrato, mas o discurso nao
consegue exprimir todas as verdades, ndo consegue exprimir a Verdade
(chamo de Verdade a reunido de todas as possiveis verdades) para quem
acredita nela. A linguistica n&o explica o sentido do discurso e o algoritmo
nao explica a existéncia fenomenal, como diz Edgard Morin™.

No jogo légico ndo ha materializacdo dos objetos matematicos, a
manipulagéo é livre uma vez que ndao ha compromisso com o estabelecido,
com o conhecido, apenas com as regras do jogo, gerando uma manipulagao
sem amarras e assim, a possibilidade de gerar resultados descolados da
realidade.

Esse “roubo” de significado expulsa a matematica da categoria de
ciéncia, de teoria cientifica, e a torna um argumento, uma ferramenta, uma
linguagem-pensamento da ciéncia fazendo parte da justificativa das teorias

cientificas.

> FERREIRA, Aurélio Buarque de Holanda. O Dicionario da Lingua Portuguesa. S3o
Paulo: Editora Nova Fronteira, 2003.

> WITTGENSTEIN, Ludwig. Tractatus Logico-Philosophicus. S3o Paulo: Edusp, 1993.

" COMTE-SPONVILLE, André. Valor e Verdade. S3o Paulo: Martins Fontes, 2008.

"> MORIN, Edgard. A Cabe¢a Bem-Feita. Rio de Janeiro: Bertrand Brasil, 2009.



E extremamente curioso que o mais abstrato dos conhecimentos seja
o grande responsavel por gerar mais utilidade pratica. Reflexo disso € o
dominio que a matematica exerce no modelo do pensamento cientifico.

Contudo, “‘domar” a matematica € muito mais que possuir uma arma
poderosa de instrumentalizagdo e linguagem-pensamento para as ciéncias
naturais. E possivel muitas vezes té-la como linguagem-pensamento, filosofia
e principalmente como arte. O pensar matematico permite trazer para a
categoria dos sentidos, a razdo. O que pode ser extremamente produtivo
para o proprio fazer matematico, uma vez que, a intuicdo, a criatividade e a

espontaneidade sao potencializadores da racionalidade.

1.3 A CONSTRUGAO DO RACIONAL: UM MUNDO DELIRANTE ORGANIZADO

Construir verdades sempre se mostrou como uma necessidade e uma
pretensdo do homem. Mais ainda a busca da verdade por meio do raciocinio
puro por meio do qual nenhuma descoberta empirica sobre a natureza do
mundo conseguira derruba-la. O sistema de validagdo matematico ndo passa
pela metodologia cientifica tradicional onde s&o realizadas observagdes
cuidadosas que geram dados. Desses dados uma esséncia quantitativa &
extraida sendo feito entdo, um modelo gerador de previsbes que sao
rebatidas na observacdo que as valida ou ndo. A matematica € o terreno
preparado para ser um constructo puramente intelectual que permite
explicitar e gerar verdades incontestaveis, mesmo que verdades validas
apenas localmente, dentro de um determinado sistema formal — uma vez que
o fazer matematico constroi universais a partir de uma particularizagao inicial,
fruto da escolha do seu corpo de axiomas.

A exibigdo de verdades matematicas é feita por meio de
demonstragées. Uma demonstracdo € a verificacdo de veracidade de uma
proposicdo naquele corpo axiomatico e tem como objetivo transformar
afirmativas, onde as verdades n&o sao evidentes por si, em afirmativas mais
simples onde a verdade passa a ser evidente. Ou seja, o calculo matematico
de verdades transforma de modo racional informagdes implicitas em
explicitas onde regras de inferéncias preservadoras de verdades sao
aplicadas para obter outras verdades ndo obvias.



As regras para esse jogo, calculo matematico de verdades, sdo dadas
pela légica. A logica é, entdo, o método, uma linguagem-pensamento, uma
facon de parler como diria Bertrand Russell, uma maneira de falar acerca das
coisas que traduz a capacidade humana de articular pensamento, usar
inferéncias e concatenacgao, criar calculos e sintaxes. Esta construgdo de
conhecimento permite ao homem nao apenas ter esperanga, mas ter a
possibilidade de prever e gerar novidades. Esse artefato, a logica, nos
possibilita reduzir e modelar a realidade utilizando uma técnica de resolucao
apropriada para determinados problemas.

O mais interessante e surpreendente é ver a transcendéncia de uma
técnica, uma vez que o mesmo reducionismo que simplifica para resolver,
acaba re-significado como uma generalizagao, devido a preocupagao restrita
com a forma, e ndo mais com particularidades.

A linguagem-pensamento matematica parece mesmo a linguagem
ideal, pois é rigorosamente formalizada e bem definida. Contudo, ao longo do
desenvolvimento da matematica ainda surgiram paradoxos®.

O sistema matematico com paradoxos € como um corpo febril.
“‘Desenvolver febre significa, em linhas gerais, estar com o sistema
imunologico em atividade, isso ndo quer dizer que o paciente ndo deva ser
acompanhado, pelo contrario, o comportamento febril informa com precisao
sobre a vitalidade do enfermo e o0 acompanhamento médico € necessario,
mas sem atrapalhar o organismo”"’.

O paradoxo em matematica é a indicagao de que a propria matematica
luta contra suas “doencgas”. Parece incrivel, mas a matematica ndo erra em
siléncio.

O paradoxo concretiza-se pela violagdo do principio de néao
contradicdo da logica classica.

Além do principio da identidade, x é idéntico a x, onde x € uma
proposic¢ao légica, temos o principio do 3° excluido, que proibe o 3° valor de
verdade de uma proposicdo além do verdadeiro ou falso, mas que parece
nao se importar com preposi¢cdes do tipo x € verdadeira e falsa, uma vez que

' Alguns paradoxos importantes podem ser encontrados na segdo 6 do Anexo - O Desejo do
Pensamento Puro e a Perfeigdo Estética.
R Definigao retirada de www.homeopatia.bvs.br, visitado em 10/10/2008.



nesse caso sO ha dois valores de verdade. O principio que vai legislar
impedindo esse tipo de sentenga € o principio da ndo contradicdo, que dira
que x ndo pode ser verdadeiro e falso a0 mesmo tempo'®.

A descoberta de paradoxos na teoria dos conjuntos trouxe a tona as
investigacdes sobre os fundamentos da matematica. Varias tentativas foram
feitas para tentar elucidar os paradoxos. Sdo muito intrigantes as sugestdes'®
sobre qual caminho seguir para fugir de tais dificuldades. Mas nenhuma
suficientemente eficaz e com poucas perdas. As desilusdes trazidas pelos
paradoxos roubaram o encantamento, o objetivo passa a ser nada mais que

reencantar.

1.4. A ILUSAO “E DERIVADA DOS DESEJOS HUMANOS”’?°

Sigmound Freud

O desejo de David Hilbert®' foi tdo intenso quanto o tamanho da sua
ilusdo. Embriagado pelo fascinio de ser um desvendador de verdades afirma:
“‘Essa convicgdo da solubilidade de qualquer problema matematico € um
incentivo poderoso ao trabalhador. Ouvimos dentro de nés o chamado
perpétuo: eis o problema. Busque sua solucdo. E possivel encontra-la pela
pura razao, pois na matematica nao existe ignorabimus™*.

Mas € precisamente a obsessao do proprio Hilbert que dara o pontapé
inicial nas descobertas dos ignorabimus matematicos.

O desejo de David Hilbert, por exemplo, era a elaboragdo de um
sistema formal que consistia na substituicio completa do raciocinio por
operagdes mecanicas com férmulas. O sistema formal € uma estrutura que
permite garimpar apenas valores de verdades livres de ambiguidades,
redundancias e obscuridades (que a linguagem natural cotidiana esta

carregada). Apresentando resultados que possam revelar apenas a estrutura

'® De fato, 0 termo “ao mesmo tempo” n&o faz sentido matematicamente falando, uma vez
%ue a matematica é atemporal, no entanto foi utilizado para facilitar o leitor.

Algumas dessas tentativas podem ser vistas na segcdo 7 do Anexo - O Desejo do
Pensamento Puro e a Perfeigdo Estética.
* COMTE-SPONVILLE, André. Valor e Verdade. Sao Paulo: Martins Fontes, 2008.
21 Um pouco sobre David Hilbert pode ser visto na segdo 5 do Anexo - O Desejo do
Pensamento Puro e a Perfeigdo Estética.
2 GOLDSTEIN, Rebecca. Incompletude: a prova e o paradoxo de Kurt Godel. Companhia
das Letras, 2008.



l6gica que os embasa. O que tornaria possivel a identificagdo eficaz de
paradoxos na teoria e sua eliminagao.

No primeiro volume dos Grundlagen der Geometrie?® encontramos
uma distingdo fundamental entre sentidos do termo axiomatico. Hilbert chama
de método axiomatico formal aquele que resulta em uma teoria abstrata, ou
seja, € um conjunto de proposigdes que sdo dedutiveis por métodos
previamente fixados, de outras proposi¢cdes que chamamos axiomas. A
significacdo dessa teoria ndo ocorre do mesmo modo de uma teoria
construida a partir do método axiomatico concreto, cujo significado se obtém
imediatamente da experiéncia que a teoria modela.

Mas como saber se uma teoria axiomatica formal ndo é um jogo
arbitrario ou trivial, destituida de significado? Para isso, & necessario
demonstrar que a estrutura conceitual da teoria existe em um dominio
especifico, isto €, que a teoria mesmo que abstrata tenha um modelo, mesmo
que esse modelo ndo tenha uma traducgao direta na experiéncia sensivel. O
que realmente importa € que os conceitos primitivos da teoria possam ser
interpretados como conceitos especificos de um certo dominio, de tal modo
que todos os axiomas se tornem verdadeiros, constituindo assim uma
realizacdo da teoria abstrata. Desta maneira, uma teoria é realizavel se
podemos especificar uma interpretacdo na qual todos os axiomas resultam
em proposicdes verdadeiras.

A realizagdo pratica de uma teoria s6 ocorre nos casos em que 0O
dominio da interpretagdo é finito. E possivel produzir concretamente uma
realizagdo da estrutura abstrata de um grupo finito especificavel. O problema
comega quando nos deparamos com sistemas de axiomas
consideravelmente simples e para os quais ndo pode haver um modelo finito.

Um dominio infinito de objetos ndo constitui uma totalidade
perceptivel, de modo que a sua existéncia necessita de uma justificativa.
Para resolver esse problema Hilbert e Paul Bernays adotaram a dedugao
finitista, em que o termo finitista exprime que a reflexdo matematica se
desenvolve ndo so pela efetiva possibilidade de execugcdo dos processos,

mas também pelo seu exame concreto.

2 Grundlagen der Geometrie, publicagao de Hilbert referente a axiomatizagdo da geometria
para provar sua consisténcia.



Podemos assim, caracterizar o raciocinio finitista®*, pelo fato de seu
objetos serem construidos e ndo apenas hipoteticamente postulados, e que
0s processos de calculo ou definigdo s6 sao legitimos se garantem que
terminam num numero finito previamente especificado de passos (dois
processos finitistas fundamentais sdo a indugéo e a recursao.)

Desta maneira, se dispomos de uma realizagao finita da teoria ou uma
realizacao infinita, mas construida na base de principios finitistas, como os
descritos acima, entdo o problema do seu significado esta imediatamente
solucionado.

O problema gerado é que os meios finitistas, tal como definidos acima,
tém um ambito de aplicagao relativamente restrito e logo na aritmética dos
numeros inteiros é preciso langar mao de processos néo finitistas. Assim, o
método de assegurar o significado de uma teoria teve que ser revisto e a
busca de Hilbert por significado para uma teoria passou a ser a
demonstracdo da consisténcia da teoria. A concepcdo de existéncia
matematica passa a ser nao apenas produzir respostas satisfatorias, mas sim
estar livre de contradigdes.

Essa busca pela consisténcia da teoria, Hilbert denominou como
Teoria da Demonstragdo, ou da Prova ou Metamatematica. Em particular,
para a demonstragdo da consisténcia era exigido que o argumento
metamatematico fosse ele por sua vez finitista. O seu plano era legitimar toda
a matematica classica por meio do raciocinio finitista®.

Assim qualquer teoria axiomatica abstrata teria significado, isto é, seria
capaz de descrever uma estrutura, se houvesse uma demonstragao de que a
partir dos axiomas e por meio das regras de inferéncia ndo pudéssemos

derivar uma contradigao.

% O finitismo e o intuicionismo de Brouwer ndo sio0 a mesma coisa, apesar de terem alguns
pontos em comum. No intuicionismo, domina a nogdo de que o objeto matematico é
essencialmente uma experiéncia mental, enquanto que no finitismo de Hilbert encontramos a
nocao de que o objeto matematico € produzido por uma experiéncia com objetos concretos.

> Em todo o caso, o uso frequente do raciocinio n&o-finitista em teorias matematicas fez com
que Hilbert tivesse que, nos sistemas formais que s&o supostos justificar estas teorias,
introduzir regras de derivagdo que correspondem a parte nao-finitista da inferéncia. Mas
ainda assim, as condi¢des do programa finitista pareciam oferecer a possibilidade de
legitimar o raciocinio nao-finitista.



Para isso, Hilbert teve de representar uma teoria matematica dada
num sistema dedutivo muito mais rigoroso do que o usual, realizando assim,
a formalizagdo da teoria. Este sistema formal seria completo uma vez que
reproduziria a teoria matematica e com isto a totalidade dos seus teoremas.
Ou seja, qualquer sentenga expressa na teoria seria dedutivel no sistema de
provas do sistema.

Estas teorias formais eram concebidas por Hilbert em um ponto de
vista puramente sintatico. A teoria seria fundada em um dominio postulado de
objetos, com um numero finito de férmulas iniciais e as regras de inferéncia
que teriam que ser explicitamente formuladas. Assim, nesse sistema, sao
féormulas derivaveis, todas aquelas férmulas que se obtém das férmulas
iniciais por meio de um numero finito de aplica¢gdées das regras de inferéncia.
Deste modo, seria esperado que cada teorema da matematica
correspondesse a uma formula derivavel do sistema formal. E assim, se
demonstrassemos a consisténcia do sistema formal, demonstrariamos
também a consisténcia? da matematica®’. Ou seja, para qualquer sentenga g
da teoria ou g ou ~g seriam demonstraveis gerando um sistema livre de
paradoxos.

O problema de termos um sistema inconsistente (onde a contradigéo é
possivel) &€ que torna-se possivel provar todas as afirmativas e portanto, ndo
provamos nada.

Se 3 (A A A) = B pode ser demonstrado (1),

ou seja, se ha contradigéo, toda proposicédo pode ser demonstrada.

A partir de (1) podemos concluir que:

Se 3 B verdadeiro que n&o pode ser demonstravel = ndo 3 (A A A)

Ou seja, se existe uma proposicdo verdadeira ndo demonstravel,

entdo o sistema é livre de contradigdes, consistente.

% Segundo Godel em seu artigo 1958: “Todavia, também neste sentido enfraquecido, a
consisténcia nao pode de fato ser demonstrada por meio do raciocinio finitista, porque o
comprimento de uma demonstracao finitista de consisténcia, neste sentido, teria que ser pelo
menos da mesma ordem de grandeza de N. E uma quest&o interessante saber se, para cada
N, existe de fato uma tal demonstragéo limitada de consisténcia com este comprimento. Nos
escritos mais recentes da escola formalista o termo “finitista® foi substituido por
“construtivista“, a fim de indicar que é necessario usar certas partes da matematica
intuicionista que nao estao contidas dentro dos limites do que é diretamente dado na intuigao
sensivel.”

" Essa explicacdo sobre o trabalho de Hilbert foi baseada no artigo Lourengo. M. S. Os
Parametros Estratégicos.



A busca pela consisténcia passa entdo, pela busca de algo verdadeiro

mas que nao pode ser demonstrado no sistema, ou o sistema torna-se trivial.

CAPiTULO 2 A FANTASTICA FABRICA DE VERDADES REVELOU O QUE NAO DEVERIA:

ENFIM, O TEOREMA.

Guimardes Rosa em Grande Sertdo Veredas escreve: “Todos estdo
loucos, neste mundo? Porque a cabega do mundo é uma so e as coisas que
ha e que estdo para haver sdo demais de muitas, muito maiores diferentes, e

a gente tem de necessitar aumentar a cabeca para o total.””®

Apoés algum tempo refletindo, creio que parega ser um erro querer
englobar o todo, querer colocar tudo dentro de um mesmo sistema. Os
universais absolutos parecem néo ter a elasticidade necessaria que suporte o
‘peso” de todas as coisas. E ao que tudo indica, o todo parece escapar,
parece nao querer, ou melhor, ndo poder existir e até mentalmente o todo de
tudo torna-se inconcebivel. Basta pensar o paradoxo de Cantor® gerado pela
possibilidade de existéncia de um conjunto de todos os conjuntos, o infinito
absoluto® de Cantor colapsa o sistema, também desconstréi-se a visdo do
todo maior que suas partes®'.

Ainda na matematica, os teoremas de Godel, de 1931, conhecidos
como teoremas da incompletude, vem explicitar a existéncia de proposicoes
indecidiveis e a impossibilidade da demonstragdo da consisténcia do sistema
pelo préprio sistema. Nado pode haver nem mesmo metassistemas que deem
conta de tudo.

Mesmo que seja idealizado um conjunto que possivelmente fosse o
conjunto de todas as relagdes possiveis sempre posso reinserir 0s

indecidiveis gerados nesse conjunto como axiomas gerando um outro

% ROSA, Jodo Guimardes. Grande Sertdo: Veredas, 102 Edicdo. Rio de Janeiro: Editora
Nova Fronteira, 2008.

* Essa demonstragéo pode ser vista na se¢ao 6 do Anexo O Desejo do Pensamento Puro e
a Perfeicao Estética.
30 . . . . . . A .

O sistema de todos os numeros ordinais gera uma inconsisténcia.
¥ Essa demonstragédo pode ser vista na se¢do 8 do Anexo O Desejo do Pensamento Puro e
a Perfeicao Estética.



conjunto de todas as relagdes possiveis. Esse processo é infinito. Ou seja,
uma teoria aritmética axiomatizada e consistente permanece sempre
incompleta apesar do esforgo para completa-la. A aritmética é incompletavel.
Esse processo esta de acordo com Edgard Morin, quando afirma:

“O todo é mais que o todo, porque o todo enquanto todo retroage

sobre as partes que retroagem sobre o todo. O todo é mais que uma

realidade global, € um dinamismo organizacional. (...)

O todo é menos que o todo. Ha, dentro do todo, zonas de sombra,

ignorédncias mutuas e até cisbées, falhas, entre o reprimido e o

exprimido, o imerso e o emergente, o generativo e o fenomenal {(...)"*?

Segundo Godel, seus resultados ndo estabelecem nenhum limite aos
poderes da razdo humana, mas as possibilidades do formalismo puro em
matematica.

O chamado primeiro Teorema de Godel explicita, como ja nos
referimos acima, a existéncia de proposi¢des indecidiveis.

Para um sistema L adequado, existem proposi¢cées indecidiveis em L;
isto é proposi¢bes P tais que nem P nem ~P sdo demonstraveis™.

O sistema adequado em que Godel formaliza sua demonstracao utiliza
a légica do Principia Mathematica com os axiomas de Peano.

Podemos descrever os axiomas de Peano:

Zero € um numero.

Se a € um numero, 0 sucessor de a € um numero.

Zero nao € o sucessor de um numero.

Dois numeros cujos sucessores s&o iguais sédo eles proprios iguais.

Se um conjunto S de numeros contém o zero e também o sucessor de
todo numero de S, entdo todo numero esta em S.

Ja o Principia aborda o tratamento matematico pelos principios
matematicos. E construido um sistema dedutivo e para que isso seja possivel
€ necessario analisar a existéncia matematica e quais premissas sao
empregadas, onde s&o consistentes e se € possivel reduzi-las a premissas

mais fundamentais.

2 MORIN, Edgard. Ciéncia com Consciéncia. Rio de Janeiro: Bertrand Brasil, 2000.
% Lema baseado no artigo ROSSER, J. B. Uma exposicao informal das demonstracoes
dos Teoremas de Godel e Church.



Grande parte do trabalho no Principia foi gasto na tentativa de
entender e eliminar contradigdes e paradoxos que permearam a matematica.
A notagdo utilizada seguiu 0 maximo possivel a utilizada por Peano e quando
necessario, a de Frege. As mudancgas no simbolismo de Russell e Whitehead
se dao pela invengcdao de simbolos ainda n&o existentes e nao pelo
descontentamento com o simbolismo anterior desenvolvido principalmente
por Frege e Peano.

O Principia Mathematica comeca com ideias primitivas e proposicdes
primitivas correspondendo a termos indefinidos e postulados do
desenvolvimento abstrato formal. Essas ideias primitivas e proposi¢cdées nao
estdo sujeitas a interpretagdes, porém sao restritas a conceitos intuitivos da
l6gica. Eles devem ser vistos, ou pelo menos devem ser aceitos, como
plausiveis descrigdes e hipoteses do mundo real. Em suma, prevalece como
um ponto de vista mais concreto que abstrato e consequentemente nenhuma
tentativa é feita para provar a consisténcia de proposi¢cdes primitivas.

O objetivo do Principia Mathematica é desenvolver conceitos
matematicos e teoremas a partir dessas ideias e proposi¢cdes primitivas para
poder barrar a ocorréncia de definicdes impredicativas, ou seja, que o que
esta sendo definido participe da sua propria definigao.

Contudo, ao longo de sua demonstragdo, Godel vai generalizar a
definicdo de sistema formal adequado e provara que todo sistema formal que
satisfaca as hipdteses descritas abaixo conterdo proposi¢des indecidiveis.

As hipdteses:

As classes dos axiomas e regras de inferéncia sdo definiveis
recursivamente.

. Toda relacao recursiva é definivel dentro do sistema.

Godel utiliza relagdes recursivas uma vez que estas sao decidiveis por
um processo finito uma vez que a funcéo representativa € calculavel também
por um processo finito. Além disso, sabemos que proposicdes demonstraveis
sdo contra-dominio das fungdes recursivas. E que segundo a Tese de
Church, as fungdes recursivas gerais esgotam a classe das fungdes
efetivamente calculaveis.

A estratégia utilizada por Godel para demonstragdo é a enumeragéo
de simbolos. O aspecto fundamental do mapeamento é que podemos provar



que uma estrutura abstrata de relagdes incorporadas em um dominio de
objetos também vale entre objetos de outro dominio. Ou seja, com esse
processo, é fornecida uma imagem isomoérfica do sistema no dominio da
aritmética. Podendo, desta forma, efetuar todo os raciocinios
metamatematicos nesta imagem isomoérfica.

Veremos agora como Godel estruturou e pbds em pratica essa
engenhosa proposta.

Primeiramente, Godel mostra que € possivel atribuir a cada signo um
unico numero, 0 que acaba servindo de identificacdo desse signo. Assim,
como um unico numero € atribuido a cada signo, podemos facilmente
identificar o signo se tivermos o numero e vice e versa. Esse numero que é
atribuido, é chamado de numero de Godel.

O mapeamento de uma sequéncia de signos resultaria em uma
sequéncia de numeros de Godel o que tornaria o trabalho arduo. Godel
desenvolve, entdo, uma estratégia para transformar o conjunto de numeros
em um unico numero. Gddel, “simplifica” a numeracdo da maneira descrita a
seqguir:

Ao mapear uma sequéncia com n simbolos, ele obteria n numeros
correspondentes a esses simbolos. Contudo, ao invés de trabalhar com essa
sequéncia de n numeros ele faz o produto dos n primeiros primos, cada um
elevado ao numero de Godel correspondente ao signo elementar. Dessa
maneira, a toda sequéncia finita de signos elementares podemos atribuir um
numero de Godel. O mais impressionante € que se tivermos um numero de
Godel podemos rapidamente identificar a expressdo que ele simboliza, pois
pelo teorema fundamental da aritmética temos a certeza que um inteiro
composto possui uma unica decomposi¢cao em fatores primos.

Como consequéncia desse mapeamento, proposicoes P acerca de
féormulas podem ser substituidas por proposicées Q acerca de numeros.

Ou seja: Se P é uma propriedade de férmulas, podemos encontrar
uma propriedade de numeros Q, tal que a férmula A tem a propriedade P se
e somente se o numero de A tiver a propriedade Q.

Definicdo: z = ¢@(x,y) € o numero da formula que resulta de substituir
todas as ocorréncias livres na formula cujo numero € x pela formula de L

Cujo numero éy.



Seja “x tem a propriedade Q" exprimivel em L.

Entdo, para um L adequado, pode-se encontrar uma férmula F de L
cujo numero é n tal que:

F exprima “n tem a propriedade Q”. Ou seja, F exprime “F tem a
propriedade P”.

Suponha que “x tem a propriedade Q" e z = @(x,x) sdo exprimiveis em

Para que a demonstragao prossiga, Godel mostra que:

¢(x,y) é recursiva

Se ¢(x,y) é recursiva, entédo é exprimivel em L

Entdo, a formula que chamaremos de G que exprime

“@(x,x) tem a propriedade Q" é exprimivel em L e possui um numero n.

Seja F a formula obtida quando substituimos todas as ocorréncias
livres de G pela formula de L que representa n.

Assim, F representa “@(n,n) tem a propriedade Q” e ¢@(n,n) é o numero
de F.

Assim, F representa “o numero de F tem a propriedade Q”, isto é, “F
tem a propriedade P”.

Concluséo: Seja “x tem a propriedade Q" exprimivel em L. Ent&o para
um L adequado, pode-se encontrar uma foérmula F de L cujo numero é n tal
que F exprima “n tem a propriedade Q. Ou seja, F exprime “F tem a
propriedade P”.

Escolheremos para a propriedade P, a propriedade de n&o ser
demonstravel em L.

Definicao: Bew(x) exprime “a férmula cujo numero € x € demonstravel
emL”

Novamente, Godel demonstra que Bew(x) € exprimivel em L e que
Bew(x) € demonstravel se e somente se é verdadeira.

Procuraremos uma formula F com um numero n tal que F exprima
“~Bew(n)”, ou seja, F exprime que F ndo € demonstravel.

E importante que fique claro que a proposicdo F ndo é circular, uma
vez que afirma a indemonstrabilidade de uma férmula bem definida e s6 em
seguida verifica-se que esta é a formula cuja a indemonstrabilidade se

exprime.



Se L é consistente, entdo F ndo € demonstravel em L.

Suponhamos que F é demonstravel. Entdo, a férmula que exprime
Bew(n) € demonstravel.

Como F exprime ~Bew(n), entdo ~F exprime Bew(n).

Logo, ~F € demonstravel.

Logo, L ndo é consistente uma vez que tanto F como ~F sé&o
demonstraveis.

Assim, para que L seja consistente F ndo é demonstravel em L.

Analogamente:

Se L é consistente, entdo ~F n&o é demonstravel em L.

Suponhamos que ~F é demonstravel. Entao, Bew(n)

Logo, F é demonstravel.

O que resultaria em L ndo ser consistente.

Assim, para que L seja consistente ~F ndo € demonstravel em L.

Ja o segundo Teorema de Godel diz que a consisténcia de um sistema
nao pode ser demonstrada dentro do préprio sistema.

Para uma linguagem L adequada, a consisténcia de L ndo pode ser
demonstrada em L.**

Seja A uma proposigao demonstravel de L e seja m o numero de ~A.

Se Bew(m), entdo A e ~A sdo demonstraveis e L ndo é consistente.

Mas se L nao € consistente todas as proposicdes de L sao
demonstraveis inclusive ~A, e assim Bew(m).

Logo, ~Bew(m) e “L é consistente” s&o equivalentes.

Entdo, o lema: para uma linguagem L adequada, a consisténcia de L
nao pode ser demonstrada em L pode ser escrito como:

Se ~Bew(m), entdo ~Bew(n). Onde n é o numero da proposi¢ao F que
exprime que F n&o é demonstravel.

Assim, se fosse possivel demonstrar ~Bew(m), F também seria
demonstravel. Logo, se L for consistente, ~Bew(m) n&o pode ser
demonstrado.

Pode-se traduzir a descrigdo anterior como: ja que a classe V das

férmulas verdadeiras ndo podem ser expressas por uma fungéo proposicional

** Lema baseado no artigo ROSSER, J. B. Uma exposigdo informal das demonstragdes
dos Teoremas de Godel e Church.



do nosso sistema, enquanto a classe D pode, concluimos que V#D. Se
supusermos que toda formula demonstravel é verdadeira, temos que D esta
contida em V. Logo, existe uma proposi¢gao A que é verdadeira mas nao €&
demonstravel. Entdo ~A ndo € verdadeira e portanto ndo é demonstravel, ou
seja A é indecidivel.

Com seus trabalhos, Godel rebatiza contradicdo de indecidivel, nédo
eliminando-o, mas reconhecendo a incerteza, a contradicdo fazendo
progredir o conhecimento matematico ao colocar em evidéncia suas zonas de
sombra. As proposi¢cdes indecidiveis, entdo, sdo luxuosas vestimentas
intelectuais para ndo precisarmos abandonar a matematica como linguagem
eficiente de descri¢do da realidade, ou melhor, do mundo.

Po6s 1931, toda proposicdo que possua dois valores logicos
antagbnicos (em uma logica que n&o permite contradigao, isto €, um mundo
perfeito onde contrarios ndo co-existem) veste-se de indecidivel para ser
reinserida no jogo légico como mais um axioma e juntar-se as outras
verdades iniciais. Em outras palavras o Indecidivel torna possivel, em uma
visao filosdfica, a contradicdo. Os indecidiveis sdo verdades matematicas que
nao necessitardo de nds para serem verdadeiras, fazendo uma analogia ao
pensamento de Sponville, mas para valerem como verdade, ja que verdade &
valor, todo valor é ilusério (subjetivo, local), logo a verdade é ilusoria. Mas a
verdade é iluséria como valor e ndo como verdade.®

Apoés os trabalhos de Godel de 1931, estamos mais lucidos e esta
aberto o dialogo com a contradicdo. N&o é possivel mais esperar a revelagao
do absoluto. O valor de verdade de algumas proposi¢cbes escapa. “Toda
lucidez tem preco™® A incompletude matematica é esperada para que haja
realmente a consisténcia do sistema. A consisténcia do sistema €& saber lidar
com os paradoxos.

Os resultados de Godel foram, sem duvida, um dos maiores avangos
da matematica. Sabemos que o problema nao € tentar quantificar e formalizar
tudo, o problema é n&o considerar o nao formalizavel.

Hoje, uma matematica desenvolvida n&o significa apenas fabricar

teorias cada vez mais complexas e sim, aprender a conviver com a

35 COMTE-SPONVILLE, André. Valor e Verdade. Sao Paulo: Martins Fontes, 2008.
36 COMTE-SPONVILLE, André. Valor e Verdade. Sao Paulo: Martins Fontes, 2008.



incapacidade do sistema de responder a tudo. A linguagem parece
desintegrar-se quando a expressdo esta comprometida com uma visao de
mundo que ha de se rejeitar. O fracasso, entao, reflete-se em vitéria por abrir
espaco para indagagdes fundamentais.

E importante compreender que os teoremas de Godel de 1931 sdo
inerentes a axiomatizagao e nao uma fatalidade do sistema. Uma vez que, os
teoremas de qualquer aritmética axiomatizada sdo enumeraveis. Ja tratando-
se de verdades da aritmética, estas ndo sdo enumeraveis®’.

Assim, teoremas e verdades ndo podem estar em correspondéncia
biunivuca, muito menos serem identificados. Ou seja, existem sentengas que

podem ser verdadeiras mas indecidiveis em um determinado sistema.
CAPiTULO 3 VERDADE
3.1 A DiIFicuLDADE: Como DEFINIR O QUE PARECE INDEFINIVEL?

Alfred Tarski vai colocar em seu artigo The semantic conception of
truth and the foundations of semantics que em uma linguagem
suficientemente rica ndo ha um critério geral de definicdo de verdade®®. Na
teoria da verdade de Tarski, o que € necessario para a definicdo de verdade
€ uma metalinguagem semantica, ou seja, uma linguagem L que relacione
expressdes da linguagem L e objetos. E para evitar as atinomias® que essa
linguagem L possua, uma estrutura formal bem especificada.

Enquanto que a palavra verdadeira expressa a propriedade de certas
expressdes, uma definicdo exata de verdade envolvera o uso de outras
nogdes semanticas, como por exemplo, satisfagao, definicdo e designagao.

Logo, segundo Tarski, para definir verdade, é necessario e talvez
suficiente uma linguagem rigorosa L e uma metalinguagem L" semantica que

relacione expressdes da linguagem L e objetos.

" Essa demonstragéo pode ser encontrada na seg¢do 5.11 do Anexo - O Desejo do
Pensamento Puro e a Perfeigdo Estética.

** No consistent language may contain the means of defining its own semantics

¥ Algumas antinomias importantes podem ser encontrados na se¢do 6 do Anexo - O Desejo
do Pensamento Puro e a Perfeigao Estética.



Acredito que a evidéncia da deteccdo da necessidade da
metalinguagem semaéantica que “fale” sobre a linguagem matematica seja uma
das tantas consequéncias do trabalho de Gddel, que traz a tona o fato de
existirem informacdes, chamadas de indecidiveis, que n&o podem ser
explicitadas dentro da propria linguagem-pensamento por outras informagdes
como verdadeiras ou falsas apenas por si mesmo, dizendo de si: “Eu sou
indemonstravel’. A partir dai, verdades tornam-se maiores que a prova.
Assim, as crengas matematicas, que eram finitas, os axiomas, tornaram-se
potencialmente infinitas por meio dos indecidiveis.

Todas as afirmativas que n&o contradizem os postulados pré-
existentes podem obter o valor de verdade. Afirmativas que obtém valor de
verdade por meio de demonstragdes, transformam-se em teoremas. Mas se a
afirmativa for um indecidivel matematico esse valor ndo é dado por meio de
uma demonstracdo, mas sim por assumir a condicdo de axioma. Condigao
essa dada por esse metassistema, por essa metalinguagem.

Deste modo, determinadas verdades extrapolam as bordas da
demonstrabilidade, isso significa que nem todas as verdades podem ser
captadas apenas pela linguagem, por essa escolha do pensamento (ou pelo
menos nao por essa fagon de parler).

3.2 O PROBLEMA INICIAL: AS VERDADES INICIAIS

Para a matematica ter conteudo e significado, € sempre necessario
um certo numero de termos indefinidos e certos axiomas, que como ja vimos
sao proposicoes dedutivamente indemonstraveis, acerca destes termos. Para
estes axiomas nao existe outro fundamento racional a ndo ser que, ou deles
se pode ter uma percepcdo direta da sua verdade, ou entdo que sao
postulados com base em argumentos indutivos, isto é, o seu sucesso em
aplicagdes. Ou seja, as verdades dos axiomas diferem das verdades dos
teoremas que sao verdades que descrevem o objeto que julgam e ndo a
relacdo que mantemos com eles.

As verdades axiomaticas sao frutos da nossa intuicao falivel, da nossa
relagdo com o objeto. Como elaborar um modelo absolutamente racional,

objetivo, se devemos partir de um ponto, e mais ainda de um ponto escolhido



arbitrariamente por n6és? Como n&o haver duvida possivel sobre a veracidade
dos axiomas que serdo o alicerce de nossa teoria? Como podemos dizer que
um axioma que é algo intuitivamente ébvio, trivial, ou auto-evidente?

Sendo assim como faremos para obter uma verdade inicial? E mais
ainda: sobre qual terreno faremos nossas demonstragoes?

Parece-me, entdo, que demonstrar € ter a possibilidade de construir
uma casa em um terreno ndo muito solido. Como partiremos de algumas
verdades? O que isso significa? Para quem uma verdade € oObvia, trivial ou
auto-evidente? O mundo da razio pura € uma dimens&do humana; verdadeiro
sempre € uma abreviatura de “é verdadeiro em relagdo a x”, como diria
Protagoras. Onde x € um individuo ou um grupo de individuos com os
mesmos valores éticos.

Nesse caso, a incompletude é esperada para que haja realmente a
consisténcia do sistema. Como um sistema iniciada por meio de uma
determinada escolha poderia estruturar-se e dar todas as respostas
possiveis? A incompletude matematica é o eterno retorno a memoaria de sua
humanidade miope. Ter que decidir acerca de algumas proposigdes € sermos
lembrados que a opgao do caminho a seguir €, e sempre foi, nossa e foi
assim desde o inicio com os axiomas.

Godel diante da indecidibilidade da Hipdtese do Continuo® de Cantor
vai dizer: “Porque se o sentido dos termos primitivos da teoria dos conjuntos
(...) for aceitos como corretos, segue-se que 0s conceitos e teoremas da
teoria dos conjuntos descrevem alguma realidade bem determinada, na qual
a conjectura de Cantor precisa ser verdadeira ou falsa. Por isso, supde-se
que sua indecidibilidade com base nos axiomas aceitos atualmente, s6 pode
significar que os axiomas ndo contém uma descricdo completa daquela
realidade. Tal convicgdo nao é€ irreal, pois € possivel mostrar formas pelas
quais a decisao de uma questdo, que € indecidivel com base nos axiomas

usuais, poderia ainda ser obtida”.*' Ou seja, se o sistema demonstrado por

A Hipotese do Continuo em linhas gerais diz que sendo a cardinalidade dos naturais xo a
cardinalidade dos reais era x 1 . Ou seja, ndo existe nenhum conjunto de cardinalidade maior
do que o conjunto dos numeros inteiros e menor do que o conjunto dos nimeros reais. Um
pouco mais sobre s Hipotese do Continuo pode ser encontrada na se¢do 2 Anexo O Desejo
do Pensamento Puro e a Perfeigao Estética.

“! GODEL, Kurt. O Teorema de Godel e a Hipotese do Continuo. Lisboa: Editora da
Fundagao Calouste Gulbenkian, 1979.



ele é essencialmente incompleto “(...) o erro se deve a fatores extrinsecos
(como a emocgao, educagao); a propria razdo nao erra™.

Algumas duvidas surgem a respeito da necessidade e da legitimidade
dessa discusséo.

Qual o objetivo do questionamento sobre a veracidade dos axiomas se
sempre o que teremos é um recorte do real, ou seja os axiomas nao
representarao a verdade, sempre serdo apenas perspectivas da realidade.

Na verdade, quando falo de veracidade de axioma, ndo tenho a
pretensdo de obter axiomas verdadeiros. E claro que uma verdade nem
sempre €, nem precisa ser, uma perspectiva da realidade. O que questiono é:
se queremos descrever 0 mundo, o que 0s axiomas que escolhemos
realmente dizem a respeito desse mundo? Pois mesmo com uma axiomatica
que nao é um recorte do que queremos modelar, a dita realidade objetiva,
conseguimos produzir um sistema consistente. A partir dai, baseados nesse
sistema podemos achar que estamos modelando a realidade de modo mais
fiel possivel e o que estamos fazendo é justamente o contrario. A geometria
euclideana, por exemplo, € um modelo que aparentemente serviu e ainda
serve para a modelagem muito fiel do mundo mas comecga-se a abrir espago
para as modelagens nao-euclideanas®.

O que pretendo refletir € que ha a necessidade de um maior cuidado
em relagdo as verdades escolhidas para desenvolver o nosso sistema,
escolher verdades é escolher valores. Portanto, qual sera o valor mais

apropriado para modelar nosso mundo?

*? K. Godel, 29/11/1972. Retirado de GOLDSTEIN, Rebecca. Incompletude: a prova e o
paradoxo de Kurt Gédel. Companhia das Letras, 2008.

* Uma breve introducdo sobre Geometrias ndo Euclideanas de ser vista na se¢éo 9 do
Anexo O Desejo do Pensamento Puro e a Perfeigéo Estética.



CAPITULO 4 NOSsA FALTA DE MODESTIA INTELECTUAL E NOSSAS EXPERIENCIAS
DE VERDADE

4.1 EXCESSO DE LUCIDEZ

Atualmente, tenho buscado o encantamento, alidas o reencantamento.
O custo das nossas escolhas, meu amigo matematico, € muito alto.
Dedicacao refletida geralmente em desilusao.

Desenvolvimento légico, as belezas da abstragao, repeticdo torturante
ou o pragmatismo perturbador?

O que posso dizer sobre liberdade de pensamento? As vezes sinto-me
presa e amarrada na obsessao pela razdo pura. Quero pensar por mim. Nao
apenas com a minha razdo quero pensar como um todo.

De certo ainda ndo desisti. Tarefa ardua. Querer mostrar o belo. O
esteticamente perfeito na imperfeicdo. Quero que o leitor reflita de maneira
nao linear sobre o que faz, e sobre o que possui esse conhecimento. Como
sempre, meu amigo matematico, tarefa ardua. O custo ha de ser alto. Ja ndo
me importo mais. Quero pagar o preco.

Que dificuldade é essa? O que pretendo de novo? Nao quero uma
abordagem matematica da matematica. N&do quero desconstruir 6 000 anos
de conhecimento. Quero apenas refletir sobre algumas coisas que ja foram
ditas: objetos sdo mentais, as manipulagdes s&o simbdlicas mas também nao
podemos esquecer que fazer matematica depende que quem a faz. A
matematica ndo € reflexo do mundo fisico, € uma producgao intelectual,
cultural, cujo desenvolvimento depende da sociedade, das técnicas
desenvolvidas e dos interesses de quem a manipula. No ato de fazer
matematica os detalhes podem ser descartados por nao serem relevantes ao
tedérico mas deve-se pensar que o conhecimento produzido, e por
consequéncia transmitido, jamais sera impessoal, ahistorico e arbitrario.

T. S Eliot vai oportunamente questionar: “Onde esta o conhecimento
que perdemos na informacido?” “Onde esta a sabedoria que perdemos no

conhecimento?"**

* ELIOT, T. S. Collected plays. London: Faber and Faber, 1962.



Para Morin: Informacbes sdo partes dispersas de saber. O
conhecimento s6 €& conhecimento enquanto organizagdo relacionando-se
com as informacdes e inseridos no contexto destas.

N&o ha que se contentar com um conhecimento que nao reflita sobre
seu proprio futuro. E preciso valorizar os limites do conhecimento formal e
quantitativo. E entender que uma teoria matematica ndo é puro e simples
reflexo das realidades objetivas, mas um produto em conjunto das estruturas
do espirito humano e das condi¢gdes socio-culturais do conhecimento.

E necessario que haja uma “iniciacéo a lucidez” no sentido de Morin
“uma iniciacdo a onipresenca do problema do erro”’. E necessario entender
que conhecer e pensar ndo € chegar a uma verdade absolutamente certa,
mas dialogar com a incerteza.

Segundo Habermas, ha diferentes tipos de conhecimento cientifico.
Diferentes, pois sao impulsionados por diferentes interesses. Ha o interesse
técnico que € o interesse de dominio da natureza; o interesse pratico, cujo
objetivo é o controle, principalmente o controle da sociedade e o interesse
reflexivo que gera uma ciéncia critica resultando em emancipagdo humana
enquanto os outros conduzem a dominacgao™.

A excessiva preocupacdo com a inteligibilidade leva a alteragdo de
significagdo enquanto a pouca preocupagdo com a inteligibilidade leva a
ignorancia da significacdo de um fato ou de um acontecimento.

E necessario reconhecer nosso esforco para decifrar o aparentemente
inalcangavel desafio que o real nos propde. Precisamos harmonizar nosso
convivio com nossas ideias, mantendo-as como mediadoras e jamais
identificando-as com o real.

Devemos conscientizar-nos de uma vez por todas que o maior ganho
do ultimo século foi a eterna incerteza do conhecer. E dessa crise, na derrota
do progresso garantido, como diz Morin, que temos o0 ambiente prospero para

refletir sobre nossos futuros caminhos enquanto humanidade, por meio do

* HABERMAS, Jurgen, Conhecimento e Interesse, Rio de Janeiro: Zahar, 1982.



questionamento da ciéncia, da técnica e da razdo. Substitituiu-se a ordem da
perfeicdo pela ordem do dialogo entre ordem e desordem.

A matematica enquanto saber ndo pode ignorar a realidade da
complexidade humana, ndo ha mais como naturalizar um conhecimento que
tem como objetivo a eliminagdo do sujeito, da subjetividade. Por mais que a
técnica continue dando certo temos que ter a consciéncia da necessidade de
reinsercdo do sujeito na teoria. Ha que se mudar o paradigma da tentativa
insana de um sujeito invisivel, cuja existéncia é negada, assim como nao
exaltar um sujeito transcendental, que escapa a experiéncia, que é puro
intelecto e ndo pode ser concebido em suas incertezas.

Deve-se resgatar o sujeito das humanidades para que ele possa
refletir sobre a matematica que produz. Nao podemos continuar a produzir

um conhecimento inconsequente.



ANEXO O DESEJO DO PENSAMENTO PURO E A PERFEIGAO ESTETICA.

Ao longo do texto, muitos resultados matematicos foram
apresentados e estes, pela sua relevancia merecem e devem ser novamente
explicitados e, explicados de uma forma mais minuciosa. Esse capitulo,
entdo, sera dedicado tanto a demonstracdo de teoremas matematicos
importantes quanto a descrigdes historicas que fizeram diferenca na

construgcao do pensamento matematico que permeou todo o trabalho.

1 CONJECTURA DE GOLDBACH

A Conjectura de Goldbach diz que: Todo inteiro par maior que 2 pode
ser escrito como a soma de dois numeros primos.
Como o proprio nome diz esse enunciado ainda € uma conjectura por

nao possuir demonstragao.

Na secdo que segue, falaremos um pouco sobre os resultados

matematicos que envolvem o infinito.

2 O INFINITO NAO PARA DE SURPREENDER...

A teoria dos conjuntos desenvolvida por Georg Cantor € uma das
partes mais interessantes geradas pela presencga do infinito e um belissimo
exemplo de maravilhas que o intelecto humano pode desenvolver.

Comegaremos com um teorema que diz que o conjunto dos numeros
racionais possui a mesma cardinalidade do conjunto numeros naturais.
Faremos duas demonstracdes desse resultado. Comegaremos de uma forma
mais intuitiva. Cantor consegue rearranjar os irracionais de modo a tornar
possivel estabelecer uma correspondéncia biunivuca com o conjunto dos

numeros naturais descobrindo assim, que eles s&do enumeraveis.

TEOREMA. O conjunto dos numeros Racionais é enumeravel.



DEMONSTRAGAO 1:

Cantor organiza sua estratégia do seguinte modo: primeiramente,
arruma na primeira linha os numeros racionais de numerador 1, na segunda

linha os nimeros racionais de numerador 2 e assim sucessivamente®.

e ro 1 1
12 3 n
2z 2 2
123 n
33 3 3
123 n
n n n n
123 n

E verdade que essa representagdo contém numeros equivalentes

1 2 . ~ L
como, por exemplo, - e 5 Mas essas repeticbes nao atrapalham, pois séo

—

facilmente eliminadas.
Assim, a correspondéncia entre os racionais e os naturais seria feita

por meio do esquema:

*® Podemos estender a demonstragao acima para nimeros negativos.



! L )
1 7 8 9 10
2 2 2 2 2
1 7 8 9 10
|

3 3003 33
1 7 8 9 10
4 4 4 4 4
1 7 8 9 10
|

5 5005 s s
1 7 8 9 10
6 6 6 6 6 6 6 6 6 6
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 23

. . 4 , . .
Como vimos, 0s numeros E, E equivalentes a numeros ja

47 3°
utilizados nao atrapalham o processo. Assim, por exemplo, a
correspondéncia biunivuca entre 17 racionais e os primeiros 17 numeros
naturais esta representada abaixo. Essa representacao, claramente pode se
estender indefinidamente mostrando a correspondéncia biunivuca entre os

numeros racionais e os naturais.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
¢ T T T T T T 7
2 3 @12 3 4
12 1 1 3 4 3 2 1



10 11 12 13 14 15 16 17
T T T Tt T T 7
> 23456
15 6 5 4 3 2 1

Demonstraremos novamente o mesmo resultado por um outro
caminho.

DEMONSTRAGAO 2:

Para demonstrar esse teorema precisaremos de dois teoremas
auxiliares que seguem. Vejamos:

TEOREMA 1. O conjunto dos numeros Reais algébricos € enumeravel.

DEMONSTRAGAO:
Definicdo: Seja a equagao
fx)=ax"+a, x"" +a,,x"" +.+a,x +ax+a,=0 (1)
Dizemos que o indice da equacgéo (1) € o numero:
a

n+a,+ +

@, |+ ot |as] +|ay | +|a|  (2)

n-1

Podemos fazer uma tabela relacionando indice e equagbes, como
vemos no exemplo:

indice Equacdes

2 x=0
3 x*=0,2x=0, x+1=0, x-1=0
4 =0, x*=0, x*>’=0, x*’=0, x+1=0, x+1=0, x+1=0,

x+1=0, x+1=0



E assim por diante.

Faremos assim, a listagem com todos os novos numeros algébricos
provenientes das equag¢des da tabela acima.
Se para cada indice, dispusermos 0s numeros em ordem crescente,

obteremos a sequéncia:

\/§+1_\/§, \/5 \/g—l

2 20 2

3) 0;-11;-2-L Lo 3 | 1
22 2 2 3

ﬁ,%,?ﬁ 4, ...

O numero 0 vem da unica equagao de indice 2, os numeros -1 e 1 das
equacdes de indice 3, e assim por diante. Para qualquer indice n fixo, o
numero de equagbes € finito, porque o grau n e os coeficientes a ,...,q,
estdo restritos a um conjunto finito de inteiros. Além disso, temos um teorema
que nos diz que dado um polinémio de grau n, esse polinbmio tera n raizes.
Portanto, todos os numeros reais algébricos vao aparecer na sequéncia (3).

Logo, podemos corresponder os elementos da sequéncia (3) aos
naturais.

Concluimos desta maneira que os numeros Reais algébricos sao

enumeraveis.
TEOREMA 2. Um subconjunto finito de um conjunto enumeravel, é enumeravel
DEMONSTRAGAO:

Seja M um subconjunto infinito de um conjunto enumeravel S,

digamos S ={a1,a2,a3,a4,...}. Seja a, 0 primeiro elemento de Sque também
estejaem M, a, , 0 segundo, e assim por diante. Entdo M sera o conjunto:
M = {ail,aiz,a%,...}

que, obviamente é enumeravel.



Desta forma, como o conjunto dos numeros Racionais €& um
subconjunto do conjunto dos Reais algébricos, e pelo teorema 1
demonstramos que os Reais algébricos sdo enumeraveis. Podemos concluir,
pelo teorema 2, que os Racionais também sdo enumeraveis, ou seja, podem
ser postos em correspondéncia com os Naturais.

Dessa forma, comegou-se a achar que todos os conjuntos infinitos
poderiam ser postos em correspondéncia. Porém, ao trabalhar com os
numeros reais (conjunto dos numeros racionais unido conjunto dos numeros
irracionais) ao invés de descobrir uma prova de que eles poderiam ser postos
em correspondéncia biunivuca com os naturais, Cantor descobriu justamente
o oposto, uma prova de que eles ndo poderiam ser postos em
correspondéncia. Assim, uma de suas maiores vitérias foi conseguir mostrar
que ha classes com uma cardinalidade maior que X0, como por exemplo, a
classe dos numeros reais.

A prova é feita por contradicdo, conhecida como método da diagonal
de Cantor.

TEOREMA. O conjunto dos numeros Reais é nao enumeravel
Segue uma proposta de demonstragéo informal.
DEMONSTRAGAO:

Em virtude do teorema 2, sera suficiente mostrar este fato para os
numeros Reais entre 0 e 1; especificamente para os numeros Reais x,
satisfazendo 0< x =<1, de modo que 1 esteja incluido e 0, excluido.
Suponhamos que o conjunto dos numeros Reais entre 0 e 1 fosse

enumeravel, digamos

Hotys Ty Fysen



Escrevamos estes numeros em forma decimal, evitando representagdes

finitas pelo uso da forma infinita periédica em tais casos. Por exemplo, o

ndmero % sera escrito como 0,49999... e ndo 0,5.

Uma vez que:

0,49999... = x (1)
4,99999... =10x  (2)

49,9999... =100x (3)

Dai, subtraindo a equacéo (3) da equagao (2) temos que:
45 = 90x, logo x = 0,5.

Ent&o, temos
r=0,a,,a,,a;,0,,..
r,=0,a,,0,,,0y,0,,,...

r, =0,a;,,0a5,,05,05,...
Construiremos, agora, um numero

ﬂ = Oab1>b29b3,b4,...

da seguinte maneira. Seja b, qualquer algarismo entre 1 e 9 porém diferente
de a,,. Analogamente, seja b, qualquer algarismo nao nulo, diferente de a,,.
Em geral, seja b, qualquer algarismo ndo nulo, diferente de a, . Entdo o
numero g é diferente de r, (pois eles diferem na primeira casa decimal), é

diferente de r, (pois eles diferem na segunda casa decimal), e generalizando,



é diferente de r, (pois eles diferem na n-ésima casa decimal). Portanto g
difere de cada um dos r's. Mas S é um numero Real entre 0 e 1 e obtemos

assim uma contradicao.

Logo, o conjunto dos numeros Reais entre 0 e 1 € ndo enumeravel.
Pela negativa do teorema 2 concluimos que o conjunto dos numeros Reais &
nao enumeravel.

Assim, concluimos que a cardinalidade do conjunto dos numeros reais
é diferente da cardinalidade dos conjuntos dos numeros naturais, inteiros e
racionais.

Ja que todos os conjuntos finitos sdo contaveis, podemos dar a cada
um deles um numero que represente a sua cardinalidade, € claro que vamos
querer ampliar essa nogdo para as classes infinitas contaveis. Assim, foi
criado o primeiro dos numeros transfinitos para descrever a cardinalidade das
classes infinitas contaveis. A cardinalidade de uma classe enumeravelmente
infinita foi chamada por Cantor de Xo*. Com a demonstragdo que os reais
sdo nao enumeraveis, descobrimos outro tipo de infinito. Os infinitos
enumeraveis, ou contaveis, como o conjunto dos numeros naturais e os nao
enumeraveis, como o conjunto dos numeros reais.

Cantor chamou a cardinalidade do conjunto dos numeros reais de
continuo (continuo é uma outra maneira de se referir ao conjunto dos pontos
de uma reta) e designou um novo cardinal transfinito para a classe nao
contavel, ndo enumeravel, dos numeros reais.

Referindo-se a cardinalidade do continuo reconheceu que ela se aplica
tanto as classes dos numeros reais como a dos pontos em um segmento
linear. Se partimos da nogdo geométrica de um ponto, em qualquer segmento
linear ha um numero infinito de pontos, ou seja, entre quaisquer dois pontos
ha uma infinidade de outros. Formalizando: os pontos s&do densos em todos
os lugares constituindo uma das caracteristicas essenciais do continuo*.

Logo, ambas as classes tanto de numeros reais como de pontos em

um segmento linear sdo densas e possuem a mesma cardinalidade, C. Ou

7 Xo lé-se: alefe-zero. Alefe é a primeira letra do alfabeto hebraico.
* Uma outra caracteristica importante para a continuidade é a do conjunto ser conecto.



seja, é possivel fazer uma correspondéncia um a um entre 0s numeros reais

e os pontos de um segmento linear.
A HIPOTESE DO CONTINUO

Até agora, sO6 vimos apenas dois tipos de infinito. Mas Cantor n&o
parou por ai, achando infinitos de cardinalidades diferentes da cardinalidade
do infinito enumeravel e da cardinalidade do continuo. Ele verificou que o
conjunto poténcia dos naturais é igual ao continuo, 2:° = C. Do mesmo modo

o conjunto poténcia do continuo C, 2° , faz surgir um novo transfinito maior

do que C. Assim, como 2% gera um transfinito maior que 2. Existindo dessa
maneira uma sequéncia infinita de transfinitos.

Cantor também desenvolveu uma teoria para numerais ordinais
infinitos.

Numeros ordinais sdo baseados no conceito de tipos de ordem. Se
dois conjuntos possuem a mesma cardinalidade, entdo eles podem ser
correlacionados um a um. Se a correlagédo pode ser feita de um modo em que
a ordem de cada conjunto permanega a mesma, entdo os conjuntos possuem
o mesmo tipo de ordem. Todos os conjuntos finitos que possuam a mesma
cardinalidade possuem o mesmo tipo de ordem.

Como cada conjunto finito de uma dada cardinalidade tem o mesmo
tipo de ordem, o numero total de tipos de ordem dos conjuntos finitos € Xy
que representa a cardinalidade do conjunto dos numeros naturais.

Cantor mostrou que existem infinitas maneiras de ordenar um conjunto
infinito enumeravel e que esse conjunto infinito tem cardinalidade diferente de
X0, que pode ser chamado de Xi= C. Essa teoria de ordinalidade infinita
continua gerando X», X3, etc, desenvolvendo infinitos cada vez maiores.

A partir dai, Cantor desenvolveu a hipotese do continuo, essa hipotese
estabelece que entre o X (cardinalidade dos naturais) e o X4 (cardinalidade
dos reais) nao existe outro transfinito, ou seja, ndo ha um conjunto de
cardinalidade intermediaria ao dos numeros naturais e reais. Cantor nunca

conseguiu provar sua hipétese, o problema so6 foi resolvido em 1963 por



Cohen e o resultado foi surpreendente. Na verdade, a hipotese do continuo é

um dos indecidiveis existentes na matematica.

O CoNJUNTO POEIRA DE CANTOR

Um dos mais surpreendentes resultados é o Conjunto Ternario de
Cantor, conhecido também por alguns como Conjunto Fractal de Cantor, ou
também como Poeira de Cantor. Nele, Cantor considera um segmento
unitario representado pelo intervalo fechado [0,1], o divide em trés partes
iguais e remove o tergo do meio, que consiste em todos os pontos x tal que

1/3 < x < 2/3, ficando com os outros dois tergos extremos.

Chamaremos esse conjunto de pontos restantes de C4. De C4
removeremos o tergco do meio dos dois segmentos que restaram, o conjunto
de pontos restantes, chamaremos de C,. Repetiremos esse processo com C;
restando o conjunto de pontos C3 e assim sucessivamente com os conjuntos
C4, Cs, Ce... Denotaremos por C o conjunto de pontos restantes apos todos
esses intervalos serem removidos, ou seja C € o conjunto de pontos formado
pela sequéncia infinita de conjuntos C4, Co, C3, ..., de maneira que C, em seu
limite € o Conjunto Ternario de Cantor.

0 1
0 1/3 2/3 1
0—1/9 2/99 — 173 23 —7/9 89 — 1

Neste processo, o que é retirado € o intervalo aberto do meio da
divisdo, desta maneira, pode-se observar que os pontos extremos dos
diversos segmentos obtidos em qualquer etapa da constru¢do do Conjunto
de Cantor (como por exemplo: 0,1,1/3,2/3,1/9,2/9,7/9,8/9,...), sempre



restardo, portanto temos certeza que esses pontos pertencem ao Conjunto
de Cantor.

7

Surpreendentemente € possivel mostrar, que a cardinalidade do
Conjunto Ternario de Cantor € a mesma do segmento inicial [0,1], apesar dos
infinitos pontos que sé&o retirados do segmento durante a sua construgao.

Iniciaremos o processo de demonstragcdo pelo primeiro nivel da
construcao, o intervalo [0,1] propriamente dito, que sera associado a " 0,".
Nas etapas seguintes o digito 0 sera associado ao segmento anterior (a
esquerda) ao segmento retirado e o digito 1 ao segmento posterior (a direita)

ao retirado, como mostra a figura a seguir:

Desta forma, cada subintervalo utilizado na constru¢do do conjunto
estard sendo associado a um numero real entre zero e um*. Essa
associagao feita acima entre cada segmento da construgdo do conjunto de
Cantor e os digitos 0 ou 1 cria uma infinidade de sequéncias infinitas do tipo:
0, a4 az az as...onde cada ax assume somente o valor de 0 ou 1. Portanto,
as sequéncias infinitas criadas sdo de fato as escritas infinitas na base dois
dos numeros reais entre zero e um. Esta correspondéncia € biunivoca, pois
qualquer sequéncia do tipo 0, a4 a@; as a4... A, onde cada ax assume

somente o valor de 0 ou 1, representa um unico numero real e de maneira

“Essa demonstrago é feita com nimero escrito na base 2, pois s6 foram utilizados os
algarismos 0 e 1 para escrevé-lo.



analoga, qualquer numero real entre zero e um é representado por uma
sequéncia também desse tipo. Portanto, o Conjunto Ternario de Cantor,
assim como o conjunto dos numeros reais, € ndao enumeravel e ambos

possuem a mesma cardinalidade.

E o que acontece com o que foi removido?
No primeiro passo foi removido um segmento de medida 1/3, ja no
segundo passo foram removidos dois segmentos de medida (1/3)? e assim

por diante. Logo, o tamanho do total de segmentos removidos corresponde a

soma infinita:
o A (i-1)
1+2.1+4.i+8.i+...= 2 A
3 9 27 81 ~ 3

i=

Esse somatorio pode ser calculado como a soma infinita de uma

progressdo geométrica™ de razdo menor do que 1 e cujo valor é igual a 1.

Ou seja, o tamanho dos segmentos retirados é exatamente igual ao

tamanho do segmento inicial.

Dessa maneira, tanto Conjunto Ternario de Cantor possui 0 mesmo
numero de pontos do segmento [0,1], assim como, toda a parte retirada tem
também a mesma medida do segmento original, o que parece ser

completamente contraditério.

Paradoxo de Banach-Tarski

Outro aspecto interessante que o infinito nos traz € o teorema de
Banach—Tarski, também é conhecido como paradoxo de Banach-Tarski ndo
por ser contraditério, mas por ser um resultado totalmente contra-intuitivo.
Nele, fica estabelecido que é possivel dividir uma esfera sélida tridimensional
em um numero finito de pedagos e com estes pedagos construir duas

esferas, do mesmo tamanho da original. A demonstrag&o prova a existéncia

a,

entdo: =

*® Como a soma da PG infinita &€ dada por -
-q
1 J—



tedrica de uma forma de repartir a esfera com estas caracteristicas, usando o
axioma da escolha. Nao ha uma prova construtiva que descreva a maneira
pela qual a esfera deve ser repartida. Banach e Tarski propuseram este
paradoxo com a intencdo de evidenciar um resultado para que o axioma da
escolha fosse rejeitado, mas os matematicos em geral continuam a utilizar

este axioma arcando com suas consequéncias bizarras e contra-intuitivas.

3 A DIviSAO POR ZERO

Entretanto, esse mesmo infinito que surpreende acaba sendo
salvador. Pois € gragas ao mesmo infinito, que a divisdo por zero & salva do
paradoxo. Vamos entender como o paradoxo se constrdi na divisao por zero.
Suponha que seja possivel dividir um numero p € um numero q por zero,
sendo p diferente de q. Dessa forma, seja a equacgéo valida p. 0 = q. 0, ao
dividirmos esta equacéo por zero, obteriamos como resultado p = g, o que
geraria um absurdo, uma vez que consideramos que p é diferente de p.
Contudo, esse paradoxo fica amenizado, ao considerarmos a fungao f(x) =
a/x, onde a € um numero real, constante e diferente de zero. Ao
considerarmos essa fungdo, quando x tende a zero, ou seja, quando a
divisdo por zero vai se configurando, o limite dessa fungdo vai para infinito,

salvando assim, a divisdo por zero do absurdo e a levando ao infinito.

4 Um Pouco DA BIBLIOGRAFIA DE KURT GODEL

Kurt Gddel nasceu em 28 de abril de 1906, em Briinn, Austria-Hungria
(hoje Brno, RepublicaCheca). Durante a infancia teve febre reumatica e ao
longo de toda sua vida sua saude sempre foi uma preocupagéo.

Kurt frequentou a escola em Brinn, completando os seus estudos
escolares em 1923. Nesse mesmo ano, Godel ingressou na Universidade de
Viena, ainda sem ter tomado uma decisdo definitiva, se ele queria se
especializar em matematica ou fisica tedrica. Durante a graduagéo participou
de um seminario dirigido por Schlick cujo tema era Introdugdo a filosofia



matematica de Bertrand Russel o que despertou seu interesse por logica
matematica.

Em 1929, defendeu sua tese de doutorado mostrando a completude
do calculo funcional de primeira ordem sob a orientacdo de Hans Hahn.
Tornou-se membro do corpo docente da Universidade de Viena em 1930 e
passou a frequentar o Circulo de Viena. Em 1931, ele publicou seus
resultados mais relevantes, mostrando que em certos sistema matematico
axiomatico, existem proposicdées que ndo pode ser provadas ou refutadas
dentro do préprio sistema. Em particular, a consisténcia do sistema n&o pode
ser provada dentro do proprio sistema.

A ascencgao de Hitler ao poder, em 1933, n&o influenciou muito a vida
de Godel em Viena. Em 1934, Godel apresentou uma série de palestras na
Universidade de Princeton intituladas “Sobre as proposi¢des indecidiveis dos
sistemas matematicos formais”. Nessa época, Gdodel sofreu um colapso
nervoso e para tratar-se, passou varios meses num sanatorio recuperacao da
depressdo. Apesar dos problemas de saude, Godel continuou produzindo
importantes resultados. Contudo, o assassinato de Schlick, em 1936, um dos
participantes dos encontros do Circulo de Viena e cujo seminario tinha
despertado seu interesse pela légica, o abalou profundamente.

Casou-se com Adele Porkert no outono de 1938.

Ainda no mesmo ano, apds anexacdo da Austria pela Alemanha, o
titulo de "Privatdozent" de Gddel foi extinto e ele foi convocado a se inscrever
no exército nazista. Em Janeiro de 1940, ele e sua mulher sairam da Europa
por meio da ferrovia trans-siberiana e viajaram pela Russia e Japéo, até
chegarem aos Estados Unidos em 4 de margo de 1940. Estabeleceram-se
em Princeton, quando Godel passou a integrar o IAS (Instituto de Estudos
Avancgados). Nessa época, voltou-se para a filosofia e fisica, estudando
detalhadamente os trabalhos de Leibniz, Kant e Husserl. No final de 1940
demonstrou a existéncia da solugao paradoxal das equacdes de campo da
teoria geral da relatividade de Einstein.

Continuou seus trabalhos em logica e publicou o estudo sobre a
consisténcia do axioma da escolha e da hip6tese do continuo generalizada

com os axiomas da teoria dos conjuntos, um dos assuntos classicos da



matematica moderna. Em 1946, Godel tornou-se membro permanente do IAS
e em 1948 naturalizou-se cidadao estadunidense.

Passou a professor pleno do instituto em 1953 e professor emérito em
1976. Kurt Godel recebeu muitos prémios e honrarias durante sua vida como
o primeiro Prémio Einstein, em 1951. Em 1974, recebeu a Medalha Nacional
de Ciéncia. No final de sua vida, Godel acreditava estar sendo envenenado e
recusava-se a comer, faleceu em 14 de janeiro de 1978, em Princeton.

5 Um Pouco soBRE DAVID HILBERT

De fato, o século XIX foi todo dedicado ao desenvolvimento completo
e rigoroso da matematica.

A descoberta das geometrias ndo Euclideanas no inicio do século
fizeram com que os matematicos parassem para pensar melhor nos seus
fundamentos.

Cauchy e Weierstrass reformaram o calculo. Na Inglaterra, Boole e
Augustus de Morgan (1806-1871) comegaram a desenvolver a ldogica
simbolica. Em 1890, Peano, na ltalia, desenvolveu a aritmética na base
axiomatica e Frege na Alemanha, comecou desenvolver a matematica
unicamente por meio da légica.

Desde que o paradoxo de Russell tornou-se conhecido a questido
sobre consisténcia ficou cada vez mais em evidéncia.

Em 1899, David Hilbert ja havia conseguido uma axiomatizagéo
satisfatéria da geometria. Em seguida, em 1900, apresentou um conjunto de
axiomas para o conjunto dos numeros reais e indicou que a questdo sobre
consisténcia destes vinha antes da questdo da consisténcia da geometria.
Neste mesmo ano, no Congresso Internacional de Paris apresentou uma lista
de problemas que desafiaram o mundo matematico. Segue abaixo a lista
completa.

Problema 1: Problema de Cantor relativo a hipotese do continuo (HC).

Problema 2: Demonstrar a consisténcia dos axiomas da aritmética.



Problema 3: Pode-se provar que dois tetraedros, de mesma base e
mesma altura, tém o mesmo volume?
Problema 4: Construir todos os espagos métricos em que as linhas sao

geodeésicas.

Problema 5: Todo grupo continuo é automaticamente um grupo
diferencial?

Problema 6: Axiomatizar a fisica.

Problema 7: Irracionalidade e transcendentalidade de certos numeros.

Problema 8: A hipétese de Riemann e a conjectura de Goldbach.

Problema 9: Achar a lei de reciprocidade mais geral em todo campo de
numero algébrico.

Problema 10: Encontrar um algoritmo que determine se uma equagao
diofantina tem solugéo.

Problema 11: Classificar as formas quadraticas a coeficiente nos anéis
algébricos inteiros.

Problema 12: Estender o teorema de Kroneker para os corpos nao
abelianos a um dominio de racionalidade algébrica.

Problema 13: Demonstrar a impossibilidade de resolver equagdes de
sétimo grau por meio de fungbes de somente duas variaveis.

Problema 14: Demonstrar que certos sistemas completos de fungdes
sédo finitos.

Problema 15: Desenvolver bases sdlidas para a geometria
enumerativa de Schubert.

Problema 16: Desenvolver uma topologia de curvas e superficies
algébricas.

Problema 17: Representagcdo de formas definidas por somas de
quadrados de fungdes racionais.

Problema 18: Construir um espag¢o com poliedros congruentes.

Problema 19: A resolucédo dos problemas de calculo de variagbes séo
sempre necessariamente analiticas?

Problema 20: Problema de Dirichelet no caso geral.

Problema 21: Prova da existéncia de equacdes diferenciais lineares

tendo um determinado grupo monodrémico.



Problema 22: Uniformizar as curvas analiticas por meio de fungdes
automorfas.
Problema 23: Desenvolver um método geral de resolugdo no calculo

de variacgoes.

No 3° Congresso Internacional de Matematica ocorrido em
Heidelberg de 8 a 13 de agosto de 1904, David Hilbert apresentou o trabalho
intitulado On the foundations of logic and arithmetic. Nele, Hilbert apresenta
uma primeira tentativa de provar a consisténcia da aritmética. De fato, seu
plano era mostrar que todas as férmulas de uma certa classe possuem uma
certa propriedade, e assim as formulas iniciais a possuem e as transmitem
para as derivadas.

Além da busca por uma prova de consisténcia o trabalho faz uma
critica aos varios pontos de vista sustentados em relagdo aos fundamentos
da aritmética e introduz termos que Hilbert vai desenvolver, modificar ou
tornar mais precisos nos seus futuros trabalhos, tais como: a redugao da
matematica a uma colegcédo de férmulas, a existéncia extralégica de objetos
basicos, suas combinagdes e a construgdo de uma logica paralela com o
estudo dessas combinacdes.

O trabalho de 1904, além de ter sido um marco na concepgao
hilbertiana, influenciou Julius Konig (1849-1913) que por sua vez inspirou
von Neumann em sua busca por uma prova da consisténcia da aritmética.

Ja em 1925, Hilbert publicou um trabalho entitulado On the infinite.
Onde ele comeca recordando Weierstrass eliminando referéncias ao infinito
na analise, também menciona Cauchy e D Alambert (1717-1783) e revé a
sua influéncia na fisica, na teoria dos conjuntos e na logica. A segunda parte
do trabalho é uma tentativa de provar a hipotese do continuo.

Na década de 1920, Hilbert, entdo, atacou o problema numero 2 da
sua lista de 23 problemas apresentados em 1900. Imbuido pelo desafio de
provar a consisténcia da matematica, ele desenvolveu um programa que
reconstruia a matematica por um caminho que poderia levar a resultados
aceitaveis.

Hilbert acreditava que se as regras fossem estabelecidas

cuidadosamente, poderia tanto extinguir paradoxos como também



desenvolver tudo com um perfeito funcionamento na matematica. Nao seria
essencial que as regras fossem intuitivamente &bvias, a unica coisa que
importava era se elas realmente funcionavam. Além do mais, ele acreditava
que investigando o sistema por fora, por meio da metamatematica, ele
poderia eventualmente provar a consisténcia da matematica e também
demonstrar que esse sistema matematico seria completo.

O programa de Hilbert ficou conhecido como formalista e a obtengao
de alguns sucessos 0 encorajaram a continuar. Algumas partes da
matematica eram ambas consistentes e completas. Porém, algumas n&o.
Nao podemos mostrar na aritmética, por exemplo, que ela é completa e
consistente ao incluirmos a multiplicagao.

A nao-existéncia de contradigao € garantida somente pela consisténcia
das proposicoes. Foi dessa forma que Hilbert concebeu uma nova maneira
de aproximar-se do problema de consisténcia. Ele esperou provar que uma
férmula contraditéria nunca deveria ocorrer por meio de conjuntos
apropriados de regras de procedimento. E se ele provasse que ndo seria
possivel a existéncia de formulas contraditorias entdo estaria estabelecida a

consisténcia do sistema. No entanto, isso nao foi possivel.

6 PARADOXOS/ANTINOMIAS

A discussao sobre paradoxos ndo é recente. Ha muito tempo sao
criados paradoxos e estes trazem a tona grandes debates.

Vejamos abaixo alguns exemplos de paradoxos:

Todos cretenses sdo mentirosos. — Epinémides, um cretense.

A afirmag&o que estou fazendo é falsa. — Eublides

Na primeira afirmagcdo, notamos que sO existe contradicdo, se
considerarmos a frase como verdadeira ja que Epinémides se declara como
cretense. Porém, se a frase for falsa, teriamos que nem todos os cretenses
sdo mentirosos e ndo gerariamos uma contradigdo. Ja no paradoxo de
Eublides ndo temos outras circunstancias. Se a afirmativa for falsa, entdo ela
€ verdadeira e se for verdadeira ela é falsa.

Como veremos, ao longo de varias épocas, muitos discutiram outras

versdes, novas roupagens para o paradoxo de Eublides. Aristoteles foi um



deles. Sua versdo, na qual os gregos chamavam de O Mentiroso era a
seguinte: Essa afirmacgao é falsa. Mais tarde, filésofos a desenvolveram em
forma de dialogo:

Sécrates: Tudo que Platao diz é falso.

Platdo: Socrates so fala a verdade.

A idéia da demonstracgdo do teorema de Cantor’' serviu como embrizo
para que fossem gerados paradoxos na teoria dos conjuntos.

Partindo dessa idéia foi mostrado que a teoria cantoniana de
ordinalidade continha um paradoxo conhecido como paradoxo de Burali-
Forti. Em seguida, Cantor encontrou um outro paradoxo bem similar ao
paradoxo de Burali-Forti, conhecido como paradoxo de Cantor.

Em 1897, o matematico italiano Burali-Forti foi o primeiro a publicar um
paradoxo da teoria dos conjuntos. O trabalho de Burali-Forti foi anunciado no
encontro do Circolo matematico di Palermo em 28 margo de 1897. O trabalho
€ a primeira publicacdo de um paradoxo moderno. Despertou imediatamente
o interesse do mundo matematico, e provocou inumeras discussdes nos anos
que se seguiram a sua publicagdo. Inumeros trabalhos trataram do assunto,
propiciando uma grande analise dos fundamentos da teoria dos conjuntos. O
paradoxo é simples. Sabe-se que a toda a boa ordenacgado corresponde um
unico numero ordinal. Também se sabe que ordinais formam uma boa
ordenacdo. Considere, entdo, a colegao de todos os ordinais. Esta colecao é
uma boa ordenacéo e, portanto, corresponde a um ordinal A. Logo, A excede
todos os ordinais e excede-se a si proprio, o que € uma contradig¢ao.

A esséncia deste paradoxo pode ser encontrada, por uma descricao
nao técnica de um paradoxo muito similar descoberto por Cantor dois anos
depois. Em sua teoria dos conjuntos, Cantor teve sucesso ao provar que
dado qualquer transfinito sempre existe um transfinito maior, ou seja, que o
conjunto dos numeros transfinitos € infinito.

Agora, vamos considerar o conjunto no qual os membros sdo todos os
conjuntos possiveis. Assim como em todo conjunto infinito, Cantor associa
um transfinito a sua cardinalidade. Certamente, ndo ha conjunto que possua

mais elementos que o conjunto de todos os conjuntos. Logo, esse seria o

>l A demonstragao feita por Cantor desse teorema pode ser vista na segdo 8 deste mesmo
capitulo.



maior transfinito possivel o que geraria um absurdo. Pois como ja vimos,
Cantor mostrou que dado qualquer transfinito sempre existe um transfinito
maior.

Como podemos perceber, os paradoxos de Burali-Forti e Cantor
envolviam resultados da teoria dos conjuntos. Entretanto, Bertrand Russell
descobriu em 1902 um paradoxo que nao dependia de nada mais que o
préprio conceito de conjunto. Antes de descrever o paradoxo de Russell,
precisamos ter bem claro que conjuntos podem ser membros de si mesmo ou
ndo. Vejamos alguns exemplos: o conjunto de todas as idéias abstratas &
uma idéia abstrata, porém o conjunto de todos os homens ndo é um homem.
Assim como, o conjunto de todos os conjuntos € um conjunto e o conjunto de
todas as estrelas ndo € uma estrela.

Dai surge entdo a questdo de Russell: Vamos representar o conjunto
de todos os conjuntos que s&o membros de si mesmo por M, e o conjunto de
todos os conjuntos que n&o sdo membros de si mesmo de N. Agora, fica a
pergunta: N é ou ndo membro de si mesmo? Se N for membro de si mesmo,
entdo N € membro de M e ndo é de N, logo N ndo € membro de si mesmo.
Por outro lado, se N ndo é membro de si mesmo, entdo N € membro de N e
nao é de M, concluindo N € membro de si mesmo. Como vemos, nos dois
casos existem antinomias.

Em 1913, P. E. B Jourdain criou uma versdao moderna do dialogo,
dessa vez sem personagens. De um lado de uma carta estava escrito: A
afirmativa no outro lado da carta é verdadeira, enquanto do outro lado estava
escrito: A afirmativa no outro lado da carta é falsa.

Alfred Tarski desenvolveu uma versdo que nos lembra inducao
matematica. Vocé tem um livro de 100 paginas. Na pagina 1 esta escrito, A
afirmativa na pagina 2 é verdadeira. Na pagina 2 esta escrito, A afirmativa na
pagina 3 é verdadeira. Generalizando, na pagina n esta escrito, A afirmativa
na pagina n+1 é verdadeira. Porém, ao chegarmos a pagina 100 nos
deparamos com a seguinte frase: A afirmativa na pagina 1 desse livro é falsa.
As versdes de Jourdain e Tarski sdo basicamente a mesma, a unica
diferenca € que Tarski nos deixa em suspense por mais tempo.

José Bernadete, com outro propédsito em mente, criou um livro de

infinitas paginas. Onde na primeira pagina estaria escrito: A afirmativa da



ultima pagina é verdadeira. E em todas as outras paginas estaria escrito: A
afirmativa da pagina anterior € falsa. Quando vocé lesse a pagina 1, ndo
haveria uma maneira de vocé checar se a afirmativa seria verdadeira ou
falsa, ja que o livro € infinito e que n&o ha ultima pagina. Porém, quando vocé
& a pagina 2, descobre que a afirmagédo na pagina 1 é falsa. E quando |é a
pagina 3, vocé descobre que a afirmagdo na pagina 2 é falsa, o que
implicaria na veracidade da afirmagdo na pagina 1. Entretanto, ao ler a
pagina 4, alteramos mais uma vez o valor de verdade da pagina 1. Entdo, a
afirmativa na pagina 1 é verdadeira ou falsa?

Existem inUmeras explicagcdes para esse paradoxo. Nenhuma delas é
completamente satisfatéria, por isso ainda ha uma busca pela resposta até
hoje.

Existe um paradoxo de extrema importancia, pois foi fundamental para
teoria de Godel. E o Paradoxo de Richard, inventado em 1905 por Jules
Richard (1862—-1956). O paradoxo de Richard veio a tona enquanto a euforia
causada pelo paradoxo de Russell, publicado dois anos antes, ainda nao
havia diminuido. Praticamente ao mesmo tempo, Konig apresentou na
academia hungara de ciéncias, em forma de paradoxo, um novo argumento
para mostrar a impossibilidade de fazer uma boa-ordenagao do continuo (ja
que apoOs sua primeira tentativa, Zermelo provou que qualquer conjunto
poderia ser bem-ordenado). Apesar da semelhanga entre os paradoxos,
estes sdo completamente independentes. Podemos entender melhor o
paradoxo de Richard. A partir de idéias retiradas do texto® de Ricardo
Kubrusly.

“Na lingua portuguesa, propriedades sobre os numeros podem ser
formuladas e definidas (poderiamos ter qualquer outro tipo de
linguagem que pudéssemos fazer defini¢ées). Entéo, por exemplo, a
propriedade de um numero ser primo pode, desta maneira, ser
definida como divisivel apenas por si mesmo e pela unidade, a de

um numero ser par como multiplo de dois e assim por diante. Cada

> Retirado de KUBRUSLY, Ricardo Silva. Uma Viagem Informal ao Teorema de Gddel ou
(O Prego da Matematica é o Eterno Atematico). In: CARVALHO, Edgard de Assis;
MENDONCGCA, Terezinha. Ensaios de Complexidade 2. Rio de Janeiro: Editora Sulina, 2004.
pp140-158



uma destas definicdes contém um numero finito de palavras logo, um
numero finito de letras do alfabeto, sendo possivel portanto, serem
arrumadas numa lista ordenada de definigdes das propriedades da

aritmética.

Uma definicdo precedera a outra se o numero de letras do alfabeto
empregadas na sua definicdo, for menor do que o numero de letras
empregada na outra definicdo. No caso de duas definicdes
empregarem o0 mesmo numero de letras do alfabeto, o
posicionamento na lista de definicbes sera decidido baseado no
critério da ordem alfabética. De posse desta lista, associaremos ao
seu primeiro elemento o numero 1, ao segundo elemento da lista o

numero 2, e assim sucessivamente.

Como cada definicdo ficara associada a um unico numero inteiro,
pode acontecer em certos casos, que o0 proprio numero associado a
uma certa definicdo possua a propriedade descrita por ela. Por
exemplo: se 0 numero associado a definicdo da propriedade de um
numero ser primo, divisivel apenas por si mesmo e pela unidade, é
19, temos claramente que ele, o 19, possui a propriedade descrita
pela expressdo de numero 19. Por outro lado pode acontecer, o que
deve ser inclusive mais provavel, o contrario. que 0 numero
associado a definicdo de uma certa propriedade da aritmética néo
possua a propriedade descrita pela definicdo a que ele se refere. Por
exemplo: se 0 numero associado a definicdo da propriedade de um
numero ser par, multiplo de dois é 35, temos, também claramente,
que ele o 35, ndo possui a propriedade a que ele se refere, ou seja,
a de ser um numero par. Os numeros que se referem aos casos
descritos no segundo exemplo, serdo chamados de richardianos, isto
€, um numero sera richardiano se ele ndo possuir a propriedade
aritmética descrita na definicdo associada a ele na lista de defini¢cdes
aritméticas, confeccionadas da maneira explicada acima. Serdao nao
richardianos, caso contrario, isto €, quando possuir a propriedade por

ele designada na lista de definigcbes das propriedades aritméticas.”



Agora, a propriedade de um numero ser richardiano passa
entdo a ser associada a um numero N. Podemos entdo perguntar:
sera N richardiano? e mais uma vez, teremos como resposta: N E

richardiano se e somente se N é nao richardiano.

7 TEORIA DOS TIPOS

Em todos os paradoxos légicos existe uma espécie de auto referéncia
reflexiva, isto €, a de incluir, como membro de uma totalidade, alguma coisa
referente a essa totalidade que deve ser condenada.

Apos varias tentativas, Russell e Alfred North Whitehead propuseram
uma nova maneira de eliminar os paradoxos da matematica chamada de
teoria dos tipos. A solucido do problema € apresentada em menos de trinta
linhas. Além dessa solugcdo, examina outras possiveis e as acha menos
satisfatérias. Conclui, finalmente, que "ndo ha nenhuma filosofia peculiar
envolvida na contradicdo, que salta diretamente do sentido comum e pode
somente ser resolvida abandonando algumas verdades do senso comum">.

Russell passou, entdo, a tomar conhecimento de outros paradoxos,
como por exemplo, do paradoxo de Burali-Forti e o de Cantor. Em dezembro
1905, Russell tinha abandonado a teoria dos tipos. Para superar as
dificuldades levantadas pelos novos paradoxos apresentou entdo trés novas
teorias: a teoria do zigzag, a teoria da limitagdo do tamanho e a teoria de
nenhuma-classe. Entretanto, logo, Russell reconheceu que as teorias se
mostravam inadequadas a matematica classica. Entédo, voltou atras para a
teoria dos tipos e prosseguiu desenvolvendo-a detalhadamente. O resultado
desse estudo foi publicado em julho de 1908.

Russell vé o universo divido em niveis, ou tipos. Determinadas coisas
somente satisfazem uma condicdo dada se forem do mesmo tipo. Os
membros de uma classe, entdo, devem ser todos do mesmo tipo. Russell é
conduzido assim para um distingdo entre fodo e algum: o todo representa

uma certa (aparente) variavel de quantificagdo universal, escalas sobre um

RUSSELL, Bertrand. The Principles of Mathematics: Volume I. Cambridge: Cambridge
University Press, 1903.



tipo, e 0 algum é expresso pela variavel (real) livre, que se refere a qualquer
coisa nao especifica ndo levando em consideracao o tipo. Russell vé como o
cerne dos paradoxos o que ele chama o principio do circulo-vicioso:
"Nenhuma totalidade pode conter os membros definidos como termos de si
mesmo"*.

A idéia deles era basicamente a seguinte: um conjunto de tipo inferior
(vamos chama-lo de tipo 1) poderia somente conter objetos como membros e
nao poderia conter conjuntos. Ja um conjunto do tipo 2 (superior ao do tipo 1)
poderia conter objetos ou conjuntos do tipo 1 (inferior ao tipo 2). Claramente,
nenhum conjunto poderia conter a si mesmo, pois se isso ocorresse, ele
deveria pertencer a um tipo superior ao seu proprio tipo.

O tipo mais baixo compreende individuais; seu seguinte compreende o
que ele chama de proposi¢cdes de primeira ordem; e assim por diante. Estas
proposi¢des, ao contrario dos individuais, sdo notacdes, e podem conter
variaveis. Ainda assim, como os individuais, possuem tipos e figuram como
valores de variaveis quantificadas.

A teoria dos conjuntos € um componente indispensavel da matematica.
E o ramo da matematica cuja tarefa é investigar as nogdes fundamentais de
numero, ordem, e fungdo, desenvolvendo as fundagbes logicas, de toda
aritmética e analise. Contudo, sua existéncia parecia estar ameagada uma
vez que ndo havia nenhuma solugéo inteiramente satisfatéria, nem mesmo a
teoria dos tipos, para determinadas contradigdes, ou antinomias que podiam
ser derivadas de seus principios™.

Somente depois com o estudo de Ernest Zermelo que se obteve um
resultado satisfatério. O trabalho de Zermelo publicado em 1908
Investigations in the foundations of set theory |, apresenta a primeira
axiomatizagao da teoria dos conjuntos. A idéia basica de Zermelo assemelha-

*HEIJENOORT, Van. From Frege to Gédel: A Source Book in Mathematical Logic, 1879
—1931. New York: San Jose New York Lincoln Shanghai, 2000.

> Embora n&do tendo ido diretamente ao ponto, Ramsey foi o primeiro a abandonar a
ramificagdo e o axioma da redutilibidade. Ramsey foi alertado pela observagdo de Peano
que os paradoxos se dividem em dois tipos: aqueles de pura teoria dos conjuntos e aqueles
que articulam conceitos semanticos tais como o falsity e o specifiability. Ramsey observou
que a unica utilidade da ramificagdo da teoria dos tipos de Russell seria a resolugédo de
paradoxos semanticos e estes, segundo Ramsey, devem ser deixados de lado pois
extrapolam conceitos da légica e da matematica. Essa idéia acabou sendo abandonada uma
vez que seu uso ia completamente contra intuigao.



se a teoria de Russell, ambos recusam a considerar conjuntos como
colegbes. Conjuntos ndo sao simplesmente colegbes, s&o objetos que
satisfazem a determinadas circunstancias axiomaticas.

Os axiomas de Zermelo (1871-1953) s&o surpreendentemente pouco
em numeros. O mais original é talvez o axioma lll, o axioma da separagéo.
Zermelo foi talvez o primeiro a ver claramente que a existéncia de conjuntos
infinitos deveria ser assegurada por um axioma especial (axioma VII, do
infinito).

Zermelo apenas indica seus axiomas, e declara ser incapaz de provar
sua consisténcia. Mostra que as derivagbes usuais de um numero de
paradoxos conhecidos, como os paradoxos de Buralli-Forti e de Russell, ndo
podem ser obtidas deles pois o conjunto de todos os ordinais e o conjunto de
todos os conjuntos ndo existem no sistema. Prova entdo teoremas sobre
conjuntos. O desenvolvimento vai até o teorema de Cantor, o teorema de
Konig, e um teorema, que conecta duas nogdes de infinitude.

Em 1898, Whitehead publicou o primeiro volume do A ftreatise of
universal algebra. Em 1903, Russell publicou o primeiro volume do The
principles of mathematics. Whitehead foi entdo persuadido a abandonar os
planos para a publicagdo do segundo volume de seu livro e colaborar com o
Russell no segundo volume dos The principles. Este volume nunca se
materializou. Porém, o resultado da colaboracdo foi um trabalho
independente dos The Principles. O resultado desse trabalho foi o Principia
Mathematica e a concretizagdo do que Frege e Peano, em suas diferentes
maneiras, tinham projetado. S&o trés volumes de um estudo detalhado da

|6gica e da teoria dos conjuntos, e uma constru¢do da matematica classica.
8 TEOREMA DE CANTOR

TEOREMA. Para qualquer conjunto A, a cardinalidade de A é estritamente

menor que o conjunto de suas partes, ou seja, A< P(A)

Demonstraremos esse teorema primeiramente de maneira intuitiva e

em seguida de um modo mais formal.



DEMONSTRAGAO INTUITIVA:

Seja A um conjunto infinito.

Suponhamos que o conjunto A pode ser posto em correspondéncia
biunivuca com o conjunto de suas partes P(A).

Vamos criar uma lista tal que a cada elemento a,b, c, ... de A, teremos

um subconjunto {...}a, {...}b, {...}c ,... de A associado.

P(A)
{...}a
{...}b
{...}c

o T o >

¢ ¢ ¢ 9

Como a é elemento de A, temos duas possibilidades: ou a pertence ao
subconjunto {...}a no qual esta relacionado ou nao pertence a esse
subconjunto.

Seja B um conjunto no qual para todo elemento b pertencente a B, b
pertence ao subconjunto {...}b no qual esta relacionado.

Logo B esta contido em A, e em particular em P(A).

Desse modo, existe um c pertencente a A tal que c esta relacionado
com o cojunto B ={...}c.

Sendo assim, ¢ pertence ao conjunto B?

Se c pertence ao conjunto B, entdo c n&o pertence a B, uma vez que B
€ o conjunto de todos os elementos que n&do pertencem a B.

Se ¢ nao pertence ao conjunto B, entdo c pertence a B, uma vez que B
€ o conjunto de todos os elementos que n&do pertencem a B.

Geramos um absurdo, contrariando nossa hipotese conjunto A pode
ser posto em correspondéncia biunivuca com o conjunto de suas partes P(A).

Demonstracdo Formal:



Suponhamos que ¢ € uma fungao de 4 sobre P(4)

Seja z = {x€A | ~ xEp(X)}.

Entdo zCA.

Se z =g(y) para yEA entao:
yEz—~yEg(y)—=~yeze

~yEz — yEop (y)— Yy € z, 0 que é impossivel.

9 As GEOMETRIAS NAO EUCLIDEANAS

Uma das crises do infinito que ocorreram na matematica esta
relacionada ao 5° Postulado de Euclides. Os Elementos, obra escrita por
Euclides por volta do ano 300 a.C, tem por objetivo de formular e organizar
os resultados da geometria desenvolvida até entdo. Nos 13 livros que a
compode, Euclides nao se limita a compilar resultados dos matematicos que o
antecederam, mas sim, em muitos casos, aperfeicoa as demonstragdes ja
existentes. A obra comega com definicbes de termos geométricos. Em
seguida, Euclides aponta 5 postulados ou suposi¢ées fundamentais sobre
objetos geométricos. Sao eles:

1. Por dois pontos distintos é possivel tracar uma unica reta.

2. E possivel prolongar continuamente tanto quanto se queira um
segmento, a partir de qualquer das suas extremidades numa linha reta.

3. E possivel tragar uma circunferéncia com qualquer centro e raio.

4. Todos os angulos retos s&o iguais.

5. Se uma reta, ao cortar outras duas, forma angulos internos, no
mesmo lado, cuja soma € menor do que dois angulos retos, entéo estas duas
retas, quando suficientemente prolongadas, encontrar-se-do no lado onde
estdo os angulos cuja soma & menor do que dois angulos retos™.

Uma das razdes pelas quais esta obra é tdo importante € o fato de ser
possivel demonstrar 465 proposicdes, partindo de apenas 5 postulados, 5
nog¢des comuns e algumas definicdes. O 5° Postulado foi desafiador durante

séculos e inumeros matematicos tentaram deduzi-lo a partir dos demais

% Releitura do 5° postulado de Euclides: Dado um ponto P fora de uma reta r pode-
se tragar uma Unica reta s paralela a reta r dada.



quatro axiomas e assim demonstra-lo como um teorema. Alidas, o proprio
Euclides possivelmente também teria visto algo de especial no quinto
postulado, razdo pela qual ndo o utiliza na demonstragado das primeiras 28
proposicdes (e sé a partir da 322 todas o utilizam). E quase como se Euclides
evitasse a sua utilizagdo tanto quanto possivel. Na verdade, a existéncia da
reta paralela era e €, facilmente, demonstrada com o restante dos quatro
outros postulados; a unicidade das paralelas é que necessitava de ser
postulada. Na verdade, o 50 postulado de Euclides € um indecidivel, se
considerassemos apenas os quatro primeiros postulados de Euclides.

O grande desafio ocasionado pelo 50 postulado foi gerado pela a visao
de espagco homogéneo e infinito em todas as dire¢cées. As propriedades
euclideanas de espaco estavam muito marcadas no pensamento dos
cientistas dos séculos XVII e XVIII, tornando-se, deste modo entao, dificil
uma visualizag&o de solugdes alternativas para o problema.

Por esse motivo, a solugdo dessa crise demorou cerca de dois mil
anos para aparecer e somente em 1829 o matematico russo Nikolai
Lobachevski (1793-1856) publicou Sobre os Principios da Geometria onde
apresentava uma nova geometria, baseada em um novo postulado que viria a
substituir o 5° e que dizia: Dado um ponto P fora de uma reta r pode-se tracar
mais de uma reta paralela a reta r dada. Com essa nova geometria, uma
nova concepcao de espaco era possivel, desmistificando assim a atribuigao
kantiana de verdade absoluta feita a geometria euclideana.

A publicagéo do trabalho de Lobachevski desengavetou varios outros,
na mesma dire¢ao, cujas idéias estavam represadas pelo respeito a crenga
kantiana de um unico modelo possivel para o espaco. O mundo estava
maduro para uma geometria ndo euclideana. Documentos comprovam que
Carl Friedrich Gauss (1777-1855) ja pensava sobre uma nova geometria
antes mesmo da publicacdo de Lobachevski. A publicagdo em 1831 do
trabalho Ciéncia Absoluta do Espago do matematico hungaro Janos Bolyai
(1802-1860) que reinventa a mesma geometria n&o euclideana
independentemente de Lobachevski, demonstra, de outra maneira que as

idéias de novas geometrias fervilhavam no inicio do século XIX.

10 O AXIOMA DA ESCOLHA



Formalmente, o axioma da escolha diz o seguinte:

Vxx=0=0(X)Ex onde o é a representagio da fungéo primitiva que

indica a fungéo escolha e o (x) escolhe exatamente um elemento do conjunto
nao vazio X.

Em outras palavras: Uma funcdo escolha em uma familia D de
conjuntos é uma fungédo f com dominio D tal que, para todo conjunto ndo
vazio X em D, f(X) € um elemento de X. Em outras palavras, f “escolhe" um
elemento para cada membro de D. Se D é finito, a existéncia da fungao de
escolha em D é uma consequéncia trivial dos principios basicos de formagao
de conjuntos e das regras de logica classica. Se D é infinito esses principios
nao sao suficientes, portanto a existéncia de uma funcao de escolha deve ser
postulada.

Inumeras criticas foram feitas devido o carater altamente n&o
construtivo do axioma da escolha, uma vez que ao mesmo tempo que
garante a possibilidade de se fazer um numero grande de escolhas
arbitrarias, o axioma ndo da nenhuma indicacdo de como essas escolhas
devem ser feitas. Contudo, além da importancia do axioma da escolha nas
provas de muitos teoremas matematicos relevantes, em 1938, Godel
estabeleceu a relativa consisténcia do axioma da escolha com relagdo a
sistemas usuais de teoria de conjuntos e esses dois fatos combinados
fizeram com que o axioma fosse aceito pela maioria da comunidade
académica. A prova de independéncia do axioma da escolha (com relagdo
aos demais axiomas da teoria de conjuntos de Zermelo Fraenkel) foi

apresentada em 1964 por P. J. Cohen.

ALGUMAS CONSEQUENCIAS MATEMATICAS

. Teorema da boa ordenagao de Zermelo: todo conjunto pode ser bem
ordenado.
. Principio de tricotomia: em todo par de numeros cardinais, um é

menor que o outro, ou eles sdo iguais.



. Lema de Kuratowski-Zorn: qualquer conjunto n&o vazio no qual todo
subconjunto ordenado possui um limite superior, possui um elemento
maximal.

. Teorema de Tychonov: o produto de qualquer familia de espacgos
topologicos compactos € compacto.

. Teorema de Hamel-Banach: todo espaco vetorial possui uma base.

. Demonstracao do principio do 3° excluido

Se S é um subconjunto do produto cartesiano A x B e, para cada x € A
existe y € B tal que (x; y) € S, entdo existe uma fungéo f : A — B tal que (x;
f(x)) € S para cada x € A.

Entéo vale o principio do terceiro excluido: p V ~p.

Prova. Seja A = {s,t}, onde s =t se e somente existe um p, onde p é
um predicado qualquer.

SejaB ={0,1} e seja S ={(s; 0); (t; 1)} € AxB.

Sef: A— B é afungao de escolha para S, entéao

(1) f(s) = 1 ou f(t) = 0, entdo devemos ter s = t e, portanto p vale; ou

(I1) f(s) = 0 e f(t) = 1, e portanto s ndo pode serigual ate p n&o vale.

CONSEQUENCIAS PARADOXAIS

.1914: Hausdor provou, utilizando o axioma da escolha, que 2/3 da
superficie da esfera € congruente a 1/3 dela.

.1924: Paradoxo de Banach-Tarski, qualquer esfera sélida pode ser
decomposta em um numero finito de subconjuntos, que podem ser
rearranjados de tal modo a formar duas esferas solidas, cada uma do mesmo
tamanho da original.

Decomposi¢des paradoxais como essas sO se tornam possiveis em
teoria de conjuntos porque objetos geométricos continuos foram
considerados como um conjunto discreto de pontos, que o axioma da escolha
entdo permite ser rearranjado em uma maneira arbitraria.

Ambas as possibilidades s&o viaveis, tanto aceitar como rejeitar o
axioma da escolha, em qualquer uma delas estaremos apenas precisando

sobre qual universo mental que estamos escolhendo para trabalhar. No



entanto, a maioria dos matematicos aceita o axioma da escolha,
principalmente por facilitar seu trabalho em algumas demonstragdes.

Mas essa utilizagdo como obriga a elaboragdo de provas nao-
construtivas e levanta questdes filosoficas interessantes acerca da existéncia

essencialmente formal de objetos matematicos.

11 (A) Os TEOREMAS DE UM SISTEMA FORMAL SAO ENUMERAVEIS E (B) As

VERDADES ARITMETICA SAO NAO ENUMERAVEIS

Proposicao A

Se T é uma teoria formal axiomatizavel entdo
o conjunto de férmulas bem formuladas de T
(") o conjunto de sentengcas de T

(ii)o conjunto de provas construtiveis em T
(iii)o conjunto de teoremas de T

Sao enumeraveis.

DEMONSTRAGAO

(i) Podemos obter um algoritmo mecanico que enumere todas
possiveis sequéncias de simbolos do alfabeto por meio de uma ordenagao
qualquer que pode ser, por exemplo, o tamanho da sequéncia, ou a ordem
alfabética. Pela definicdo de linguagem formal, existe um procedimento
mecanico para detectar quais dessas sequéncias sao férmulas bem
formuladas. Combinando esses dois procedimentos podemos efetivamente
enumerar todas as formulas bem formuladas.

(") Essa prova € analoga a prova (i), basta substituir férmulas bem
formuladas por sentencas.

(i) Dado que as provas em T sdo sequéncias de formulas bem
formuladas. Do mesmo modo que podemos enumerar todas as possiveis
féormulas bem formuladas, também podemos efetivamente enumerar todas as
possiveis sequéncias finitas de férmulas bem formuladas em ordem

alfabética. Pela definicdo de teoria axiomatizada, existe um algoritmo para



decidir quais dessas sequéncias de formulas bem formuladas derivam dos
axiomas da teoria, sendo possivel assim, uma efetiva enumeracédo de todas
as possiveis provas.

(iii) Ao enumerar efetivamente as provas bem construidas novamente
e testar se essas sentencas sdo fechadas. Esse procedimento gerara

mecanicamente uma lista contendo todos os teoremas da teorias7.
Proposicao B
DEMOSTRAGAO

(i) Para essa prova precisaremos de dois teoremas auxiliares:

Existe um conjunto de numeros K enumeravel cujo seu complemento

K nao é enumeravel.

Se K € um conjunto enumeravel de numeros, entdo existe uma relagao
numérica R, tal que n € K, se e somente se 3xR(x,n)

(i) Seja R decidivel, entdo em uma linguagem aritmética L, existira

uma férmula bem formulada de L que expressa R: R(x, y).

(i) Pela definicdo, 3 xR(x,n) quando 3 x(Natss (x) A R(x, *)) é

verdadeira.

De (i) e (iii) temos n € K se e somente se ~ I x(Nat(x) A R(x,’;) e
verdadeira.

(v) Suponha que o conjunto Q de verdades aritméticas que podem ser
expressas em L €& enumeravel, entdo, dada a descricdo de R, podemos

percorrer a enumeracgao de Q, e sempre que nos deparamos com verdades
do tipo ~3x(Nat(x)A R(x,’;), listaremos n. Esse procedimento listar todos os

membros de K .

(vi) Mas pela hipotese K ndo é enumeravel, entdo Q também nao é

enumeravel como queriamos demonstrar.

*'Dizer que os teoremas de uma teoria formal axiomatizada podem ser enumerados nao é o
mesmo que dizer que teoria é decidivel.

**Dado qualquer L-predicado, Nat(x) pode ser necessario para restringir quantificadores de L
em numeros .



CONCLUSAO

Depois de tudo, mais segura chamei a matematica de volta para
finalmente encarar-lhe sem medo algum. E disse-lhe

Ao longo de todos esses anos perguntei-me: Como fazer matematica?
Como ensinar matematica? Como respeitar a matematica? Quero mais do
gque o0 senso comum sempre me ofereceu. Sempre soube que poderia ir
além. Nao me deixaria petrificar pela formacado desconectada de reflexdes
oferecida a mim nos anos de Universidade, ndo poderia deixar que a
corrompessem de forma tdo vil. N&do posso ficar em siléncio ao ver um
conhecimento intensamente reflexivo ser dito como exato, previsivel, infalivel,
insosso. O desejo de desistir da alienagdo e do enquadramento mental foi
substituido pelo desejo de desvelagao. Hoje, sinto-me feliz e realizada, creio
que cumpri o papel que foi dado a mim. E ela ent&do virou-se e me disse

“A matematica ndo é um produto, e sim uma atividade; como tal, sua
consisténcia depende fundamentalmente do seu poder de construgao efetiva.
A ldgica intuicionista tem como particularidade, exatamente, o fato da
negacao do estado indefinido ser tido como falso. Como se poderia reduzir o
mundo a uma “totalidade” calculavel, sem histéria e sem futuro, sem
fundamento e sem contas a prestar, des-ontologizado e desencantado, nao
fosse o numero, medido por instrumentos ou acordado pelos mercados, € 0
seu obsessivo processamento? Matematicidade como passagem da
linguagem natural a linguagem formal, feita por meio da mumificagdo ou
congelamento dos aspectos identitarios da primeira. Cremos n&o ser preciso
por demais enfatizar que, pela propria natureza da tarefa pretendida — a
formalizagdo do informalizavel -, a significagdo, ndo raro, emergira do nao-
dito, do mal-dito, até do inter-dito em contraposi¢do ao simplesmente dito. A
oportuna discriminagao, entrementes, tera que ficar por conta da leitura; p6é-la
ja na escritura seria pretender colocar o carro, concomitantemente, antes e
depois dos bois. Toda formalizacdo de formas tera que deixar um reziduo

intratavel, irremediavelmente in-formal. Esse é o sentido mais profundo dos



famosos teoremas de Godel. O calculo € uma maquina brutal; o numero é a
extrema exterioridade e o conceito ndo pode prescindir de sua interioridade; o
entendimento estratifica e estabiliza o mundo para poder domina-lo, e o
affaire da razédo é o “conceito concreto”. O sistema formalizado em apreco é
nada mais que a logica classica querendo se passar, fantasiada, por
dialética. Matematica intencionalmente reducionista, de propdsitos
especificos e limitados.s59

Enfim, ficamos em paz.

** SAMPAIO, Luiz Sérgio Coelho de. Légica Ressuscitada: Sete Ensaios. Rio de Janeiro:
Editora da Universidade Estadual do Rio de Janeiro, 2000.
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