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RESUMO

REIS, Tiago S. dos. Transmatematica. Rio de Janeiro, 2015. Tese (Doutorado em
Histéria das Ciéncias e das Técnicas e Epistemologia) - Programa em Histéria das Ciéncias
e das Técnicas e Epistemologia, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro,
2015.

Os numeros transreais sao uma extensao dos numeros reais. Este novo conjunto é fe-
chado sob as quatro operacoes aritméticas: adicao, subtracao, multiplicacao e divisao.
Em particular, a divisao por zero é permitida. Neste texto, contextualizamos o leitor fa-
zendo um resumo da concepcao dos nimeros transreais. Fazemos um apanhado histérico
do desenvolvimento do conceito de nimero. Propomos uma construcao do conjunto dos
nimeros transreais, o que demonstra a consisténcia de sua aritmética. Desenvolvemos
o calculo transreal, estabelecendo os conceitos de topologia, sequéncias, limite, continui-
dade, derivada e integral nos nimeros transreais. Propomos uma semantica total, isto
¢, uma semantica que engloba os valores logicos classicos, fuzzy, de contradicao e de
indeterminacao e definimos um espago 16gico, onde proposicoes e mundos possiveis sao
objetos matematicos bem definidos. Desta forma, podemos definir matematicamente di-
versos conceitos légicos. Como, por exemplo, relagoes de acessibilidade, necessidade e
possibilidade, transformacoes logicas e um critério pra distinguir quando uma proposicao
¢ ou nao classica. Mostramos que existe um mundo possivel que pode acessar qualquer
outro por aproximagao. Por fim, fazemos uma discussao geral sobre a transmatematica,

suas novidades e o desafio de adentrar o meio académico.

PALAVRAS-CHAVE: Transmatemaética; Nimeros transreais; Divisao por zero; Infinito,
nullity; Conceito de nimero; Aritmética transreal; Calculo transreal; Logica; Semantica
total; Logicas classicas; Logicas fuzzy; Logicas paraconsistentes; Espaco 16gico; Mundos

possiveis; Vetores hiperciclicos.



ABSTRACT

REIS, Tiago S. dos. Transmatematica. Rio de Janeiro, 2015. Tese (Doutorado em
Histéria das Ciéncias e das Técnicas e Epistemologia) - Programa em Histéria das Ciéncias
e das Técnicas e Epistemologia, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro,
2015.

The transreal numbers are an extension of the real numbers. This new set is closed under
the four arithmetical operations: addition, subtraction, multiplication and division. In
particular division by zero is allowed. In this text we contextualize the reader with a
summary of the transreal numbers. We give a historical overview of the development of
the concept of number. We introduce a construction of the transreal numbers which proves
the consistency of their arithmetic. We develop transreal calculus, establishing topology,
sequences, limits, continuity, derivatives and integrals on transreal numbers. We introduce
a total semantics, that is, a semantics which encompasses the truth values of classical and
fuzzy logic, as well as the contradictory values of paraconsistent logic and a gap value
with no degree of truthfulness and falsehood. We define a logical space where possible
worlds and propositions are well-defined mathematical objects. Hence we define several
logical concepts mathematically. For example we define logical transformations and the
relations of accessibility, necessity and possibility. We give a criterion to distinguish which
propositions are classical and which are not. We prove that there is a possible world
which can access any other by approximation. Finally we engage in a general discussion
about transmathematics, their novelties and the challenges they face in gaining academic

acceptance.

KEY-WORDS: Transmathematics; Transreal numbers; Division by zero; Infinity, Nullity;
Number concept; Transreal arithmetic; Transreal calculus; Logic; Total semantics; Classic
logics; Fuzzy logics; Paraconsistent logics; Logical space; Possible worlds; Hypercyclic

vectors.
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Introducao

A impossibilidade da divisao por zero é um fato bem conhecido na matematica. Dado
~ , a . .
a € R, sabemos que nao ¢é possivel que 0 € R de acordo com as defini¢oes usuais da

aritmética em R. De fato, no conjunto dos ntimeros reais, divisao nada mais é que a
a
b

axb~1, onde b~! representa o inverso multiplicativo de b, isto é, b=! é um nimero real tal

multiplicagao pelo inverso multiplicativo. Ou seja, se a,b € R com b # 0, — significa
que bx b~! = 1. Ora, se quisermos permitir o denominador zero, com o mesmo significado
que possui para qualquer outro ntimero real, devemos ter um inverso multiplicativo de
zero. O que nao é possivel, pois se existisse ¢ € R tal que 0 x¢c = 1, terfamos 0 = 0x ¢ =1,
o que é um absurdo. Isto posto, fica claro que se quisermos a divisao por zero, precisamos
estender a definicao de divisao e, quicd, a definicao de ntimero.

Na década de 2000, James Anderson' introduz o conjunto dos niimeros transreais. A
motivacao de Anderson foi tornar possivel a divisao por zero. Seu desejo foi aplicar esta
teoria a programagcao de computadores, afim de que estes nao voltassem mensagem de erro
quando do aparecimento de uma divisao por zero durante seu processamento. Os compu-
tadores atuais tém uma limitacao de processamento, a saber, as excegoes aritméticas que
ocorrem na divisao por zero. Fornecer detecgao e processamento a tais excegoes causa um
gasto excessivo de memoria, espaco no processador, tempo de processamento e energia
elétrica e desperdica o tempo do programador em antecipar e lidar com os erros. Um
novo computador que nao tem excegoes tem sido desenvolvido, por James Anderson, com
base nos nimeros transreais (ANDERSON, 1997, 2005). A aritmética IEEE do ponto-

flutuante é largamente utilizada na computacao. Segundo Anderson, a introdugao dos

1James A. D. W. Anderson é atualmente professor e pesquisador na School of Systems Engineering,
University of Reading, na Inglaterra.
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nimeros transreais na aritmética IEEE traz diversas vantagens. Esta utilizacao remove
um binade de pontos flutuantes redundante, dobrando a precisao numérica da aritmética,
remove oito operacoes relacionais entre pontos flutuantes e a operacao de ordem total
redundantes. Além disso, substitui o operador de igualdade que é nao-reflexivo por um
operador de igualdade reflexivo e, como consequéncia, algumas das excecoes podem ser
removidas (ANDERSON;, 2014). Este texto nao intenta abordar, de forma direta, o de-
senvolvimento do novo computador. No entanto, cabe ressalta-lo, pois consiste em uma
importante aplicacao da aritmética transreal.

Segundo Anderson, o conjunto dos niimeros transreais, denotado por R”, e sua aritmé-
tica consistem numa extensao dos nimeros e aritmética reais. Em R”, as quatro operacoes
bésicas (adigao, subtragao, multiplicacao e divisao) sao fechadas, isto é, o resultado de
qualquer uma destas operacgoes entre nimeros transreais ¢ um numero transreal. Em
particular, divisao por zero é permitida. O conjunto R? é formado por todos os nimeros
reais e mais trés novos elementos, —oo, co e ¢, denominados respectivamente por menos
infinito, infinito e nullity. Desta forma, RT = R U {—00, 00, ®}. Anderson postula que
%:—oo,é:ooe%:q).

Note que Anderson impetra que % = ®. E claro que tal caminho para resolver-se o
problema da diviao por zero é passivel da opiniao de que apenas foi dado um nome para

) 0 -, , - L . , .
o objeto 0’ que nao é um numero! Esta observagao, a um primeiro olhar, nao esta equi-
vocada. Porém, lembramos que este € um processo comum na historia da matematica.
Em diversos momentos, um problema foi inicialmente resolvido de forma supositiva, isto
¢, supondo-se a existéncia de um determinado objeto e que este objeto gozava de propri-
edades ja conhecidas de outros. Por exemplo, quando Rafael Bombelli encontrou a raiz
quadrada de um nimero negativo na féormula de resolugao de uma equacao de terceiro
grau, teve a audacia de operar com este objeto supondo que pra ele valiam as proprie-
dades aritméticas dos nimeros reais. E, ao final de seu calculo, encontrou de fato uma
solugao da equagao em questao. Naquele momento, Bombelli nao se preocupou com rigor,

tal como o concebemos hoje, ou com uma interpretacao do objeto estranho, ele apenas

encorajou-se na hipétese de existéncia de outros entes que pudessem ser chamados de
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nimeros. Bombelli nao deu o rigor que a matematica atual exige, mas matematicos pos-
teriores estabeleceram de forma construtiva e rigorosa o conjunto dos niimeros complexos,
hoje tao aceito e importante na matematica e em diversas ciéncias.

A primeira mengao a divisao por zero, por James Anderson, foi inspirada na geometria
projetiva. Um modelo para esta geometria é definir cada ponto no plano projetivo como
sendo uma determinada classe de pontos em R3\ {(0,0,0)} . Para Anderson, a inclusao do
ponto (0,0,0) no modelo projetivo concede diversas vantagens a computagao, sobretudo
em controle de robos que precisam compreender a forma e disposi¢ao dos objetos no espaco
e como eles mudam com o tempo. Anderson defende sua tese e refere-se ao ponto (0,0, 0)
como point at nullity (ANDERSON, 1997). Desde entao, diversos trabalhos foram pro-
duzidos no desenvolvimento dos nimeros transreais. Em 2002, Anderson considera o uso
sintatico das regras de operacoes entre fracoes, ainda que, com o denominador zero. Em
2006, Anderson propde o conjunto dos ntimeros transracionais, Q7 = Q U {—o0, oo, ®}.
Um tempo depois, é apresentada uma lista de axiomas que estabelecem o conjunto e a
aritmética dos nimeros transreais (ANDERSON, VOLKER e ADAMS, 2007). Em 2007,
Anderson estende as fungoes trigonométricas, logaritmicas e exponenciais aos nimeros
transreais e, em 2008, ele propoe uma topologia para o espaco transreal e estabelece o
conceito de transmétrica. Reis, Gomide e Kubrusly (2013) fazem uma analogia do mo-
mento pelo qual passam os niimeros transreais com momentos historicos de diversas outras
categorias de numeros. Ainda, em 2013, Gomide e Reis fazem um estudo das motivagoes
de Anderson na concepcao dos transreais e comparam os numeros transfinitos de Cantor
aos transreais, afirmando que estes tltimos possibilitam a extensao do conceito de métrica
as distancias infinitas e indeterminadas. Ainda, Anderson e Gomide (2014) propoem uma
aritmetizagao de uma logica paraconsistente utilizando os ntimeros transreais. Anderson
e Reis (2014) estabelecem os conceitos de limite e continuidade no espago transreal e Reis
e Anderson estabelecem os conceitos de derivada e integral no espago transreal (2014a) e
propoem o conjunto dos niimeros transcomplexos fazendo uma construcao deste a partir
dos niimeros complexos (2014b). Ainda, Reis (2014) propoe uma interpretacao contextual

para as operagoes aritméticas entre os transreais. Em texto ainda nao publicado, Reis e



14

Gomide propoem uma construcao do conjunto dos niimeros transreais a partir dos reais.

O presente texto consiste em duas partes. A primeira é formada por conteidos pre-
liminares e a segunda por nossas contribuicoes ao tema. No primeiro capitulo, contex-
tualizamos o leitor fazendo um resumo da concepcao, de James Anderson, dos nimeros
transreais. No segundo capitulo, fazemos um apanhado histérico do desenvolvimento do
conceito de nimero. De como o homem, em diversos momentos, necessitou ampliar o
que entendia por nimero. E observaremos que cada uma destas ampliacoes se deu ini-
cialmente de forma intuitiva, sem preocupacao com rigor, vindo depois a formalizagao
do novo conjunto numérico. Iniciando a segunda parte, no terceiro capitulo, nds apre-
sentamos uma construgao do conjunto dos numeros transreais. Definiremos, em uma
determinada classe de subconjuntos de pares de numeros reais, operacoes de adicao e
multiplicacdo (utilizando a adigdo e a multiplicacdo de numeros reais) e mostraremos
que existe uma “copia”’ dos reais nesta classe. Esta classe de pares ordenados executa
o papel do conjunto dos ntimeros transreais. Desta forma, os niimeros transreais, com
a aritmética proposta por James Anderson, tornam-se consequéncias destas definicoes e
das propriedades dos niimeros reais. Esta construgao prova a consisténcia da aritmética
transreal. No quarto capitulo, desenvolvemos o célculo transreal, onde diversos resultados
analogos aos do calculo real sao estabelecidos com destaque aos conceitos de topologia,
sequencias, limite, continuidade, derivada e integral. Iniciamos propondo uma topologia
para o conjunto dos niimeros transreais. Sabendo que R” é um espaco topolégico, mostra-
mos que R é um espaco de Hausdorff, separdvel, desconexo, compacto e completamente
metrizavel. Mostramos que os limites de sequéncias na topologia transreal concordam
com os limites na topologia real. Em seguida, demonstramos, numa versao transreal, al-
guns teoremas sobre sequéncias. Mostramos que limite e continuidade transreais de uma
funcao concordam com limite e continuidade usuais e estendemos a derivada real a deri-
vada transreal. Em seguida, definimos uma integral no sentido transreal e mostramos que
esta integral transreal concorda com a integral usual. No quinto capitulo, propomos uma
aplicagao dos transreais a légica estabelecendo uma tradugao, no conjunto dos nimeros

transreais, dos valores 16gicos das proposi¢oes. Desta forma, uma semantica total é criada,
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isto é, uma semantica que abarca os valores légicos classicos, fuzzy, de contradicao e de
indeterminacao. Estabelecemos ainda o espaco logico, conceito inspirado na concepc¢ao
de Wittgenstein de que a forma logica do mundo é dada por uma “configuragao de ob-
jetos”. Assim como os objetos fisicos estao dispostos em um espaco fisico, os objetos
que configuram logicamente o mundo estao situados em um “espaco 16gico” (FLOYD,
2005). Wittgenstein nao definiu de forma precisa seu espago 1égico, entretanto seguindo
a ideia intuitiva de que os elementos deste espago sao as proposigoes e que as interagoes
entre elas sao os conectivos, tentamos estabelecer o espaco 1l6gico como uma estrutura ma-
tematica bem definida. Algo parecido com um espaco vetorial, com as proposicoes sendo
os “vetores” e os conectivos sendo transformagoes vetoriais. Nos estabelecemos um espaco
transcartesiano onde os eixos sao proposicoes, as entradas das coordenadas sao nimeros
transreais, pontos sao mundos possiveis, e o conjunto de todos os pontos é o conjunto de
todos os mundos possiveis. Mostramos que este conjunto é um espago topolégico métrico
de modo que podemos medir distancias entre mundos possiveis. Generalizamos espacos
vetoriais a espagos transvetoriais de modo que podemos aplicar transformagoes lineares a
mundos possiveis. Definimos relacoes de acessibilidade entre mundos possiveis em termos
de transformacoes lineares. Provamos a existéncia de mundos hiperciclicos neste espaco
transreal de todos os mundos possiveis, o que significa dizer que provamos que existem
mundos possiveis universais, qualquer um deles aproxima todos os mundos por aplicagoes
recursivas de um unico operador linear. Além do espaco dos mundos possiveis, estabe-
lecemos o espago das proposicoes. Um espaco transcartesiano onde os eixos sao mundos
possiveis, as entradas das coordenadas sao ntimeros transreais e os pontos sao proposigoes.
Definimos neste espago transformagoes logicas e um critério pra distinguir quando uma
proposicao é ou nao classica. Finalmente, no sexto capitulo, nés fazemos uma discussao,
um tanto quanto romantica, sobre a transmatemadtica e os nimeros transreais. Sobre
as novidades que os transreais trazem e o desafio de serem aceitos pelo meio académico.
Propomos uma interpretacao contextual para as operacoes aritméticas entre os transreais,
discutimos o fato de os transreais terem nascido na computacao e nao na matematica e
1 0

divagamos sobre a introducao dos novos ntimeros 0 e —.

0
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Capitulo 1

A concepcao dos nuimeros transreais

por James Anderson

James Anderson introduz os transreais de forma intuitiva e axiomatica. Ele define os
transreais como sendo os reais unidos a trés novos elementos: infinito, menos infinito e o
nullity.

A concepgao do infinito e do menos infinito unidos ao conjunto dos ntmeros reais ja
é conhecida. Bartle (2001) comenta que, na teoria da medida e integragao, é conveniente
unir os dois simbolos co e —oo ao conjunto dos nimeros reais e salienta ainda que estes
simbolos nao sao numeros. Bartle, assim como outros autores de teoria da medida e
integracdo, chama o conjunto R = RU{—00, oo} de conjunto dos niimeros reais estendidos,
estabelece a relaggo —oo < = < oo para todo x € R e define as seguintes operacoes

algébricas entre os simbolos +00 e os elementos x € R:

00 4+ 00 = 00, 00 X (—00) = —00,
00 + = = 00, oo Xz =00 (sex >0),
T + 00 = 00, T X 00 =00 (se x> 0),
—00 + (—00) = —00, 00 X x = —00 (se x < 0),
—00 + & = —00, T X 00 =—00 (se z <0),
xr+ (—00) = —o0, (—00) X (—00) = o0,
00 X 00 = 00, (—00) X 00 = —00,

17
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—00 X x = —00 (se x > 0), —ooxr=o00(sex<0)e

r X (—00) = —00 (se z > 0), r X (—00) =00 (se x < 0).

Note-se que estas operacoes sao definidas de forma que a aritmética dos limites que di-
vergem a um dos infinitos, co ou —oo, € respeitada. Bartle ainda salienta que algumas
operagoes nao sao definidas, como por exemplo, 0o + (—00) ou quocientes quando o deno-
minador é oo ou —oco. E interessante perceber que Tao (2011), semelhantemente a outros
autores, diz que as operagoes 0o — 00 € % sao deixadas indefinidas, pois nao se pode atri-
buir um valor a elas sem quebrar varias das regras da algebra. No entanto, Bartle e Tao
definem, ainda, co x 0 =0,0x 00 =0, —oo x 0 =0¢€ 0 x (—o0) = 0. Tao (2011) defende
esta definigao argumentando que uma vez que adota-se a convencao co X 0 =0 x oo = 0,
a multiplica¢@o torna-se crescente continua (no sentido de que se x,, € [0,00] cresce em
diregao a z € [0,00] e y, € [0,00] cresce em diregao a y € [0, 00|, entdo z,y, cresce em
direcdo a xy). A pégina da internet Wikilivros define a multiplicacdo acima da mesma
forma e argumenta que “... verifica-se facilmente que, com esta escolha, em R continuam
valendo as propriedades comutativa, associativa e distributiva, sem qualquer restricao.”
(WIKILIVROS, 2014).

O nullity, por sua vez, foi concebido por Anderson inspirado na geometria projetiva.
Um modelo para o plano projetivo se dé identificando pontos a retas e retas a planos.
Mais precisamente, no espaco euclidiano zyz (que aqui serd tratado indistintamente de
R3) com origem O, escolhe-se um plano 7 paralelo, ndo coincidente, ao plano zy. Cada
ponto P do plano 7 é identificado a tnica reta que passa por O e por P (Figura 1.1),
e cada reta r em 7 é identificada ao tnico plano que passa por O e por r (Figura 1.1).
Assim, existe uma aplicacao injetiva do conjunto formado por todos os pontos e retas em
7 e o conjunto formado por todas as retas e planos em R?® que passam por O. Porém
esta aplicacao nao ¢é sobrejetiva. Pois as retas contidas no plano zy que passam por O
nao correspondem a nenhum ponto em 7 (Figura 1.2) e o plano xy nao corresponde a
nenhuma reta em 7 (Figura 1.2). Observe que as retas contidas no plano zy que passam
por O possuem vetor diretor do tipo (z,y, z), onde z = 0 e x e y ndo sdo simultaneamente

nulos, e o plano zy possui vetor normal do tipo (0,0, w), onde w # 0.



19

Figura 1.2: Retas no plano zy e o plano zy

Agora, notemos o seguinte. Sejam s uma reta em R? que passa por O e (z,y,2) um
vetor diretor de s. O vetor (2/,/,2") é também um vetor diretor de s se, e s6 se, existe
um numero real £ nao nulo tal que x = kx’, y = ky' e z = kz’. Isto induz a seguinte
relagao em R3: dois vetores (z,y,2) e (z/,3/,2) em R3 sdo ditos equivalentes se, e apenas
se, existe um ndmero real £ nao nulo tal que x = k2/, y = ky' e z = kz’. Observe que
para cada ponto no plano 7, existe uma unica classe de equivaléncia de vetores (z,y, 2),
onde z # 0. E analogamente, para cada reta no plano 7, existe uma tnica classe de
equivaléncia de vetores (u,v,w), onde u e v ndo sdo simultaneamente nulos. Afim de se
ter uma correspondéncia biunivoca entre os pontos no plano projetivo e as retas em R?
que passam por O e uma correspondéncia biunivoca entre os retas no plano projetivo e os
planos em R?® que passam por O adotam-se as seguintes definicoes. Um ponto no plano
projetivo é a classe de equivaléncia de todos os vetores (z,y, z) que sdo vetores diretores
de uma reta em R3 que passa por O, isto é, uma classe de equivaléncia de um vetor em

R3\ {(0,0,0)}. Uma reta no plano projetivo ¢é a classe de equivaléncia de todos os vetores
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(u,v,w) que sao vetores normais a uma reta em R? que passa por O, isto é, uma classe
de equivaléncia de um vetor em R?\ {(0,0,0)} (PENNA e PATTERSON, 1986). Desta
forma, a classe do ponto (0,0,0) nao faz parte do plano projetivo.

Suponha que o plano 7 seja o plano de equagao z = ¢ para alguma constante real
¢ nao nula. Observe que todo ponto de 7 tem coordenada (2,7, ¢). Observe também
que existe uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto das classes de equivaléncia de

coordenadas (z,y,2) com z # 0 e o conjunto dos pontos (2’,4',¢). A univocidade se da

xc yc

pelo fato de (x,y, z) ser equivalente a (—, y_’ c). O que nao faria sentido se z = 0. Com
z 0z

isso, considerar também as classes de pontos da forma (z,y,z) com z = 0 e z e y nao

xc yc 0

070’0

tipo sdo chamados de pontos ideais. Quaisquer duas retas no plano 7 paralelas (no sentido

simultaneamente nulos, contorna o problema de aparecer ( ) Os pontos deste
euclidiano) se intersectam (no sentido projetivo) em um ponto ideal. Por esta razao os
pontos ideais sao também chamados de pontos no infinito. Para mais sobre o assunto ver
(PENNA e PATTERSON;, 1986). Anderson observa que o caso (g, g, g) ¢é deixado de
lado. Para ele, a inclusdo do ponto (0,0,0) no modelo projetivo traz diversas vantagens
em computacao, sobretudo em controle de robos que precisam compreender a forma e
disposicao dos objetos no espago e como eles mudam com o tempo. Em (ANDERSON,
1997), Anderson defende sua tese e se refere ao ponto (0,0,0) como point at nullity.

Motivado nos reais estendidos e no nullity, Anderson postula a existéncia do novo
conjunto numérico: RT = R U {—o00, 00, ®}. Postula, ainda, que % = —o0 para todo x
real negativo, % = oo para todo x real positivo e g = ®. Para estabelecer a aritmética e
relacdo de ordem nos transreais Anderson e colaboradores (2007) propoem uma lista de
trinta e dois axiomas. Abaixo, os transcrevemos exatamente como aparecem no artigo
original. Para todos a, b, c € RT, segue que:

[A1] Associatividade da Adi¢ao: a+ (b+¢) = (a+b) + ¢

[A2] Comutatividade da Adi¢do: a+b=b+a

[A3] Elemento Neutro da Adi¢ao: 0 +a =a

[A4] Adicao por Nullity: & +a = ®

[A5] Adigao por Infinito: a + 0o =00: a # —o0,
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[A6] Subtragao como Soma pelo Oposto: a — b= a + (—b)

[A7] Bijetividade do Oposto: —(—a) =a

[A8] Inverso Aditivo: a —a=0: a # Foo0, P

[A9] Oposto de Nullity: —® = @

[A10] Subtragao de Infinito ndo Nula: a — 00 = —00 : a # 00, P

[A11] Subtragao de Infinito por infinito: co — oo = @

[A12] Associatividade da Multiplicagao: a X (b x ¢) = (a x b) X ¢

[A13] Comutatividade da Multiplicagao: a x b ="b x a

[A14] Elemento Neutro da Multiplica¢do: 1 x a = a

[A15] Multiplicacao por Nullity: ® x a = @

[A16] Infinito vezes zero: oo x 0 = ®

[A17] Divisao: a +b=a x (b!)

[A18] Elemento Inverso da Multiplicagao: a +a=1: a # 0,400, ®

[A19] Bijetividade do Reciproco: (a™')™ =a: a# —o0

[A20] Reciproco de zero: 07! = oo

[A21] Reciproco do Oposto do Infinito: (—oo)™! =0

[A22] Reciproco do Nullity: @' = @

[A23] Positivo: co x a =00 < a >0

[A24] Negativo: co x a = —00 < 0> a

[A25] Infinito Positivo: oo > 0

[A26] Ordem: a —b>0<a>b

[A27] Menor que: a >b< b <a

[A28] Maior ou igual que: a > b < (a > b) V (a =)

[A29] Menor ou igual que: a <b<b>a

[A30] Quadricotomia: Exatamente um: (a < 0), (a =0), (a > 0), (a = D)

[A31] Distributividade: a x (b4 ¢) = (a x b) + (a x ¢) : =((a = +o0) A (sgn(b) #
sgn(c)) A (b+c #0,9))

[A32] Completude: O conjunto, X, de todos os niimeros transreais exceto ® é com-

pleto, porque:
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VW YCX=(FueX: WeY : y<uyA(WweX:(VyeY :y<v)=u<w))

Em resumo, a aritmética dos transreais se d4 da seguinte forma. Para todos a,b € R”:

¢, seac {—o0, P} ¢,  seac {0 d}
iii) ®+a =P, cota = e —oo+a = .
00, caso contrario —00, caso contrario

d , se a €{0,9}

iv) ®xa=®, coxa=¢ —00 ,sea<0 e —o0o X a=—(co X a).
00 , sea>0

v) a—b=a-+(=D).

vi) a+-b=axbt

vii) Se a € R entdo —oco < a < 00.
viii) Néao ocorre que a < ® nem ¢ < a.

Abaixo segue uma imagem pictérica da reta transreal.

O

(=T J

E possivel observar que alguns dos resultados axiomatizados por Anderson, assim como
os resultados da teoria de medida e integragao, podem ter sido motivados na aritmética

dos limites. Por exemplo,

—00 + (—00) = —00, 00 + a = oo para todo a € R;
—00 + a = —0o0, —00 X (—00) = 00,

o004 00=00 e —00 X b= —00,
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—00 X € = 00, 00 X (—00) = —oo para todos b,c € R
—00 X 00 = —00, comb>0ec<0;

00 X 00 = 00, 07! = o0,

00 X b= o0, (—o0)t=0c¢e

00X c=—00¢€ oo™t =0.

Notamos que estes resultados refletem o seguinte. Se xro € Re f,g,h,p: R — R sao

fungoes tais que lim f(x) = —oo, lim g(z) = —oo, lim h(x) = oo, lim p(z) = oo entdo
T—T0 T—T0 T—T0 T—rT0
lim (f(z) + g(x)) = lim (h(z) x p(z)) = oo,
T—T0 T—x0
lim (f(z) +a) = lim (h(z) x b) = oo,
T—T0 T—x0
lim (h(x) + p(x)) = lim (h(x) X ¢) = —c0 e
T—x0 T—T0
lim (h(x) + a) = oo para todo a € R; lim (h(x) x f(x)) = —oo para todos
T—To Tr—x0
le(f(x)xg(x)) bce Rcomb>0ec<0;
T—x0
lim (f(z) x b) = lim 77 = oo,
T—T0 z—0t
lim (f(x) x ¢) = o0, lim z7'=0e
T—T0 T——00
lim (f () x h(z)) = —o0, lim 27" = 0.
T—T0 Tr—00

Apesar destes resultados da aritmética transreal serem condizentes com a aritmética
dos limites, notamos, em seus trabalhos, que Anderson se inspirou na prépria aritmética
de fragoes para estabelecer os axiomas dos transreais. Anderson se aventurou em aplicar as
regras usuais, de forma sintatica, isto é, abdicando de qualquer significado e, até mesmo,

.~ . . iy ~ .. .
de qualquer definicao para um objeto do tipo 0’ a fragoes permitindo denominador zero.
Primeiro, observe que toda fracao usual, isto é, toda fracao entre niimeros reais em que
o denominador é diferente de zero, pode ser reescrita como uma fracao equivalente onde
. , o r -
o denominador é positivo. De fato, se x,y € R e y < 0, temos que — = — e —y > 0.
~ , . T w ~ . .
Agora note que duas fragoes de nimeros reais — e —, onde y, z > 0, sdo equivalentes, isto
z
Id I‘ w 7’ i3 / y .
é, — = — se, e s0 se, existe um nimero real o > 0 tal que x = aw e y = az. Se aplicarmos

y oz
esta mesma regra trocando y,z > 0 por y,z > 0, isto é, duas fragoes de niimeros reais

r o w N . s . .
— e —, onde y, z > 0, sao equivalentes se, e s6 se, existe um numero real a > 0 tal que
y oz
T — , 1
r = aw ey = az, obtemos 0= 0 para todo numero real z < 0, -0 para todo
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i x 0 , . o
namero real r > 0 e — = 0 para todo numero real x = 0. Assim, para permitirmos,

0
sintaticamente, fracoes com denominador zero, precisamos apenas de mais trés elementos
, . . —1 : .
além dos numeros reais, a saber: o0 e o Continuando. Se aplicarmos as regras
2z T w
— se — = —
)
T Yty y oz
y oz Tz + wy rx  w
, S€ — % -
Yz Y z
r w xr  —w
—_— = — + E—
y = Y z
r w  xw
—X—=—e
y =z Yz
oz
- X — , sew >0
r.w_ oy w
- )
P xr -z
—X— ,sew<0
y —w

analogas as regras das operagoes aritméticas entre fragoes usuais, as fracoes que permitem
denominador zero, obtemos exatamente a aritmética axiomatizada por Anderson. Para
nao ficar extenso, tomaremos como exemplo apenas a adi¢ao por oco. No que segue, a

denota um numero real arbitrario:

n 1+a I1x1+ax0 1
o)) = — _ = = — =X
0T 0x1 0 )
I -1 1x0+(-1)x0 0
— — — R :—:(b
ot (=0) =5+ 0x0 0
Lol l2x1_2 1
XTO=HTOT 0 o0 o ¢
1 0 1x040x0 0
©TL=577 0x0 0

Isto mostra a simplicidade operacional da aritmética dos transreais.
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Salientamos que, do ponto de vista conceitual, Anderson nao define a divisao por
zero e nem o que € um numero transreal. Entretanto, ele obteve sucesso em se inspirar
na aritmética das fragoes para estabelecer o conjunto dos ntimeros transreais por meio
axiomatico. Do ponto de vista construtivista, pode-se questionar a concepc¢ao de James
Anderson, entretanto a luz do formalismo, nao ha problema em sua apresentacao, uma
vez que seus axiomas nao apresentaram inconsisténcias e os autores de (Anderson e co-
laboradores, 2007) afirmam ter uma méquina de prova que estabelece a consisténcia dos

axiomas da aritmética transreal.

1.1 Nao confunda alhos com bugalhos: Nullity nao é
NalN, aritmética transreal nao é aritmética IEEE
do ponto-flutuante

Certa feita, o presente autor foi questionado se a aritmética transreal nao é o mesmo,
com outro nome, que o padrao IEEE para aritmética de ponto-flutuante. O proprio
propositor dos transreais j& foi interpelado pelo mesmo motivo (ANDERSON, 2010).
Entao, motivado nesta questao, segue um arrazoado.

Ponto-flutuante é uma forma de representacao dos nimeros reais utilizada em com-
putacao. O padrao IEEE 754 é o mais amplamente utilizado para aritmética do ponto-
flutuante. Este padrao suporta um modelo para a aritmética real e, afim de fazer do
ponto-flutuante um modelo total manuseando a divisao por zero, suporta também um
infinito positivo, um infinito negativo, um zero negativo e vérios estados NaNs (Not-a-
number). NaN nao é um nimero, mas é utilizado para representar operagoes invélidas,
tais como oo + 00, 0o — oo ou v/—1 (IEEE COMPUTER SOCIETY, 1985).

Sobre se nullity é NaN, a resposta direta é a seguinte. Nullity é um ntimero unico, bem
definido, e os NaNs formam uma classe de diversos objetos distintos que, como a sigla
diz, nao sao numeros. Assim, nullity difere tanto quantitativa como qualitativamente
dos NaNs. Podemos detalhar a questao. Essencialmente o operador igualdade, =, na

aritmética IEEE é nao reflexivo. Isto é, o IEEE suporta objetos x tais que x = x nao
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é verdadeiro. Segundo Anderson (2010), a igualdade bit a bit, x = y ¢ reflexiva quando
x e y estao na forma canonica, mas nao € reflexiva em caso contrario. Por exemplo, no
IEEE, co — oo = NaN, oo +- 0o = NaN, mas co — o0 # oo <+ 0o. A rigor, deveriamos
escrever oo — oo = NaN; e 0o+ 00 = NaN; salientando que NaN; e NaN; nao representam
o mesmo objeto. Outra diferenca entre as duas aritméticas é que a transreal possui um
unico zero, que € isomorfo ao zero real, e a IEEE possui dois zeros, o positivo e o negativo.
Os zeros IEEE sao aritmeticamente diferentes, mas, com respeito a relagao de ordem, sao

iguais. Temos como exemplo que, segundo o padrao IEEE do ponto-flutuante, 1+ o0 =0

e 1+ (—o0) = —0, mas quando comparados com respeito a relagdo < tem-se 0 = —0.
Pode-se notar, também que no padrao IEEE a fungao negate(x) nao é o mesmo que
subtraction(0, z), assim —z nao é sempre idéntico a 0 — x (ANDERSON;, 2014).
Segundo Anderson (2014), a aritmética transreal ndo precisa de um zero negativo, nem
modelos finitos de computacao baseados nesta aritmética. Ela é suficiente para mudar

caminhos de execucao em um underflow de um ntmero negativo, de modo que qualquer

divisao por zero opera em um numerador negativo. Suponha que queremos calcular k=0

para algum k£ positivo. No caso em que o zero é exato ou produzido por um underflow

de um nimero positivo, ambas as aritméticas resultam k£ + 0 = oo. No caso em que o

zero é produzido por underflow de um nimero negativo, a aritmética de ponto-flutuante

IEEE calcula k + (—0) = —oo em um tnico caminho de execugao e a aritmética transreal

muda para um segundo percurso de execucao fazendo k+(—0) = —k+0e —k+0 = —o0.
Assim, ambas as aritméticas calculam resultados equivalentes. A postura de mudanca de
caminho para trabalhar com underflow de um nimero negativo é um custo adicional que
a transaritmética paga. A vantagem é que ela ganha uma seméantica mais simples do que
a aritmética IEEE do ponto-flutuante.

A rigor, o padrao IEEE do ponto-flutuante nao é uma aritmética porque se aplica a
objetos NaNs, que nao sao numeros. Existem dois tipos de NaNs, NaNs silenciosos que se
propagam e NaNs com sinal que desencadeiam uma exceg¢ao que pode ou nao terminar,

dependendo de como o programador implementa um programa. A aritmética transreal,

foi concebida para ser uma aritmética total acrescentando trés ntmeros bem definidos:
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—00, oo e . Por outro lado, a aritmética IEEE é totalizada de forma ad hoc. As duas
aritméticas discordam em céalculos que envolvem o nullity e os NaNs. Por exemplo a
aritmética transreal tem oo — oo = ® mas o padrao IEEE tem oo — oo — NaN; # NaN;.
Subtrair dois infinitos transreais resulta em nullity, nimero unico, que, como todos os
numeros transreais, é igual a si mesmo. Isso justifica escrever o sinal de igualdade em
oo — oo = . Em contrapartida, subtrair dois infinitos no padrao IEEE produz algum
NaN nao especificado, o que justifica a seta em oo — oo — NaN; # NaN,, mas NaN nao

é igual a si mesmo, o que justifica o sinal de nao-igual (ANDERSON, 2014).



Capitulo 2

A evolucao do conceito de nimero

James Anderson concebeu os numeros transreais de forma intuitiva. Ele supos a
existéncia de numeros além dos ja conhecidos, de forma que, de posse destes novos
numeros, a divisao por zero é permitida. Como no ambito dos ntumeros reais ou dos
complexos, que sao os nimeros reinantes, demonstra-se que nao é possivel a divisao por
zero, a expressao “dividir por zero” soa, no minimo, de forma estranha. Por isso, é de se
esperar que este novo conjunto numérico tenha dificil aceitagao. Entretanto, pensamos
que o conjunto dos nimeros transreais passam por um processo no qual outras categorias
de nimeros ja passaram. A histéria mais uma vez se repete. Um tipo de ntimero é con-
cebido primeiramente de forma intuitiva, imaginativa, supositiva e depois ganha o status
de ntimero, tao niimero quanto os anteriormente ja assim aceitos.

Algumas categorias de numeros como, por exemplo, os negativos, irracionais, ima-
gindarios e infinitesimais, foram concebidos inicialmente como entidades transitérias, que
apareciam apenas durante os calculos, mas que nao eram numeros em si. Nao eram
objetos com existéncia prépria, mas seus aparecimentos estavam sempre condicionados
aos numeros ‘verdadeiros”. Por exemplo, o simbolo —2 nao representava um nimero,
mas apenas a operagao de subtracao por 2 (ROQUE, 2012). Quando no Célculo escre-
Vemos h_}m f(z) = oo, de certa forma, fazemos o mesmo. Em geral, os professores e os

r—x0
livros enfatizam que o simbolo co na expressao acima nao representa um nimero, mas

¢ apenas um simbolo para indicar que a funcao f assume valores arbitrariamente gran-

des quando toma-se, no dominio da funcao, valores suficientemente préximos de zy. Ou

28
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quando escreve-se 0o + 00 = 00, enfatiza-se que esta nao é uma equacgao mostrando o
resultado de uma adicao entre niimeros, mas apenas uma representacao do fato de que
a soma de duas fungoes assume valores tao grandes quanto se queira se cada uma das
funcoes assume valores tao grandes quanto. Ora, isto € o mesmo que nossos colegas fa-
ziam a alguns séculos atras. Davam aos objetos que nao se encaixavam as regras em vigor
a categoria de “nao ser”, de apenas entes imaginarios no desenvolvimento da teoria. Este
tema sera explorado no presente capitulo. Conforme estes objetos se tornavam cada vez
mais presentes nos estudos, despreza-los ja nao era possivel. Buscava-se, entao, formas
de interpreta-los tentando-se enquadra-los as categorias dos numeros ja aceitos. Assim,
foram surgindo, para estes, interpretacoes geométricas e aritméticas e sendo estabelecidas
regras convincentes (que eram andlogas as ja existentes) de operagao e até sua funda-
mentagao em nimeros ja aceitos. Como por exemplo, a concepcao de niimero real como
um corte no conjunto dos ntiimeros racionais ou como uma classe de sequéncias de Cauchy
de nimeros racionais, de nimero complexo como um par ordenado de niimeros reais ou
de ntimero hiperreal como uma classe de sequéncia de niimeros reais. O mesmo acontece
agora com os transreais. Eles receberam uma fundamentacao a partir dos reais (REIS
e GOMIDE, 2014) que seréd apresentada no Capitulo 3. Desta forma, esta categoria de
nimero nao tem o carater apenas intuitivo nem apenas o axiomatico, mas também pode
ser encarada como consequéncia dos nimeros reais. A consisténcia dos niimeros transre-
ais estd fundamentada, entao, na consisténcia dos nimeros reais. No presente capitulo
apresentaremos uma breve exposicao sobre a evolucao do conceito de ntimero. E claro que
nao temos o objetivo de que este seja um tratado da histéria dos niimeros, mas esperamos
apresentar o suficiente para que o leitor possa fazer uma analogia do momento que vive
os transreais com outros momentos da histéria da matematica.

A divisao deste capitulo em secOes tem o estrito objetivo de organizar o contetido
apresentado. Deixamos claro que nao vemos meio de dividir a histéria dos nimeros em
etapas cronologicamente definidas e disjuntas entre si. Por exemplo, diversos fatos sobre
0s numeros irracionais ocorreram contemporaneamente a fatos sobre niimeros complexos e

nao apenas contemporaneamente mas também concomitantemente. Desta forma, o leitor
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deve ter em mente que, neste capitulo, os eventos de uma se¢ao nao sao independentes dos
de outra. Nao temos a intencao de descrever a evolucao dos conjuntos numéricos como
extensoes sucessivas, cronolégicas e bem determindas. Como ja dito, a divisao em sec¢oes
tem cardter estritamente organizacional.

Em diversos momentos na historia, a matematica passou por discussoes epistemologicas
e de legitimacao de seus conceitos. Mergulhado nestas discussoes esteve o conceito de
nimero. Como afirma Abraham Robinson!, citado por Dauben (1988), quando da con-
cepcao dos numeros hiperreais, a colecao de todos os sistemas numéricos nao esta total-
mente finalizada, mas tem sido, e sera, uma &area crescente e dinamica, agregando novos
sistemas e descartando ou engavetando antigos. O que entendemos por niimero nem sem-
pre foi como é hoje. Como em toda matematica e nas ciéncias, os conceitos nao nascem
prontos nas paginas dos livros e artigos, nem nas mentes de seus pesquisadores, mas evo-
luem, mudam e sao aprimorados ao longo do tempo. Nao foi diferente com a ideia de
numero. Hoje estamos familiarizados com diversos conjuntos numéricos. Os principais
sao os naturais, os inteiros, os racionais, os reais, os complexos e os hiperreais, mas nao

foi assim desde o inicio da histéria da humanidade. Ao menos, como a conhecemos hoje.

2.1 Numeros inteiros e fracionarios

Podemos encontrar nos primeiros registros da espécie humana nogoes primitivas relaci-
onadas ao conceito de niimero. As primeiras percepcoes do que seria um numero parecem
estar ligadas a dessemelhancas. Por exemplo, a diferenca entre alimentar uma pessoa e
alimentar muitas pessoas, locomover um boi morto e locomover varios bois mortos, fabri-
car uma ferramenta e fabricar duas ferramentas. Percebidas as diferencas entre grupos
de um mesmo tipo de coisa, passa-se a observar as semelhancas entre grupos de coisas
diferentes. Qual seria a semelhanca entre um casal de coelhos e uma dupla de homens?
E entre uma dupla de homens e um par de recipientes? A principio, estes trés grupos

sao bem diferentes. No exemplo, um casal de coelhos, uma dupla de homens e um par

'ROBINSON, A. Numbers — What Are They e What Are They Good For? Yale Scientific Magazine,
47,1973, p. 14-16.
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de recipientes sao coisas diferentes, possuem significados diferentes, porém notamos uma
regularidade quando passamos a falar de um grupo para outro. Se cada homem comer um
coelho, nao sobrara, nem faltara coelho e se cada homem usar um recipiente, nao sobrara
nem faltara recipiente. Podemos dizer que estes trés grupos estao em correspondéncia
um a um. Para cada homem ha um coelho e ha um recipiente, assim como para cada
coelho e cada recipiente hd um homem. Uma caracteristica comum a estes trés grupos
¢ a nocgao intuitiva de que todos sao formados pela mesma quantidade de objetos. O
homem primitivo, para expressar o montante de um determinado grupo, seja de ovelhas,
de pessoas, ou de frutas passou a utilizar marcagoes em ossos ou tabuas de barro de forma
que cada marca feita correspondia a um determinado objeto do grupo. Estes sao, talvez,
os primeiros indicios da utilizagao de representacoes numéricas. Neste caso, o homem
abstraia a caracteristica peculiar de cada objeto e usava os mesmos simbolos para repre-
sentar quantidades ainda que de coisas diferentes (ROQUE, 2012). Com esta nogao, o
homem comegou a utilizar o que hoje chamamos de ntimero. Estes nimeros que nascem
de processos de contagem sao os, atualmente, denominados niimeros naturais.

Por muito tempo, os unicos entes compreendidos como nimeros eram 0s NUMEros
naturais. Porém, nao é dificil de conjecturar que, em algum momento na histéria, se
iniciaria o uso de fragoes. Por vezes, precisamos representar uma parte no todo. Nao
sao poucos os exemplos de momentos em que dividimos algo em partes iguais e tomamos
algumas destas partes. Um dos registros mais antigos que se tem da ideia de nimero
fraciondrio é o Papiro de Rhind (ou Papiro de Ahmes). Datado de aproximadamente 1650
a.C., é um papiro egipcio que contém, dentre outros, problemas de divisao. Um destes
¢ o problema de dividir um pao para dez homens. O papiro da a solucao e a seguinte
justificativa: cada homem recebera 1/10 de pao, pois se um homem recebe 1/10 de pao,
entao dois homens recebem 2/10 ou 1/5, consequentemente quatro homens receberao 2/5
ou 1/3 + 1/15, donde oito homens receberao 2/3 + 2/150u 2/3 + 1/10 + 1/30 e, portanto,
oito mais dois homens receberao 2/3 + 1/10 + 1/30 + 1/5 (BOYER, 1974, p. 11). Toda
esta representacao se justifica porque os egipcios faziam uso apenas do que chamamos

hoje de fragoes unitéarias, isto é, aquelas de numerador igual a 1. As demais fragoes,
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com exce¢ao de 2/3, nao tinham um simbolo especifico, mas eram representadas como
soma de fragoes unitarias. Por exemplo, a fragao 2/15 era representada por 1/10 + 1/30.
Problemas de multiplicacao e divisao entre fracoes também sao encontrados no Papiro
de Rhind e mostram que os egipcios ja eram familiarizados com algumas propriedades
aritméticas como a comutatividade da adi¢ao e da multiplicacao.

Cabe destacar, também, os registros babilonicos com algoritmos para o calculo de raiz
quadrada e tabelas com o inverso multiplicativo e operacoes de multiplicagao e divisao.
Uma dessas tabelas mostra os inversos dos numeros 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10 e 12. A tabela
nao exibe os inversos de 7 e de 11. O motivo, provavelmente, é o fato de 7 e 11 nao terem
representagao sexagesimal finita (60 era a base de numeragao babilonica). Isto revela
que, apesar de notaveis o conceito de nimero e a aritmética babilonica, sua matematica
nao possuia todas as operacoes atuais entre racionais positivos. Apesar disso, algumas
excegoes sao encontradas. Por exemplo, uma tabela contém a aproximagao 1/59 = 0,111.
O interessante é que os babilonios nao perceberam ou preferiram nao registrar a expansao
infinita 1/59 = 0,111... (andlogo a 1/9 = 0,111... no sistema decimal) (BOYER, 1974).
Com isso, podemos observar que nos registros babilonicos, os nimeros cujas representacoes

sexagesimais nao eram finitas nao possuiam o mesmo papel dos demais.

2.2 Numeros irracionais e reais

Além dos inversos multiplicativos, as tabelas babilonicas também apresentavam
solucoes de raizes quadradas. Algumas dessas solucbes apresentavam valores aproxima-
dos para raizes que hoje sabemos serem irracionais. Uma questao intimamente ligada aos
nimeros irracionais é o conceito de grandezas incomensuraveis. O conceito de nimero
esta relacionado a ideia de medida. Por exemplo, medida do comprimento de um seg-
mento de reta e medida da area de uma figura plana. Em um primeiro olhar, podemos
crer que todas as grandezas mensuraveis podem ser medidas por uma unidade comum.
Por exemplo, se queremos medir um segmento de reta AB, escolhemos um segmento que

nos sirva de unidade, por exemplo UV .
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Entao comparamos AB a UV. Imaginemos que justapondo-se quatro segmentos uv
de forma que fiquem na mesma linha reta, o segmento obtido tenha mesma medida do
segmento AB. Concluimos, entdo, que o segmento AB tem o quadruplo do tamanho de

UV, isto é, AB = 4UV.

Suponhamos agora que medimos um segmento C'D e que quando este fosse comparado
a UV, verificassemos que C'D é n; vezes UV mais um segmento ;.57 menor que o UV'.

Entao teriamos

CD = nlUV+ RlSl.

Dai, comparamos UV a R1S;. Se UV for a justaposicao de segmentos 157, teremos

C_D = nl(ngRlSl) + Rlsl,

para algum ns natural. Chamando nins + 1 de m; teremos C'D = m;R;5;. Concluimos
que

D =""7V.

o
Mas se CD for a justaposi¢ao de segmentos R;S; mais um segmento R,S; menor que

R S; teremos

UV = n2R151 + RQSQ

para algum natural ny e comparamos R15; a R2S;. Podemos acreditar que em algum
momento repetindo-se o processo um numero finito de vezes o tltimo segmento obtido

serd exatamente igual a algum nimero de vezes o pentltimo,

Ry—1Sk—1 = N1 RSk
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E entao chegamos a relacao

CD=—UV,

s 13

para alguns m e n naturais. Neste caso dizemos que os segmentos CD e UV sdao comen-
suraveis. Duas grandezas A e B sao ditas comensuraveis se existe uma terceira que sirva
de unidade comum para as duas, isto é, se existe uma terceira grandeza que mede A e B
um numero inteiro de vezes. Isto pode ser traduzido, na linguagem atual, por dizer que
duas grandezas sao comensuraveis se a razao entre elas é dada por um nimero racional.
Quando do contrario, dizemos que as duas grandezas sao incomensuraveis.

Em determinado momento da histéria, a matematica se deparou com o problema de
lidar com grandezas incomensuraveis. Nao se sabe exatamente quando se deu a descoberta
de tais grandezas, mas o certo é que isto mudou o rumo da histéria dos nimeros (ROQUE,
2012). Vejamos um exemplo cldssico de duas grandezas incomensurédveis. Seja ABC'D um
quadrado, d a medida da sua diagonal e [ a medida do seu lado. Suponhamos que estas
duas grandezas sao comensuraveis, isto é, d = mx e | = nx para alguma medida comum
x e para alguns nimeros naturais m e n. Marcamos o ponto E na diagonal AC tal que
BC = EC e o ponto F nolado AB tal que EF seja perpendicular a AC. Como AB = BC,
o triangulo ABC' é isésceles e, como o angulo ABC = 90°, temos CAB = ACB = 45°.
Como EAF = CAB = 45° ¢ AEF = 90°, temos AFE = 45°. Entdo o triangulo AFE
é isosceles, com AE = EF. Como FBC e FEC sao triangulos retangulos com a mesma

hipotenusa e com um dos catetos congruentes (BC' = EC), pelo Teorema de Pitdgoras,

o outro cateto também é congruente, BF' = EF = AFE. Denotando por G o ponto de
intersecao da reta paralela ao segmento AE que passa pelo ponto F com a reta paralela
a E'F que passa pelo ponto A, obtemos um novo quadrado AEFG. Designando por d; a

medida da sua diagonal e [; a medida do seu lado, temos

Lh=AF=AC—-EC=AC—-BC=d—-1 e

dy=AF =AB—-BF =AB—-AE=1—(d—1)=2l—d.
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Como d = mx e | = nx, temos

li=mx—nz=(m-—n)x=mnz e

dy = 2nx —mx = (2n — m)z = myx,

onde ny = m—n e m; = 2n—m sao numeros naturais. Nao é dificil verificar que m; < m.
Procedendo da mesma forma com o quadrado AEFG, obtemos um novo quadrado cuja
diagonal é dys = msx e cujo lado é Iy = nex, onde ny = my; — ny € my = 2n; — My sS40

numeros naturais com mo < My < Mm.

D A

Uma vez que podemos continuar indefinidamente a construir novos quadrados, obtemos
uma sucessao estritamente decrescente de niimeros naturais m; > mo > ms3 > --- tal que
m; < m, para todo i € N. O que é absurdo, dado que nao pode haver uma infinidade
de numeros naturais distintos menores que m. Logo, a diagonal e o lado do quadrado
ABCD sao grandezas incomensuraveis.

Nos livros de Euclides encontramos duas teorias sobre razoes e proporc¢oes. Uma que
aplica-se apenas a razoes entre nimeros inteiros e outra que aplica-se a grandezas comen-
suraveis e incomensuraveis. Pelo contexto da época, acredita-se que a teoria existente era
inadequada para tratar as grandezas incomensuraveis, o que levou a busca de uma técnica
que pudesse ser confidvel (ROQUE, 2012). Dificuldades em se lidar com as grandezas in-
comensuraveis levaram os matematicos da época a tratar a teoria das razoes de um modo
formal e cuidadoso, afim de que nao houvesse erros ou equivocos provenientes de um olhar
intuitivo. Por volta dos séculos V e IV a.C. algumas questoes dificeis apareceram, tais
como expressar o comprimento da diagonal em termos do lado de um quadrado. Como ja
dito, é provocador a intuicao o fato de o lado e a diagonal de um quadrado nao possuirem

uma unidade de medida comum. E facil crer que se tomarmos um segmento tao pequeno
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quanto necessario, ele servird de medida comum. Os matematicos tinham de lidar com
a complexidade e a abstragao de alguns problemas que contradiziam a intuicao e nao
eram acessiveis por meio de célculos. Com isso houve uma necessidade de se organizar a
aritmética e a geometria deixadas pelos antecessores. Isto deve ter levado a um questiona-
mento natural sobre a forma de tratamento do conteiido matematico culminando na busca
por critérios claros e livres da intuicao para chegar-se a conclusoes logicas dos resultados
obtidos. Com a descoberta dos incomensuraveis, nao se podia mais confiar nos sentidos
ou na intuicao simplesmente. As afirmacoes, agora, necessitavam de demonstragao para
serem aceitas. Além disso, os objetos estudados deviam ser entes abstratos, ja que a
interpretacao poderia induzir ao erro.

A busca pelo rigor se tornou cada vez mais acentuada. Do século XVIII para o século
XIX, problemas matematicos foram surgindo de forma que as ferramentas da época nao
eram suficientes para abordéd-los. Um exemplo importante foi a critica a concepcao dos
nimeros como quantidades. Esta concepcao se mostrou bastante limitada uma vez que,
dessa forma, diversos problemas nao conseguiam ser desenvolvidos. Enquanto prevalecia
a necessidade de se relacionar os objetos matematicos a alguma nocao de realidade, dificil
era a aceitacao de quantidades negativas como nimeros, por exemplo. Tornou-se, entao,
latente a necessidade de um conceito abstrato de nimero, um conceito que nao estivesse
ligado a nocao de quantidade. O estudo das equagoes algébricas no século XVII permi-
tiu o conhecimento das solugoes negativas e imaginarias, porém estes objetos eram tidos
como quantidades irreais. Os numeros irracionais, por sua vez, surgiam em resolucoes
de problemas, mas também nao tinham ainda um status bem definido. Tanto o é que
os atuais nuimeros irracionais eram designados por nimeros “surdos” ou “inexprimiveis”
(ROQUE, 2012). Isto mostra que eles ndao eram aceitos como nimeros no mesmo sentido
dos inteiros e racionais positivos. A necessidade de incorpora-los fez parte do processo
de generalizacao pelo qual passou a matematica. O século XIX se encarregou da fun-
damentacao do Célculo ou da Analise e esta fundamentagao nao pode se esquivar do
problema da extensao do conceito de nimero. Para que os conceitos da Analise pudessem

ser estabelecidos de forma rigorosa, foi preciso enxergar os niimeros como entes abstratos
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e nao mais como quantidades. Por muito tempo, os irracionais eram considerados como
nimeros nao verdadeiros, mas apenas simbolos. Sua existéncia era condicionada a gran-
dezas geométricas. Até entao isto nao era um problema, as regras usuais dos nimeros
eram aplicadas aos irracionais livremente.

O Caélculo, com os estudos das curvas, areas, séries, tangentes e taxas de variagao,
consolidou a ideia de que existia uma correspondéncia entre os pontos numa reta e os
numeros. Com a Geometria Analitica e a associacao de curvas a equagoes, era uma per-
cepcao geométrica que os numeros correspondiam aos pontos numa reta sem preocupar-se
com o status dos niimeros irracionais. Entretanto, conceitos fundamentais do Calculo,
tais como o de limite, dependem intimamente das propriedades dos nimeros reais (irra-
cionais unidos aos racionais). Com isso, tornou-se necessario o entendimento conceitual
de numero real. Até entao, os nimeros eram vistos como continuos ou discretos. Os dis-
cretos eram os numeors naturais ou racionais positivos e os continuos eram nimeros reais
entendidos geometricamente como segmentos de reta. A designacao de nimero “real”
comecou a ser empregada para distinguir essas quantidades das negativas e imaginarias,
que ainda nao eram consideradas do “mundo real”. Diversos problemas do Céalculo, como
o estudo de convergéncia de séries, limites de fungoes e continuidade, trouxeram a tona o
problema de como os niimeros reais se distribuem na reta.

Uma questao muito importante no entendimento dos niimeros reais foi o estudo das
raizes de equagoes polinomiais de grau impar. Reconhecia-se que se uma funcao assume
valores negativos e valores positivos, entao seu grafico deveria interceptar o eixo OX em
algum ponto. Admitia-se, entdo, que este ponto correspondia a um nimero real. Hoje
sabemos que este resultado ¢ dado pelo Teorema do Valor Intermediario, que depende
intimamente do conceito de continuidade. Era intuitivo que a reta é continua. O problema
é que a propriedade “continuidade” ainda nao era plenamente compreendida. Isto é,
o conceito de continuidade carecia de uma definigao rigorosa. Ora, para cada nimero
racional, existe um segmento de reta cujo comprimento é este nimero. Assim escolhendo-
se um ponto na reta para ser a origem, isto é, o zero, cada niimero racional possui um ponto

na reta correspondente. Porém, sendo ja conhecida a existéncia dos incomensuraveis, sabe-
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se que a reciproca nao é verdadeira. Isto é, existem pontos na reta que nao correspondem
a nenhum numero racional. Por exemplo, o ponto correspondente a medida da diagonal
de um quadrado de lado 1. Necessitava-se entao entender o que era a continuidade da reta,
isto é, qual propriedade a reta possui que falta aos racionais. O primeiro a caracterizar
a continuidade da reta foi Dedekind. Ele percebeu que a continuidade no ambito dos
nimeros era uma pressuposicao implicita e, juntamente com o préprio conceito de niimero,
nao definida. Até entao os nimeros, simplesmente, existiam e nao era necessario serem
definidos. Dedekind percebeu que toda vez que se fazia um “corte” na reta, este corte
passava por um ponto, no seguinte sentido: se a reta for dividida em duas partes de
tal forma que todo ponto de uma esta a esquerda de todo ponto da outra, existe um e
somente um ponto que faz esta separagao (CARACA, 1989). Esta era a caracterisica
da reta que faltava aos racionais. Existem cortes nos racionais que nao passam por
nenhum nimero racional. Por exemplo, sejam A = {r € Q; z < 0 ou 2% < 2} e
B={re€Q; x>0ez*>2}. Noteque AUB=Qea < bparatodosa € Aeb € B, mas
nao existe ¢ € Q tal que a < ¢ < b para todos a € A e b € B. Dedekind usou sua nocao de
corte para obter uma construcao dos ntimeros irracionais a partir dos niimeros racionais.
Desta forma, Dedekind definiu, de maneira adequada, os nimeros irracionais a apartir
dos racionais. Assim os irracionais nao dependiam apenas da suposicao de sua existéncia,
mas agora eram definidos de modo preciso e sua consisténcia estava fundamentada na
consisténcia dos nimeros racionais. Posteriormente outras construcoes foram dadas aos
numeros reais, como por exemplo, a construgao devido a Cantor, a partir de determinadas

classes de sequéncias de niimeros racionais.

2.3 Numeros negativos e imaginarios

O reconhecimento e a utilizacao de niimeros inteiros negativos surgiu bem depois dos
nimeros fraciondrios. E possivel que a ampla aceitacdo desses numeros (que comple-
mentam o conjunto dos naturais para formar o conjunto dos inteiros) se deu quando da
aceitagao de raizes negativas de polindmios no decorrer do século XVI (BOYER, 1974).

Apesar disso, existem evidéncias do reconhecimento de niimeros negativos na antiguidade.
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Os primeiros registros que se tem desses nimeros sao na China. Em meados do século
XIII, Li Yeh introduziu uma notacao para nimeros negativos. Ele fazia um trago diagonal
no ultimo digito de um nimero para indicar que este era negativo. Na fndia, por volta do
século VII, ja se trabalhava com solucoes negativas de equagoes. Cardano, em seu livro Ars
Magna, admite solucoes negativas de equacoes. Vale ressaltar que, na mesma obra, Car-
dano também admite raiz quadrada de niimero negativo como solucao vélida de equagoes.
O estudo das equagoes algébricas tem papel fundamental no desenvolvimento dos niimeros
negativos e imagindrios. Foi a busca por solugoes destas equacoes que trouxe a tona a

discussao sobre estas entidades. Como por exemplo na cldssica equacao x® — 152 —4 = 0,

que em sua féormula de resolucao apresenta x = f/? ++/—121 + {’/2 —+/—121. O termo
v/ —121 implicaria em a equacao nao ter solugao. Porém nao é dificil ver que 4 é solucao
dela. Desta forma, surgia a necessidade de operar raizes de nimeros negativos, objetos
que nao eram considerados numeros. Até entdo, quando uma tal raiz aparecia na re-
solucao de uma equagao, dizia-se que a equagao nao possuia solucao. Entretanto, com o
exemplo acima, nao mais era possivel ignorar tais objetos.

Descartes, com seu desenvolvimento da Geometria Analitica, aplicou métodos geomé-
tricos na solucao de equacgoes. Ele desenvolveu métodos em que as operagoes aritméticas
correspondiam a transformacoes em segmentos de reta no plano. Por exemplo, ele podia
obter o produto de dois segmentos de reta como um terceiro segmento. Estes métodos
permitiam mesclar a aritmética e a geometria, tidas como campos de estudos distintos.
O interessante é que Descartes rejeitava as raizes negativas, pois, para ele, as solugoes das
equacgoes eram segmentos de reta. Logo nao faziam sentido solugoes negativas. Descartes
considerava que uma equacao possui tantas raizes quanto for seu grau. Porém ele diz
que algumas dessas raizes podem ser “falsas”. Ele completa, ainda, que tanto as raizes
verdadeiras quanto as falsas nao sao sempre reais, mas as vezes apenas imaginarias. Isto
é, nem sempre existe uma quantidade para as raizes que imaginamos (ROQUE, 2012).
Os numeros negativos eram, até entao, entendidos nao como niimeros, mas como objetos
transitorios em operacoes aritméticas. Da mesma forma, acontecia com as raizes quadra-

das dos numeros negativos. Cardano, por exemplo, apesar de nao aceitar tais objetos
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como numeros, 0s operava com as regras aritméticas usuais, assim como Bombelli que
realizou calculos com /—121 para concluir que a solucao 4 da equacao 23 — 152 — 4 = 0
podia ser obtida pela férmula v/2 + 11/—1 4+ v/2 — 11y/—1. Os resultados de Bombelli
nao tiveram grande reconhecimento e a aceitacao das entidades negativas ainda era con-
troversa no meio matematico. Seu estatuto como numeros era ignorado, porém elas eram
utilizadas sem maiores preocupagoes com sua natureza, ja que eram 1teis na realizagao dos
calculos. O desenvolvimento dos estudos algébricos permitiu a expansao das operacoes
aritméticas proporcionando, assim, um esgotamento do entendimento de nimero como
quantidade.

Euler foi um dos precursores em entender que o objeto de estudo da mateméatica nao
eram as quantidades, mas sim os nimeros e suas operagoes. Para ele, os negativos eram
tao numeros quanto os positivos. Euler introduziu a nomenclatura ‘“naturais” para os
nameros 0,1,2,... que eram obtidos somando-se sucessivas vezes a unidade. Para ele,
os numeros 0, —1,—2 ... eram obtidos de forma semelhante com a diferenca de que a
unidade era subtraida sucessivamente. Euler chamou a uniao destas duas categorias de
nimeros de nimeros “inteiros” para diferencid-los dos fracionarios.

E interessante notar que, nos anos iniciais do século XIX na Franca, que era um dos
principais centros de desenvolvimento da matematica da época, os nimeros negativos e
imagindarios eram abordados como o objeto de estudo em si, apenas fora das publicagoes
académicas centrais e por pessoas de fora do circulo de pesquisadores reconhecidos. Um
caso conhecido é o do padre Adrien-Quentin Buée, que nao integrava a comunidade ci-
entifica. Ele usava a sugestao de Fontenelle sobre os niimeros negativos que descreve-
mos a seguir. Fontenelle deu uma ideia de posicao ou sentido aos numeros negativos.
Para ele, os nimeros possuiam nao sé o aspecto quantitativo, mas também o qualitativo.
Desta forma, as quantidades positivas e as negativas deveriam ser opostas. Nesse sentido
caminhou também a proposta de Argand, que sugeriu um modelo que dava, de certa
forma, uma realidade aos negativos e os tirava do status de imaginarios. Argand propos o
exercicio mental de supor uma balanca com dois pratos A e B. Ao prato A acrescenta-se

a quantidade x sucessivas vezes, fazendo que este possua sucessivamente x, 2z, 3z, . ...
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Se agora retiramos a quantidade x sucessivamente em algum momento obtemos o equlibrio.
Para Argand, apds este momento, poderia-se continuar retirando quantidades x do prato
A se isso fosse entendido por acrescentar as quantidades x ao prato B. Desta forma, se
estabelece uma equivaléncia entre retirar quantidades do prato A e acrescentar quanti-
dades ao prato B. Para Argand, para cada nimero positivo havia exatamente um outro
nimero com o mesmo valor absoluto e com orientacao oposta. Isto nos da uma otima
brecha para observar que, nesta concep¢ao, o zero nao era um simbolo do nada ou um
representante de nenhuma quantidade, mas um ponto neutro, um ponto de partida en-
tre as direcoes opostas. Argand também propos um interessante modelo para os raizes
de numeros negativos. Como para os negativos, ele utilizou as ideias de valor absoluto
e de orientacdio. Contudo, para a inclusdo do nimero /—1 no sistema, ndo bastavam
apenas dois sentidos em uma mesma direcao, mas também uma direcao perpendicular.
Suponha que os nimeros sejam representados por vetores. Assim o nimero 1 e o nimero
—1 s@o vetores de mesmo comprimento (mesmo valor absoluto) mas de sentidos opostos
na mesma direcio. A fim de obtermos 1 x v/—1 x v/—1 = —1 a multiplicacao por v/—1
deve ser alguma transformacao tal que aplicada duas vezes ao vetor 1 o leve ao vetor
—1. Ora, uma transformacao capaz de gerar este resultado é a rotacao em 90°. Isto é, a
multiplicacdo de um vetor por v/—1 deve ser a rotacao deste vetor em 90°. Desejando-se
manter o 1 como neutro multiplicativo, espera-se que 1 x v/—1 = y/—1. Desta forma, o
nimero (vetor) v/—1 deve ser o resultado da rotacdo do niimero 1 em 90°, donde /—1
esta na direcdo perpendicular & direcio de 1. E o —v/—1 estd na mesma direcdo de v/—1

em sentido oposto.

F 3
v

-1
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Este foi um importante passo no esforco de se estabeler as raizes de niimeros negativos.
Entretanto o trabalho nao estava completo. Os estudos de Cauchy em Anélise de Variaveis
Complexas traziam a necessidade da definicao desses niimeros de forma rigorosa. Isto se
deu no mesmo momento em que a matematica intensificou a preocupacao com a clareza e
coesao dos seus objetos e das afirmagoes feitas. Gauss foi um matemético que trabalhou
fortemente na direcao de que os objetos matematicos deveriam ser entes abstratos nao
dependendo de um representante no mundo concreto. Gauss foi o primeiro matematico
influente a defender publicamente as quantidades imaginarias. Com os trabalhos de Gauss
sobre estes ntimeros, as quantidades negativas e imaginarias comecam a deixar o status
de nimeros “falsos”, “ficticios”, “impossiveis”, “absurdos”, “sofisticos” ou “imaginarios”.
Eles deveriam ser vistos como nimeros tanto quanto os reais positivos. O nome “ima-
gindrios” para as raizes de negativos foi substituido por “complexos”. Para Gauss, “o
processo de generalizacao da algebra, que levava a extensao dos dominios numéricos, era
um dos principais instrumentos dessa disciplina” (ROQUE, 2012). Gauss deu impor-
tantes contribuigoes na concepcao dos nimeros complexos como pontos no plano, mas
o estabelecimento destes nimeros se deu de forma completa com a defini¢ao rigorosa de
Hamilton de nimero complexo como um par ordenado de niimeros reais (ou como vetores
no plano) com as operagoes aritméticas bem definidas em termos destes pares. Deste
modo, Hamilton definiu os niimeros complexos a apartir dos reais. Assim os complexos
nao dependiam apenas da suposicao de sua existéncia, mas agora eram definidos de modo

preciso e sua consisténcia estava fundamentada na consisténcia dos niimeros reais.

2.4 Numeros infinitesimais

Na matematica, em algumas defini¢oes, resolucoes de equagoes e demonstragoes de
teoremas é preciso, por um lado, que um determinado ntmero seja igual a zero e, por
outro, que este mesmo numero seja diferente de zero. E comum, atualmente, se tentar
resolver este problema tomando o limite da expressao em questao com o numero citado
tendendo a zero. Um exemplo classico aparece no desejo de se definir velocidade ins-

tantanea. Por exemplo, se a posi¢ao s de um movel é dada em funcao do tempo ¢, entao
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. . : . . . s(t+1tp) — s(t -
a velocidade deste mével no instante tq é definida por lim ( 0) ( 0), se este limite

t—0 t
existir. A ideia de limite vem sendo utilizada desde a antiguidade. Por exemplo, Eudoxo
e Arquimedes lancaram mao do que seria um embriao deste conceito. O, atualmente
denominado, método de exaustao (BOYER, 1974). J& Leibniz, que é tido como um dos
precursores do Célculo, nao tinha formatada a ideia de limite. Ele nao tomava o limite
de uma variavel tendendo a zero. Leibniz tomava um numero infinitamente pequeno ou
infinitamente proximo de zero. Ele considerava uma quantidade infinitamente pequena
chamada de “diferencial” e denotada por dxr. Neste momento, nao podemos deixar de
fazer alusao aos trabalhos de Kepler e Cavalieri no século XVII. Eles utilizavam-se de
métodos infinitesimais no calculo de area de regides planas e de volumes de sélidos. Ke-

pler, por exemplo, considerava que o circulo podia ser compreendido como um poligono

de infinitos lados de medidas infinitamente pequenas.

Desta forma, sua area seria a soma das areas dos infinitos triangulos que tém como
um dos lados o lado do poligono e como o vértice oposto o centro do circulo. Assim,
denotando por r e A o raio e a area do circulo, respectivamente e b; e A; o lado e a
. C . . bir bor
area do i-ésimo triangulo, respectivamente, temos que A = A; + Ay 4+ --- = > + -5 +
r , ‘ , , .
=3 (by + by 4+ ---). Como o poligono, na verdade é o circulo, o seu perimetro é
. . , . r r 2
igual ao comprimento do circulo. Assim, A = 3 (by+by+--) = 527?7‘ = 7r°. Note
que Kepler nao se atentou ao rigor tal como o concebemos hoje. Ele nao se preocupou
com propriedades aritméticas de somas infinitas, tais como a distributividade, e nem
para a analise de convegéncia de tais somas, entretanto o resultado obtido estd correto.

Cavalieri, de forma semelhante, considerava que os sélidos eram formados por infinitas

partes planas, isto é, por infinitas partes de comprimentos infinitamente pequenos. Com
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isto, ele enunciou seu famoso principio: Se dois sélidos de mesma altura, produzem figuras
de mesma area quando interceptados por um plano paralelo ao plano base, entao os sélidos
possuem o mesmo volume.

Voltando ao céalculo de Leibniz, a questao é que uma quantidade diferencial ora era
diferente de zero e ora, esta mesma quantidade, era igual a zero. Por exemplo, cosidere s e
t como no pardgrafo anterior e suponha que s(t) = t2. Leibniz afirmava que a velocidade
do mével em um determinado instante t; era dada pela velocidade média deste médvel
numa variagao de tempo infinitamente pequena a partir de ty5. Ele tomava entdao um in-

e : s(to +dt) — s(t
tervalo de tempo infinitesimal dt e calculava a velocidade por v(tg) = (to ) = s(to) =

dt
to+dt)? — 12 2tedt + (dt)?
(fo + dt) 0_ =0 ;; (4t) . A parcela (dt)? era descartada por ser de ordem infinita-
2todt
mente menor que a parcela 2todt. Assim v(ty) = c(i)t = 2t5. Note que quando Leibniz

toma dt no denominador de uma fracao esta considerando este objeto aritmeticamente
diferente de zero, mas quando despreza a parcela (dt)?, considera dt aritmeticamente igual
a zero. HEsta consideracgao foi motivo de diversas controvérsias sobre os ntimeros infinitesi-
mais. Entretanto, o que era questionada nao era a eficidcia destes métodos mas sim a falta
de fundamentagao para estes novos numeros. Leibniz chegou a dizer que estes nimeros
eram apenas ficgoes uteis no desenvolvimento dos calculos.

Berkeley foi um dos criticos mais ferrenhos ao célculo infinitesimal. Ele argumenta,
sobre os que faziam uso dos infinitesimais, que além de considerar as diferencas entre
quantidades finitas, eles também consideravam as diferencas destas diferencas, as dife-
rengas das diferencas das diferencas e assim indefinidamente. Desta forma, consideravam
quantidades infinitamente menores que qualquer quantidade discernivel e, sem um fim,
quantidades infinitamente menores que as anteriores, originando uma sequéncia infinita
de infinitesimais, cada um menor que o anterior. Berkeley?, citado por CARVALHO e
D’OTTAVIANO (2006) ironiza o fato de se somar milhdes de milhoes de parcelas de
nimeros infinitesimais e esta soma nunca ser um nimero comum (nimero real) . Esta
critica de Berkeley estd relacionada ao que hoje denominamos de “propriedade arquime-

diana”. O conjunto dos nimeros hiperreais (que contém os infinitesimais) nao é arquime-

2BERKELEY, G. The analyst. Dublin, Trinity College. Versdo eletronica adaptada por David R.
Wilkins a partir de texto de 1898, de George Sampson. 2002.
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diano, isto é, existem ntmeros hiperreais positivos a e b tais que a + - - -+ a < b qualquer
que seja a quantidade de parcelas em a + - - - + a.

A despeito das criticas e, mesmo sem ter uma definicao rigorosa para este tipo de
nimero, Leibniz deduziu diversos resultados do Calculo atual e, assim, seus trabalhos
foram sendo divulgados. L’Hospital, por exemplo, propos uma axiomatica para lidar com
os numeros infinitesimais. Ele postula que se a diferenca entre duas quantidades a e b
¢ uma quantidade infinitesimal, entao pode-se tomar indiferentemente a ou b e que uma
linha curva pode ser considerada como uma linha poligonal com infinitos lados, todos de
comprimento infinitesimal. Entretanto, como destacam CARVALHO e D’OTTAVIANO
(2006),

Nem todo esfor¢co dispendido por Newton e Leibniz no tratamento formal
dos infinitésimos e os avancos obtidos com a obra de 1'Hospital seriam sufi-
cientes para garantir a adequagao dos infinitésimos como base segura para a
construcao do calculo diferencial e integral. E o que mostram matematicos
e filosofos da Academia Real de Ciéncias de Paris, cujas opinioes divergentes
sobre o tema dariam inicio a um longo ciclo de discussoes entre adeptos e

contrarios a nova teoria matematica de Newton e Leibniz.

Os debates continuaram a acontecer até que os criticos aos infinitesimais sentiram-se
vitoriosos apds a criacao de uma comissao conciliatoria pela academia de Paris, umas
vez que nao foram apresentados argumentos sé